
21

Ibrahim Assem

Université de Sherbrooke

Juan Angel Cappa

María Inés Platzeck

Melina Verdecchia

Universidad Nacional del Sur

MODULOS INCLINANTES Y ALGEBRAS INCLINADAS 

2008



INTRODUCCION

CAPITULO 1. Preliminares

1. Algebras de Artin

2. Morfismos irreducibles y sucesiones que casi se parten

CAPITULO 2. Módulos inclinantes

1. Algebras de endomorfismos

2. Pares de torsión y módulos inclinantes parciales

3. Módulos inclinantes

4. El teorema de inclinación

5. Consecuencias del teorema de inclinación

CAPITULO 3. Algebras inclinadas

1. Algebras inclinadas

2. Módulos inclinantes convexos

3. Módulos sinceros

4. Rodajas y rodajas completas

´5. Las secciones: el criterio de Liu y Skowronski

6. Algebras de endomorfismos de módulos inclinantes parciales

BIBLIOGRAFIA

INDICE ALFABETICO

I

1

1

5

23

23

28

37

47

60

67

67

71

75

82

88

96

105

107

INDICE GENERAL



i i

i i

INTRODUCCION
El objetivo de estas notas es presentar una introducción a la teorı́a de inclinación. Introducida hace

más de treinta años, la teorı́a de inclinación ha adquirido más y más importancia con el correr del
tiempo, y se ha convertido en una de las partes principales dela teorı́a moderna de representaciones
de álgebras de artin. El contexto general de la teorı́a de inclinación es el siguiente: comenzando
con un álgebra de artinA y un módulo finitamente generadoTA, interesa comparar las categorı́as
de módulos sobreA y sobre el álgebra de endomorfismosB = EndTA. Éste es un problema muy
amplio, si no se restringe la clase de módulosTA a considerar. Ası́, cuandoTA es un progenerador,
la teorı́a de Morita nos dice que estas categorı́as son equivalentes. A fin de que esta comparación
sea fructı́fera, una posibilidad es elegir el móduloTA “muy cercano.al progeneradorAA. Un módulo
inclinante es un tal módulo y, en una primera aproximación, la teorı́a de inclinación puede entenderse
como una generalización de la teorı́a de Morita. Sin embargo, con los años, ha mostrado tener muchas
otras interpretaciones y aplicaciones en varias áreas de la matemática (para un panorama reciente,
remitimos al lector a [R], Ringel, (2007)).

En estas notas suponemos que el lector tiene cierta familiaridad con el álgebra homológica como
puede encontrarse, por ejemplo, en los libros de Cartan-Eilenberg (1956) o Rotman (1979), y con
los elementos de teorı́a de representación de álgebras, que pueden encontrarse en el libro de Auslan-
der, Reiten y Smalφ (1995), ó en los cuatro primeros capı́tulos del de Assem, Simson y Skowroński
(2006). De todas maneras, recordamos en el primer capı́tulolas nociones necesarias para la com-
prensión del texto. El segundo capı́tulo está dedicado a las propiedades de los módulos inclinantes, y
culmina con el llamado teorema de inclinación (también llamado Teorema de Brenner y Butler). Fi-
nalmente, el tercero está dedicado al estudio de las álgebras inclinadas. Teniendo en cuenta al alumno
graduado que se está iniciando en investigación en teorı́a de representación, nos hemos preocupado
en incluir en el texto numerosos ejemplos.

En la actualidad está generalmente aceptado que los orı́genes de la teorı́a de inclinación pueden
remontarse a los funtores de reflexión, introducidos por Bernstein, Gelfand y Ponomarev en 1973 para
probar el Teorema de Gabriel. Sin embargo, estos funtores fueron definidos considerando un carcaj
acı́clico, y por lo tanto su uso se restringe a las álgebras hereditarias de dimensión finita sobre un
cuerpo. En 1979 Auslander, Platzeck y Reiten definieron los funtores de reflexión sin usar carcajes.
Los módulos inclinantes que introdujeron se llaman ahora módulos inclinantes APR y son todavı́a
muy útiles en el estudio de las álgebras de artin. Poco después, el paso decisivo fue tomado por Bren-
ner y Butler (1980), quienes definieron módulos inclinantes por un conjunto de axiomas y probaron
varios resultados fundamentales. Happel y Ringel (1982) debilitaron los axiomas dados por Brenner
y Butler, y pusieron gran parte de la teorı́a en su forma actual. También introdujeron la noción de
álgebras inclinadas. En estas notas seguimos fundamentalmente el enfoque de Happel y Ringel. Des-
de entonces, las condiciones que definen a los módulos inclinantes han sido generalizadas más aún,
por Miyashita (1986), Happel (1987) y otros. En el mismo trabajo de 1987, Happel prueba uno de los
resultados más importantes de la teorı́a: siB es un álgebra obtenida deA por medio del proceso de in-
clinación, entonces las categorı́as derivadas acotadas deA y B son equivalentes. Las conexiones de la
teorı́a inclinante con la categorı́a derivada, o con la categorı́a de conglomerados, según es considerada
por Buan, Marsh, Reineke, Reiten y Todorov (2006) están más allá del objetivo de estas notas.

Las álgebras inclinadas, introducidas por Happel y Ringel(1982) son las que se obtienen de
las álgebras hereditarias por el proceso inclinante. Su importancia se manifiesta en el hecho que un
módulo indescomponible sobre un álgebra de artin arbitraria, que no está en un ciclo en la cate-
gorı́a de módulos, es módulo sobre un álgebra inclinada.Como se conoce mucho sobre la categorı́a
de módulos sobre un álgebra hereditaria, también conocemos mucho sobre la categorı́a de módulos
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sobre un álgebra inclinada. Claramente, es útil tener un criterio para decidir si un álgebra dada es
inclinada o no. Happel y Ringel han observado que la categor´ıa de módulos sobre un álgebra inclina-
da tiene una configuración combinatoria - llamada rodaja - que permite recuperar el álgebra original.
Desde entonces, se han encontrado varias caracterizaciones en el mismo espı́ritu, por ejemplo, la que
encontró Ringel en 1984 y la que es quizás la más eficiente,debida (independientemente) a Liu y
Skowroński (1993).

El primer autor agradece apoyo de NSERC de Canadá, los otrostres autores de la Universidad
Nacional del Sur y del CONICET. M.I. Platzeck es miembro de laCarrera de Investigador Cientı́fico
del CONICET.
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CAPITULO I
PRELIMINARES

1.   ALGEBRAS DE ARTIN

En estas notas todas las álgebras son álgebras de artin, a menos que se indique lo
contrario. Recordamos que un álgebra se dicede artin si es finitamente generada como
módulo sobre su centro, y éste es un anillo artiniano. Para las nociones básicas sobre anillos
y módulos, o álgebra homológica, remitimos al lector a [AF, Ro, A].

Nos interesa aquı́ el estudio de la teorı́a de representaciones de un álgebra de artinA, es
decir, la categorı́a modAdeA−módulos a derecha finitamente generados. Para ello, podemos
suponer sin pérdida de generalidad queA es conexa (es decir, indescomponible como anillo).

Designaremos indA a una subcategorı́a plena de modA cuyos objetos forman un conjunto
completo de representantes de las clases de isomorfismo deA−módulos indescomponibles.
Por el teorema de descomposión única de Krull-Schmidt, todoA−módulo a derecha fini-
tamente generado se escribe como suma directa de un número finito deA−módulos indes-
componibles, y esta descomposición es única a menos de isomorfismo. En virtud de este
resultado, la categorı́a indAjuega un papel esencial en el estudio de modA.

SeaC una subcategorı́a aditiva de modA. EscribiremosM ∈ C para expresar queM es
un objeto deC , y notaremos indC la subcategorı́a plena de indAque tiene por objetos un
conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo de objetos deC . Si M
es unA−módulo, notaremos addM la subcategorı́a aditiva de modA formada por las sumas
directas de sumandos directos deM, y escribiremos indM en lugar de ind(addM).

Por último, consideraremos losA−módulos a izquierda comoAop−módulos (a derecha).
Una de las propiedades más importantes de las álgebras de artin es la existencia de una

dualidadD : modA→ modAop (ver [AuRS], sección (II.3), p. 37). La utilizaremos de
manera esencial en lo que sigue.

Sea{e1,e2, ...,en} un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos deA,
arbitrario, pero fijo. A cadai tal que 1≤ i ≤ n, se asocia unA−módulo indescomponible
proyectivoPi = eiA y (en virtud de la dualidad) unA−módulo indescomponible inyectivo
Ii = D(Aei). Por otra parte, el cocienteSi = Pi/radPi es simple e isomorfo al zócalo socIi de
Ii . De hecho, esta correspondencia entrePi e Ii es funtorial: Definimos elfuntor de Nakayama

ν = DHomA(−,A) : modA→modA.

Observamos que hay un isomorfismo de funtoresν ∼=−⊗A DA.

Lema 1.1.El funtor de Nakayama induce una equivalencia entre las subcategorı́as demodA
formadas respectivamente por los proyectivos y los inyectivos, tal queν(Pi)

∼
= Ii , para cada

i.

Demostracíon. Seaν ′ = HomA(DA,−) : modA→modA. Entonces se tienen los siguientes
isomorfismos funtoriales:

ν(Pi) = DHomA(eiA,A)
∼
= D(Aei) = Ii ;

ν ′(Ii) = HomA(DA,D(Aei))
∼
= HomAop(Aei ,A)

∼
= eiA = Pi . 2

1
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Lema 1.2. Para todo A−módulo M y todo i tal que1≤ i ≤ n, se tiene que HomA(Pi,M)
∼
=

DHomA(M, Ii).

Demostracíon. DHomA(M, Ii) = DHomA(M,D(Aei))
∼
= DHomAop(Aei,DM)

∼
= D(eiDM)

∼
= (D2M)ei

∼
= Mei

∼
= HomA(eiA,M) = HomA(Pi,M). 2

SeaP la suma directa de los proyectivos de indA, y seaB = EndPA. Del teorema clásico
de Morita resulta que las categorı́as modA y modB son equivalentes, y que dosB−módulos
proyectivos indes-componibles correspondientes a dos idempotentes ortogonales primitivos
distintos no son isomorfos (es decir,B es un álgebrabásica). Por lo tanto, podemos suponer
de partida, sin pérdida de genera-lidad, queA es básica. Salvo mención explı́cita de lo
contrario, supondremos que todas nuestras álgebras son conexas y básicas.

Ahora definimos el grupo de Grothendieck del álgebraA. SeaF el grupo abeliano libre
generado por las clases de isomorfismoM̃ de losA−módulos finitamente generadosM, y
F ′ el subgrupo generado por todas las expresionesL̃+ Ñ− M̃, tales que

0→ L→M→ N→ 0

es una sucesión exacta en modA. Entonces elgrupo de Grothendieck K0(A) de A es por
definición el grupo cocienteF/F ′ .

Notamos[M] la imagen deM̃ enK0(A).
Sea{S1,S2, ...,Sn} el subconjunto de indA de los módulos simples. Resulta inmediata-

mente del teorema de Jordan -Hölder que para cadaM ∈modA el númeromi(M) de factores
de composición deM isomorfos aSi depende sólo deM y de Si (y no de la serie de com-
posición deM). Llamamosvector dimensíondeM al vector

dim(M) = [m1(M),m2(M), ...,mn(M)] ∈ Zn.

Esto permite definir, para cadai, aplicacionesmi : F → Z y dim : F → Zn, poniendo
mi(M̃) = mi(M), dim(M̃) = dim(M).

Lema 1.3. Las aplicaciones mi y dim inducen homomorfismos de grupos

mi : K0(A)→ Z y dim : K0(A)→ Zn.

Demostracíon. Basta probar que, si 0→ L→ M→ N→ 0 es una sucesión exacta corta,
entonces para cadai se tiene quemi(M) = mi(L)+mi(N).

Podemos suponer queL ⊆ M y N = M/L. Si 0 = L0 $ L1 $ ... $ Ls = L es una serie
de composición deL, y 0 = M0/L $ M1/L $ ... $ Mt/L = M/L = N una deN, se ve de
inmediato que 0= L0 $ L1 $ ... $ Ls = L = M0 $ M1 $ ... $ Mt = M es una serie de
composición deM. De aquı́ se deduce la igualdad deseada. 2

Teorema 1.4.El grupo K0(A) es abeliano libre con base{[S1] , [S2] , ..., [Sn]} y la aplicacíon
dim: K0(A)→ Zn es un isomorfismo de grupos.

Notas de Algebra y Análisis, Vol 21, 2008
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Demostracíon. Resulta de la existencia de series de composición de losA−módulos y de la
definición deK0(A) que, para todoA−móduloM, tenemos:

[M] =

n

∑
i=1

mi(M) [Si ] .

Por lo tanto el conjunto{[S1] , [S2] , ..., [Sn]} generaK0(A). En virtud de(1.3), la aplicación
dim: K0(A)→ Zn es un homomorfismo de grupos. Como el conjunto{[S1] , [S2] , ..., [Sn]} se
aplica biyectivamente sobre la base canónica deZn, es linealmente independiente y, luego,
una base. Por lo tanto dim: K0(A)→ Zn es un isomorfismo. 2

Corolario 1.5. Sea A uńalgebra de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do k. Entonces, para todo i y todo A−módulo M, se tiene que:

mi(M) = dimkHomA(Pi,A).

Demostracíon. Sabemos quemi define un homomorfismoK0(A)→ Z tal que

mi(Sj) =

{
0 si i 6= j
1 si i = j .

Por otra parte, dimk HomA(Pi,−) también define un homomorfismoK0(A)→ Z, ya que si
0→ L→M→ N→ 0 es una sucesión exacta, entonces

0→ HomA(Pi,L)→ HomA(Pi,M)→HomA(Pi,N)→ 0

también lo es.
Comok es algebraicamente cerrado, el anillo de endomorfismos de cada módulo simple

tiene dimensión 1, y se tiene que

dimk HomA(Pi,Sj) =

{
0 si i 6= j
1 si i = j .

Como ambos homomorfismos coinciden en la base{
[
Sj

]
}nj=1, son iguales. 2

Los carcajes ligados forman una fuente inagotable de ejemplos. Un carcaj Q es una
cuádrupla ordenadaQ= (Q0,Q1,s, t) formada por dos conjuntos,Q0 (el conjunto depuntos)
y Q1 (el conjunto deflechas); y dos aplicacioness, t : Q1→ Q0 que asocian a cada flecha
α ∈ Q1 su inicio s(α) y sufin t(α). De esta manera, un carcaj se puede considerar un grafo
orientado (que puede tener lazos y flechas múltiples).

SeanQ un carcaj finito yx,y ∈ Q0. Un caminode longitudl de x a y es una sucesión
de flechasα1α2...αl tales quex = s(α1), y = t(αl), y t(αi) = s(αi+1) para todoi tal que
1≤ i < l . Además asociamos a cada puntox∈Q0 un camino de longitud nulaεx llamado el
camino estacionarioenx. Seak un cuerpo. Eĺalgebra de caminos kQdeQ es lak−álgebra
con base formada por los caminos deQ (incluidos los caminos estacionarios), dotada del
producto dado por la composición de caminos:

Notas de Algebra y Análisis, Vol 21, 2008
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(α1α2...αl)(β1β2...βm) =

{
α1α2...αlβ1β2...βm si t(αl) = s(β1)

0 si t(αl) 6= s(β1)

y prolongado por distributividad y asociatividad teniendoen cuenta que, six e y son puntos
y α es una flecha, entonces

εxα =

{
α si s(α) = x
0 sis(α) 6= x

, αεx =

{
α si t(α) = x
0 si t(α) 6= x

y εxεy =

{
εx si x = y
0 si x 6= y .

UnarelaciónsobreQ, dex ay, es un elemento dekQde la formaρ =

m
∑

i=1
λiωi donde, para

cadai, λi es un escalar no nulo yωi es un camino de longitud mayor o igual que dos dex ay.
Un conjunto de relaciones sobrekQgenera un idealI dekQ. Este idealI se diceadmisiblesi
existe un enterop tal que todo camino deQ de longitud mayor o igual quep pertenece aI . Si
I es admisible, entonces es fácil de probar que el álgebra cocientekQ/I es dek−dimensión
finita.

Recı́procamente, siA es un álgebra de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerradok, entonces existen un carcaj conexo, finitoQ y un ideal admisibleI dekQ tales que
A∼= kQ/I (ver [AuRS] (III.1.10) p. 66 ó [ASS] (II 3.7) p. 64). En este caso, las clases módulo
I de los caminos estacionarios,ex = εx + I , forman un conjunto completo de idempotentes
ortogonales primitivos deA (en particular, están en correspondencia biyectiva con los puntos
deQ). A cadax∈Q0 corresponde también unA−módulo proyectivo indescomponiblePx =

exA. Las clases móduloI de los caminos deQ que comienzan enx forman una base de
Px considerado comok-espacio vectorial. Dualmente, asociado ax tenemos elA−módulo
inyectivoIx = D(Aex), y la base dual de las clases móduloI de los caminos que terminan en
x.

Ejemplo 1.6. SeaA dada por el carcajQ

◦1

◦
2

◦
3

◦4
ww

β ooooooooooo
gg

δ OOOOOOOOOOO

gg
α

OOOOOOOOOOO

ww γ

ooooooooooo

ligado por la relaciónρ = αβ − γδ (es decir,A es el cociente del álgebra de caminos deQ
por el ideal generado porρ). Escribimos brevementeαβ = γδ , y la llamamos unarelación
de conmutatividad. NotamosI = 〈ρ〉. Aquı́ el proyectivo indescomponibleP1 tiene por base
{e1}, y es simple;{e2,β + I} es una base deP2, y el proyectivoP4 tiene por base{e4,α +

I ,γ + I ,αβ + I = γδ + I}. Suele ser más útil representar los módulos por sus sucesiones de
Loewy (ver [AuRS] p.12 ó [ASS] p. 160):

P1 = 1, P2 =
2
1, P3 =

3
1,P4 =

4
2 3

1
.
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Análogamente,

I1 =

4
2 3

1
, I2 =

4
2, I3 =

4
3, I4 = 4.

2. MORFISMOS IRREDUCIBLES Y SUCESIONES QUE CASI SE PARTEN.

Nuestra herramienta principal en estas notas es la teorı́a de Auslander-Reiten. A con-
tinuación resumimos sus principales resultados. Para unaexposición detallada, remitimos al
lector a [AuRS] o, para el caso de álgebras sobre cuerpos algebraicamente cerrados, a [ASS].
En toda esta sección, suponemos queA es un álgebra de artin básica y conexa.

Definiciones.(a) Seaf : L→M un morfismo deA−módulos. Entoncesf se diceminimal a
izquierdasi h f = f implica queh es un automorfismo; se dice quef casi se parte a izquierda
si no es una sección y, para todou : L→U que no es una sección, existeu′ : M→U tal que
u′ f = u. Por último, se dice quef es un morfismominimal que casi se parte a izquierdasi
es minimal a izquierda y casi se parte a izquierda.

(b) Seag : M→ N un morfismo deA−módulos. Entoncesg se dicemini-
mal a derechasi gk = g implica quek es un automorfismo; se dice queg casi se parte
a derechasi no es una retracción y, para todov : V → N que no es una retracción, existe
v′ : V →M tal quegv′ = v. Por último,g se diceminimal que casi se parte a derechasi es
minimal a derecha y casi se parte a derecha.

Es claro que cada noción “a derecha” es dual de la correspondiente noción “a izquierda”.
A modo de ejemplo, enunciamos el siguiente lema, cuya sencilla demostración dejamos a
cargo del lector.

Lema 2.1. (a) Sea P un A−módulo indescomponible proyectivo. Entonces f: L→ P es
minimal que casi se parte a derecha si y sólo si f es un monomorfismo con imagenradP.

(b) Sea I un A−módulo indescomponible inyectivo. Entonces g: I → N es
minimal que casi se parte a izquierda si y sólo si g es un epimorfismo con núcleosocI. �

Definición. Un morfismo deA−módulosf : M→N se diceirreduciblesi no es una sección
ni una retracción y, para toda factorizaciónf = f1 f2, con f1 : X→ N y f2 : M→ X, se tiene
que f1 es una retracción of2 es una sección.

Es evidente que esta definición es autodual. Notemos que todo morfismo irreducible es
un monomorfismo o un epimorfismo: En efecto, seaf = jp la factorización canónica del
morfismo irreduciblef a través de su imagen. Sif no es un monomorfismo, entoncesp
tampoco lo es. Por tantoj es a la vez un monomorfismo y una retracción. De aquı́ sigue
que j es un isomorfismo. Luegof es un epimorfismo, como querı́amos. Este hecho (con el
lema de Fitting) implica que, para todo módulo indescomponible M, no existen morfismos
irreducibles deM enM.

El lector puede ver una demostración del siguiente teoremaque relaciona los morfismos

Notas de Algebra y Análisis, Vol 21, 2008
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irreducibles y los morfismos minimales que casi se parten a izquierda (o a derecha) en
[AuRS] (V.5.3) p. 167 ó [ASS] (IV, 1.10) p. 103.

Teorema 2.2.(a)Sea L un ḿodulo indescomponible. Un morfismo f: L→M es irreducible

si y śolo si M 6= 0 y existe un morfismo f′ : L→ M′ tal que
[

f
f ′

]
: L→M⊕M′ es minimal

que casi se parte a izquierda.
(b) Sea N un ḿodulo indescomponible. Un morfismo g: M → N es irre-

ducible si y śolo si M 6= 0 y existe un morfismo g′ : M′→N tal que
[
g g′

]
: M⊕M′→ N es

minimal que casi se parte a derecha. �

Luego, siP es indescomponible proyectivo, un morfismo no nulof ′ : L′→P es irreducible
si, y sólo si, existeL′′ tal queL′ ⊕ L′′ ∼= radP y f ′ es la composición de las inclusiones
L′ →֒radP →֒ P. Dualmente, siI es indescomponible inyectivo, un morfismo no nulog′ : I →
N′ es irreducible si, y sólo si, existeN′′ tal queN′⊕N′′ ∼= I / socI y g′ es la composición de
las proyeccionesI ։ I / socI ։ N′. Esto sigue directamente de (2.1) y (2.2).

Definición. Una sucesión exacta corta deA−módulos

0→ L
f
→M

g
→ N→ 0

se diceque casi se partesi f es minimal que casi se parte a izquierda yg es minimal que
casi se parte a derecha.

Resulta directamente de la definición que una sucesión quecasi se parte no se parte. El
teorema siguiente (cuya demostración se encuentra en [AuRS] (V.1.4) p. 144 y (V.5.3) p.
167 ó [ASS] (IV 1.13) p.105) resume las propiedades y caracterizaciones de las sucesiones
que casi se parten.

Teorema 2.3.Sea0→ L
f
→M

g
→ N→ 0 una sucesíon exacta corta. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(a)La sucesíon casi se parte.
(b) L es indescomponible y g es un morfismo que casi se parte a derecha.
(c) N es indescomponible y f es un morfismo que casi se parte a izquierda.
(d) f es un morfismo minimal que casi se parte a izquierda.
(e)g es un morfismo minimal que casi se parte a derecha.
(f) L,N son indescomponibles y f,g son irreducibles.
Adeḿas, si estas condiciones se verifican, la sucesión est́a uńıvocamente determinada por

N (o por L) salvo isomorfismo. �

Para probar la existencia de sucesiones que casi se parten, se consideran las categorı́as
proyectivamente e inyectivamente estables. SeanM y N dosA−módulos. DefinimosP(M,N)

(e J (M,N)) como el conjunto de morfismos deM enN que se factorizan porA−módulos
proyectivos (e inyectivos, respectivamente). Es fácil probar queP(M,N) e J (M,N) son
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subgrupos de HomA(M,N) y que, más aún, estos subgrupos definen idealesP e J de
modA, respectivamente.

La categoŕıa proyectivamente establemodA = (modA)/P admite por objetos todos los
A−módulos, y el conjunto de morfismos deM a N en esta categorı́a es HomA(M,N) =

HomA(M,N)/P(M,N). De manera dual, losA-módulos son también los objetos de lacate-
goŕıa inyectivamente establemodA = (modA)/J , y el conjunto de morfismos deM a N
en esta categorı́a esHomA(M,N) = HomA(M,N)/J (M,N).

Consideremos ahora unA−móduloM y una presentación proyectiva minimal

P1
f
→ P0→M→ 0.

Se define latraspuesta TrMdeM como el conúcleo de HomA( f ,A) :

0→ HomA(M,A)→ HomA(P0,A)

HomA( f ,A)

−→ HomA(P1,A)→ TrM→ 0.

Usando que un morfismof : M→N puede levantarse a un morfismo entre presentaciones
proyectivas deM y N, puede definirse un morfismo, la traspuesta def , deTrM enTrN. Si
bien no es único se puede probar que esta operación induce un funtor (de hecho una dualidad)
Tr : modA→modAop (ver [AuRS] (IV.1.6) p. 104).

Esto nos permite definir las composicionesτ = DTr y τ−1
= TrD, llamadas lastrasla-

ciones de Auslander-Reiten. Ası́, τ es una equivalencia de modA enmodA, de inversaτ−1 :
modA→modA (ver [AuRS] (IV.1.9) p. 106 ó [ASS] (IV 2.3) p. 112).

Recordemos queν = DHomA(−,A) y ν ′ = HomA(DA,−) son los funtores considerados
en la sección 1.

Lema 2.4. (a) Si P1
f
→ P0→ M→ 0 es una presentación proyectiva minimal, se tiene una

sucesíon exacta
0→ τM→ νP1

ν f
→ νP0→ νM→ 0.

(b) Si0→N→ I0 g
→ I1 es una copresentación inyectiva minimal, se tiene una

sucesíon exacta
0→ ν ′N→ ν ′P1

νg
→ ν ′P0→ τ−1N→ 0.

Demostracíon. Basta probar (a), ya que (b) es dual. La sucesión requeridaresulta de aplicar
la dualidadD a la sucesión exacta

0→ HomA(M,A)→ HomA(P0,A)

HomA( f ,A)

−→ HomA(P1,A)→ TrM→ 0.

2

En lo que sigue, dpM designará la dimensión proyectiva delA-módulo M, diM su di-
mensión inyectiva, y dim.gl.A la dimensión global del álgebraA.

Corolario 2.5. Sea M un A−módulo.
(a) dpM ≤ 1 si y śolo siHomA(DA,τM) = 0.
(b) diM ≤ 1 si y śolo siHomA(τ−1M,A) = 0.
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Demostracíon. Basta probar (a), porque (b) es dual. En virtud de (2.4) y (1.1), se tiene un
diagrama conmutativo con filas exactas

0 // ν ′τM // ν ′νP1
// ν ′νP0

P1 // P0 // M // 0

porqueν ′ = HomA(DA,−) es exacto a izquierda. Luego dpM ≤ 1 si y sólo siν ′τM = 0, que
es lo que querı́amos. 2

El siguiente teorema es esencial en la demostración de la existencia de sucesiones que casi
se parten:

Teorema 2.6. (Las f́ormulas de Auslander-Reiten). Sean M y N dos A−módulos. Existen
isomorfismos

Ext1A(M,N)
∼
= DHomA(τ−1N,M)

∼
= DHomA(N,τM),

funtoriales en ambas variables.

Demostracíon. Indicamos las etapas principales de la prueba, dejando el detalle de los
cálculos al lector. Necesitamos unas palabras de preparación. Dados dosA−módulosX, Y,
consideremos el morfismo funtorial

ϕX,Y : Y⊗A HomA(X,A)−→ HomA(X,Y)

definido por:y⊗ f 7−→ (x 7−→ y f(x)) (parax∈X, y∈Y y f : X→ A). Es claro que siX oY
es proyectivo, entoncesϕX,Y es un isomorfismo. Por otra parte, CokerϕX,Y

∼
= HomA(X,Y) :

En efecto, una cubierta proyectivaP→Y induce un diagrama conmutativo con filas exactas

P⊗A HomA(X,A)
//

∼
=

ϕX,P

��

Y⊗A HomA(X,A)
//

ϕX,Y

��

0

HomA(X,P)
// HomA(X,Y)

// HomA(X,Y)
// 0

que implica nuestra afirmación.

Sean ahoraM,N dos A−módulos. Evidentemente basta probar el primer isomorfismo
del enunciado del teorema, y para ello podemos suponer queN no tiene sumandos directos
inyectivos. Una presentación proyectiva minimal

P1
f1
→ P0

f0
→ τ−1N→ 0

induce, en virtud de (2.4), una sucesión exacta

0→N→ νP1
ν f1
→ νP0

ν f0
→ ν(τ−1N)→ 0.

De aquı́ se obtiene el complejo
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0→ HomA(M,N)→HomA(M,νP1)→ HomA(M,νP0)→ HomA(M,ν(τ−1N)).

Por otro lado, la presentación proyectiva minimal dada induce una sucesión exacta

DHomA(P1,M)→ DHomA(P0,M)→ DHomA(τ−1N,M)→ 0.

Ahora, si componemos, para unA-módulo X, el dual deϕM,X con el isomorfismo de
adjunción, obtenemos un morfismo

ψM,X : DHomA(M,X)

DϕM,X
−→ D(X⊗A HomA(M,A))

∼
=

−→HomA(X,νM) ,

que es un isomorfismo cuandoX es proyectivo. De esta manera tenemos un diagrama con-
mutativo donde la fila superior es exacta y la fila inferior es un complejo:

DHomA(P1,M)
//

ψM,P1 ∼
=

��

DHomA(P0,M)
//

ψM,P0 ∼
=

��

DHomA(τ−1N,M)
//

ψM,τ−1N

��

0

0 // HomA(M,N)
// HomA(M,νP1) // HomA(M,νP0) // HomA(M,ν(τ−1N)).

ComoνP1 y νP0 son inyectivos, deducimos que:

Ext1A(M,N) = Ker HomA(M,ν f0) / Im HomA(M,ν f1)
∼
= Ker ψM,τ−1N
∼
= Ker DϕM,τ−1N
∼
= D CokerϕM,τ−1N
∼
= DHomA(τ−1N,M)

en virtud del enunciado probado más arriba. 2

Corolario 2.7. (a) dpM ≤ 1 implicaExt1A(M,N)
∼
= D HomA(N,τM).

(b) diM ≤ 1 implicaExt1A(M,N)
∼
= DHomA(τ−1N,M).

Demostracíon. Basta probar (a), ya que (b) es dual. Si dpM ≤ 1, entonces, por (2.5),
HomA(DA,τM) = 0. Por consiguiente, ningún morfismo (no nulo) deN a τM se factoriza
por inyectivos. Luego HomA(N,τM) = HomA(N,τM). 2

SeaM un módulo indescomponible y no proyectivo. Empleando las fórmulas de Auslander-
Reiten se puede probar que el bimódulo Ext1

A(M,τM) tiene zócalo simple como EndM-
módulo y como(EndτM)

op-módulo. Además estos dos zócalos coinciden y cada elemento
no nulo del zócalo es una sucesión que casi se parte. Para lademostración de estos resulta-
dos, que implican el siguiente teorema de existencia, remitimos al lector a [AuRS] (V.2.1) p.
147, ó [ASS] (IV. 3.1) p 120.

Notas de Algebra y Análisis, Vol 21, 2008



i i

i i

10

Teorema 2.8.(a)Para todo A−módulo indescomponible no proyectivo M, existe una sucesión
que casi se parte

0→ τM→ E→M→ 0.

(b)Para todo A−módulo indescomponible no inyectivo N, existe una sucesión
que casi se parte

0→N→ F → τ−1N→ 0.

�

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que, para todo módulo indescom-
ponibleM, existe un morfismo minimal que casi se parte a derechaf : L→ M. En efecto,
si M es proyectivo, tomamos la inclusión radM →֒M, y si no lo es, existe una sucesión que
casi se parte

0→ τM→ L
f
→M→ 0.

En particular,L = 0 si y sólo siM es simple proyectivo. Dualmente, para todo módulo
indescomponibleM, existe un morfismo minimal que casi se parte a izquierdag : M→ N, y
N = 0 si y sólo siM es simple inyectivo.

Corolario 2.9. (a)Sea M un A−módulo indescomponible no proyectivo. Existe un morfismo
irreducible f : X→M si y śolo si existe un morfismo irreducible f′ : τM→ X.

(b) Sea N un A−módulo indescomponible no inyectivo. Existe un morfismo
irreducible g: N→Y si y śolo si existe un morfismo irreducible g′ : Y→ τ−1N.

Demostracíon. Basta probar (a), porque (b) es dual. Seaf : X→M un morfismo irreducible.
Por (2.2), existeg : X′ → M tal que

[
f g

]
: X⊕X′ → M es minimal que casi se parte a

derecha. ComoM no es proyectivo, por (2.3) hay una sucesión que casi se parte

0→ τM

[
f ′

g′

]

−→ X⊕X′
[ f g]

−→M→ 0 ,

de la cual resulta el enunciado, usando nuevamente (2.2). 2

Corolario 2.10. (a) Sea S un A−módulo simple proyectivo y no inyectivo. Si f: S→M es
irreducible, entonces M es proyectivo.

(b) Sea S un A−módulo simple inyectivo y no proyectivo. Si g: N→ S es
irreducible, entonces N es inyectivo.

Demostracíon. Basta probar (a), porque (b) es dual. Podemos suponer queM es indescom-
ponible. SiM no es proyectivo, existe, en virtud de (2.9), un morfismo irreducibleτM→ S.
Pero esto contradice la hipótesis de queSes simple proyectivo. 2

Corolario 2.11. Sea M un A−módulo indescomponible no proyectivo tal queEndMA es un
anillo de divisíon. Entonces cualquier elemento no nulo deExt1A(M,τM) es una sucesión
que casi se parte.
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Demostracíon. Por la fórmula de Auslander -Reiten sabemos que

Ext1A(M,τM)
∼
= DHomA(M,M)

∼
= DEndMA,

de donde Ext1A(M,τM) es un espacio vectorial de dimensión 1 sobre EndMA, de lo que
resulta lo enunciado. 2

Ejemplo 2.12. Seak un cuerpo algebraicamente cerrado yA el álgebra dada por el carcajQ

1 ◦
α //
◦ 2

β
oo

ligado por la relaciónαβ = 0 (es decir, como hemos visto,A es el cociente del álgebra de
caminos deQ por el ideal generado porαβ ). Procediendo como en (1.6), vemos que los
proyectivos e inyectivos indescomponibles son:

P1 =
1
2 P2 =

2
1
2

I1 =
2
1 I2 = P2 .

Construiremos la sucesión que casi se parte que termina en 1. Para ello, comencemos por
calcularτ1 : Una resolución proyectiva minimal

2
1
2
−→ 1

2 −→ 1−→ 0

induce, por aplicación deν, una sucesión exacta

0−→ 2−→
2
1
2
−→ 2

1

donde 2= τ1 (esto se deduce de que dimk HomA(

2
1
2
, 2

1) = 1). Como 1 es simple, End(1A) es

un anillo de división y (2.11) implica entonces que todo elemento no nulo de Ext1
A(1,2) =

Ext1A(1,τ1) es una sucesión que casi se parte. Un tal elemento es la sucesión

0−→ 2−→ 1
2 −→ 1−→ 0.

De igual manera, para calcular la sucesión que casi se parteque termina en 2, consideramos
la resolución proyectiva minimal

1
2 −→

2
1
2
−→ 2−→ 0.

De aquı́ deducimos, por aplicación deν, una sucesión exacta

0−→ 1−→ 2
1 −→

2
1
2
,

porque ahora dimk HomA(
2
1,

2
1
2
) = 1. Por lo tantoτ2 = 1. Nuevamente, basta calcular una

extensión que no se parte, como la siguiente:

0−→ 1−→ 2
1 −→ 2−→ 0.
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Es necesario alertar al lector: El cálculo de una sucesiónque casi se parte (y en particular
de su término medio) es en general muy difı́cil.

3. EL CARCAJ DE AUSLANDER-REITEN.

El carcaj de Auslander-Reiten permite presentar importante información contenida en las
sucesiones que casi se parten bajo forma de diagrama. Para definir este carcaj, necesitamos
introducir la noción deradical de una categorı́a de módulos.

SeaA un álgebra de artin yM,N dosA−módulos. Se define radA(M,N) como el conjunto
de los f ∈ HomA(M,N) tales que, para todoX ∈ indA y para todo par de morfismosg : X→
M, h : N→ X, la composiciónh f g no es un isomorfismo.

Si M y N son indescomponibles, esta definición se simplifica.

Lema 3.1. Sean M,N dos A−módulos indescomponibles. EntoncesradA(M,N) = { f ∈
HomA(M,N) | f no es un isomorfismo}.

Demostracíon. Si f ∈ HomA(M,N) es un isomorfismo, entoncesM
id
→ M

f
→ N

f−1

→ M
también lo es. Por consiguiente el miembro izquierdo estácontenido en el miembro derecho.
Recı́procamente, supongamos queg : X→M, h : N→ X son morfismos tales queh f g= u
es un isomorfismo. En particular,h es un epimorfismo yg un monomorfismo. Por otra parte,
el morfismo compuesto

M
f
→ N

h
։ X

u−1

−−→
∼
=

X
g
→֒M

es un endomorfismo deM. Entonces

(gu−1h f)(gu−1h f) = (gu−1
)(h f g)(u−1h f) = (gu−1

)u(u−1h f) = gu−1h f

es un idempotente. ComoM es indescomponible, esto implica quegu−1h f = 0 ó gu−1h f =

idM. Perogu−1h f = 0 implicah f = 0, lo que es imposible, porqueh f g es un isomorfismo.
Por lo tantogu−1h f = idM. Análogamente se prueba que el endomorfismof gu−1h deN es
un idempotente no nulo, de dondef gu−1h = idN. Por lo tantof es inversible a izquierda y a
derecha, o sea, es un isomorfismo. 2

Es fácil probar que para cada par de módulosM,N, el conjunto radA(M,N) es un subgrupo
de HomA(M,N) y, más aún, que estos subgrupos definen un ideal radA de modA (ver [AuRS]
(V.7.1) p. 178).

Entonces podemos definir las potencias de este ideal de la manera usual. En particular,
para dosA−módulosM,N, se define rad2A(M,N) = { f ∈ HomA(M,N) | existenX ∈modA
y morfismosg∈ radA(M,X),h∈ radA(X,N) tales quef = hg}.

Ahora se puede probar que un morfismof : M→ N entre módulos indescomponibles es
irreducible si y sólo sif ∈ radA(M,N)\ rad2

A(M,N) (ver [AuRS] (V.7.3) p. 179 ó [ASS]
(IV.1.6) p. 100). Esta observación lleva a considerar el cociente

Irr(M,N) = radA(M,N)/rad2
A(M,N).
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Es claro que Irr(M,N) está munido de una estructura de EndM− (EndN)
op−bimódulo.

Pero nosotros queremos más. Supongamos queM,N son indescomponibles y pongamos:

KM = EndM/rad EndM, KN = EndN/rad EndN.

Como EndM y EndN son anillos locales,KM y KN son anillos de división. Por otro lado, el
radical del anillo EndM coincide con radA(M,M), de donde

rad EndN. radA(M,N)⊆ rad2
A(M,N), radA(M,N). rad EndM ⊆ rad2

A(M,N).

Luego Irr(M,N) está dotado de una estructura deKM −Kop
N −bimódulo, y lo llamamos

bimódulo de los morfismos irreducibles.

Ahora podemos definir el carcaj de Auslander-Reiten deA.

Definición. SeaA un álgebra de artin. Elcarcaj de Auslander-ReitenΓ(modA) de A se
define como sigue:

(a) Los puntos deΓ(modA) son los objetos de indA.
(b) Hay una (y sólo una) flechaM → N si y sólo si existe un morfismo irreducible de

M a N. Esta flecha está munida de un par de enteros(a,b), llamado suvaluacíon, donde
a = dimKM Irr(M,N) y b = dimKN Irr(M,N).

Observaciones 3.2.(a) Supongamos queN en indA no es proyectivo, y que(a,b) es la
valuación de la flechaM → N. Por (2.9), existe una flechaτN→ M. Se prueba que esta
flecha tiene valuación(b,a) (ver [AuRS] (VII.1.5) p. 231).

(b) Como no existen morfismos irreducibles de un indescomponible en sı́ mismo,
el carcaj de Auslander-Reiten no tiene lazos.

(c) Resulta de la definición queΓ(modA) es un carcaj finito si y sólo si indA
tiene sólo un número finito de objetos, es decir, si y sólo si el álgebraA es de representación
finita.

(d) Describimos ahora la estructura local del carcaj de Auslander-Reiten. Sea
M un A−módulo indescomponible no proyectivo. Entonces existe una sucesión que casi se
parte

0→ τM→
n
⊕
i=1

Emi
i →M→ 0,

donde losEi son indescomponibles, yEi ≇ E j si i 6= j. Tenemos una “malla”

τM

E1

En

M

(b1,a1)
77ooooooooo

(bn,an) ''OOOOOOOOO

(a1,b1)

''OOOOOOOOOO

(an,bn)

77oooooooooo

y el carcaj de Auslander-Reiten es la unión de estas mallas.Esto implica que cada com-
ponente conexa del carcaj de Auslander-Reiten es finita o numerable. Generalmente, un
carcaj de Auslander-Reiten admite infinitas componentes conexas. Por otra parte, si una
componente conexaΓ deΓ(modA) es finita, entoncesΓ = Γ(modA) y en particularA es de
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representación finita. Este enunciado es conocido bajo el nombre de teorema de Auslander
(ver [AuRS] (VII.2.1) p. 233 ó [ASS] (IV.5.4) p. 141).

Ahora analizamos la definición precedente en el siguiente caso particular de gran impor-
tancia. SeaA un álgebra de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente cerradok.
Entonces, para todoA−módulo indescomponibleM, tenemos que

KM = EndM/rad(EndM)
∼
= k.

Ası́, para toda flechaM→ N deΓ(modA) de valuación(a,b), los enterosa y b representan
ambos la dimensión delk−espacio vectorial Irr(M,N). Por lo tanto, la información dada
sobre Irr(M,N) por medio de un sola flecha munida de una valuación(a,a), puede darse
también por medio dea flechas, todas deM aN y tenemos, en este caso particular, la siguien-
te definición.

Definición. SeaA un álgebra de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
k. El carcaj de Auslander-ReitenΓ(modA) deA se define como sigue:

(a) Los puntos deΓ(modA) son los objetos de indA.
(b) Las flechasM→N están en correspondencia biyectiva con los vectores de unak−base

de Irr(M,N).

Sigue de (3.2) (a) más arriba que siN no es proyectivo y hayn flechas deM aN, entonces
también hayn flechas deτN a M.

Como en la mayorı́a de los ejemplos que veremos las álgebrasson de representación finita,
el siguiente resultado nos será útil. La prueba que damos aquı́ se debe a Bongartz.

Proposición 3.3. Sea A unálgebra de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k. Si A es de representación finita, entoncesΓ(modA) no tiene flechas ḿultiples.

Demostracíon. Supongamos que existenM,N ∈ indA tales que dimkIrr(M,N) ≥ 2. Como
todo morfismo irreducible es un monomorfismo o un epimorfismo,podemos suponer que
dimk M > dimk N. En particularN no es proyectivo y existe una sucesión que casi se parte
de la forma

0→ τN→M2⊕E→ N→ 0.

Luego dimk τN = 2dimkM + dimkE− dimk N > dimk M > dimk N. Por otro lado, en vir-
tud de la observación de más arriba, dimkIrr(τN,M) = dimkIrr(M,N) ≥ 2. Entonces, por
recurrencia, dimk N < dimk τN < dimk τ2N < ... y la componente conexa deΓ(modA) que
contiene aN es infinita, lo que contradice la hipótesis. 2

De manera equivalente, (3.3) dice que siA verifica la hipótesis del enunciado, entonces
cada flecha deΓ(modA) tiene valuación(1,1).

La razón por la cual el carcaj de Auslander-Reiten es tan útil es que puede ser considera-
do como una primera aproximación de la categorı́a de módulos. En efecto, definimos por
recurrencia el ideal

radn
A = radn−1

A . radA
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de modA, para cadan > 1. Entonces, paraA - módulosM y N,

radn
A(M,N) =

{

∑
i

gi fi : gi ∈ radn−1
A (Xi,N) , fi ∈ radA(M,Xi) ,Xi ∈ indA

}
.

Definimos elradical infinito rad∞
A de modA como el ideal

rad∞
A =

⋂

n≥1

radn
A .

Tenemos el teorema siguiente (ver [AuRS] (V.7) p.178 ó [ASS] (IV.5.6) p. 143).

Teorema 3.4.Sea f: M −→ N un morfismo. Sirad∞
A (M,N) = 0, entonces f es suma de

composiciones de morfismos irreducibles.�

En particular, se puede probar que un álgebraA es de representación finita si y sólo si
rad∞

A = 0. En este caso, cada morfismo es suma de composiciones de morfismos irreducibles
(entonces, se puede describir a partir del carcaj de Auslander-Reiten).

En general, el carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra arbitraria A contiene esencial-
mente la información de la categorı́a cociente modA/rad∞

A.

El lema siguiente será empleado en el capı́tulo III.

Lema 3.5.Sean A uńalgebra de artin y M, N dos A - ḿodulos indescomponibles tales que
rad∞

A (M,N) 6= 0. Entonces, para cada i≥ 0, existen
(a) un camino

M = M0
f1
−→M1−→ ...

fi
−→Mi

de morfismos irreducibles entre módulos indescomponibles y un morfismo g∈ rad∞
A (Mi,N)

tales que g fi ..... f1 6= 0, y
(b) un camino

Ni
gi
−→ ...−→N1

g1
−→N0 = N

de morfismos irreducibles entre módulos indescomponibles y un morfismo f∈ rad∞
A (M,Ni)

tales que g1.....gi f 6= 0.

Demostracíon.
Basta probar (a), porque (b) es dual. Consideremos el morfismo minimal que casi se parte

a izquierda

h =




h1
...
ht


 : M −→

t
⊕
i=1

Ei

donde los módulosEi son indescomponibles. ComoA es un álgebra de artin, su centro
Z(A) es un anillo artiniano, por lo que elZ(A)-módulo finitamente generado HomA(Ei ,N) es
artiniano. Por lo tanto existemi tal que rad∞A (Ei,N) = radmi

A (Ei ,N) (ver [AuRS] (V.7.2)). Sea
m el máximo de losmi y seaf ∈ rad∞

A (M,N) un morfismo no nulo. Entonces, en particular,
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f ∈ radm+1
A (M,N), de dondef = ∑

i
gi fi : fi ∈ radA(M,Xi) , gi ∈ radm

A (Xi ,N), con losgi fi 6= 0

y Xi en indA (ver [AuRS] (V.7.4)).
Como f1 no es un isomorfismo, existe

k =

[
k1 · · · kt

]
:

t
⊕
i=1

Ei −→ X1

tal que f1 = kh=

t
∑

i=1
kihi . Comog1 f1 6= 0, existei tal queg1kihi 6= 0, cong1ki : Ei → N en

radm
(Ei ,N) = rad∞

(Ei,N), y hi irreducible. El enunciado sigue por recurrencia. 2

Ahora pasamos a la construcción del carcaj de Auslander-Reiten. Esto es, en general, muy
difı́cil, pues requiere información sobre todas las sucesiones que casi se parten de modA.
Existe sin embargo una técnica de construcción llamada “del tejido” que consiste en utilizar
de manera sistemática ciertos hechos ya probados, a saber:

(1) Las fuentes deΓ(modA), esto es, los puntos que no son fin de ninguna flecha, son los
módulos simples proyectivos.

(2) Toda flecha que sale de un simple proyectivo llega a un proyectivo.
(3) Toda flecha que llega a un proyectivo, sale de un sumando directo de su radical.
(4) Si un módulo indescomponibleL no es inyectivo, y si conocemos el morfismo minimal

que casi se parte a izquierdaf : L→M, entoncesτ−1L ∼= Coker f , y para cada indescom-
ponibleX, existe una flechaX→ τ−1L si y sólo si existe una flechaL→ X.

También tenemos a nuestra disposición los enunciados duales.

Ilustramos la técnica con ejemplos. La misma funciona a la perfección con los carcajes de
Auslander-Reiten finitos y acı́clicos.

Ejemplos 3.6. (a) SeaA el álgebra de caminos del carcaj

◦
3

◦
4

◦1

◦2

oo

ggOOOOOOO

wwooooooo .

Los módulos indescomponibles proyectivos son

P1 = 1, P2 = 2, P3 =
3

1 2 y P4 =

4
3

2 1
.

Aquı́ A es hereditaria, por ser un álgebra de caminos (ver [AuRS] (III.1.4) p. 54 ó [ASS]
(VII.1.7) p. 248). Por lo tanto el radical de cada módulo indescomponible proyectivo es
también proyectivo. En efecto, radP3 = P1⊕P2 y radP4 = P3. Ahora se deduce de los pasos
(1) y (3) de arriba que hay un subcarcaj pleno deΓ(modA) de la forma
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3
1 2

4
3

1 2

1

2

//
''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

.

Como ya están presentes todos los proyectivos, veremos cómo utilizando la propiedad (2)
y aplicando sistemáticamente la propiedad (4) podemos llegar a los inyectivos, con lo que
completaremos el carcaj de Auslander-Reiten. Ası́ , en virtud de (2), el morfismo minimal
que casi se parte a izquierda que sale de 1 es la inclusión 1→ 3

1 2 . Por lo tanto,τ−11 es el
conúcleo en la sucesión que casi se parte

0→ 1→ 3
1 2→

3
2 → 0 .

Análogamente,τ−12 es el conúcleo en la sucesión que casi se parte

0→ 2→ 3
1 2→

3
1 → 0 .

Ası́ tenemos el subcarcaj deΓ(modA):

3
1 2

4
3

1 2

1 3
2

2 3
1 .

//
##GGGGGGGGGGG

;;wwwwwwwwwww

;;wwwwwwwwwww

##GG
GG

GG
GG

GG

Veamos que el morfismo3
1 2 →

3
2 ⊕

4
3

1 2
⊕ 3

1 es minimal que casi se parte a izquierda.

Es claro que cada uno de los tres morfismos3
12 →

3
2, 3

1 2 →
4
3

1 2
, 3

1 2→
3
1 es irreducible.

Supongamos queX es indescomponible y que31 2→ X es irreducible. SiX es proyectivo,

entonces3
12 es sumando directo de su radical (y por lo tantoX =

4
3

1 2
). Si X no es proyectivo,

entonces existe un morfismo irreducibleτX→ 3
12 (de dondeτX = 1 óτX = 2, y luegoX =

3
2

ó X =
3
1 respectivamente). Esto muestra lo que querı́amos. Por consiguiente,τ−1 3

1 2 es el
conúcleo en la sucesión exacta

0→ 3
1 2→

3
2⊕

4
3

1 2
⊕ 3

1→
4

3 3
1 2
→ 0.

Repitiendo varias veces el procedimiento anterior, obtenemos
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3
1 2

4
3

1 2

1 3
2

2 3
1

4
3 3
1 2

3

4
3
1

4
3
2

4
3 4//

##GGGGGGGGGGG

;;wwwwwwwwwww

;;wwwwwwwwwww

##GGG
GGG

GG
GGG

##GG
GG

GG
GG

GG
G

;;wwwwwwwwwww

//

;;wwwwwwwwwww

##GG
GG

GG
GG

GG
G

// // ##
GGGGGGGGGGG

;;wwwwwwwwwww

//

y aquı́ paramos, porque hemos llegado a los inyectivos indescomponibles.
Al graficar, una convención útil es ubicar los trasladadosde Auslander-Reiten en la misma

lı́nea horizontal. Hemos ilustrado esto con lı́neas punteadas (cuando el dibujo lo permite).

(b) SeaA dada por el carcaj

◦3

◦2

◦1

◦
4

◦
5

◦6

λ
ggOOOOOOOOOOO

β

wwooooooooooo

δ

ggOOOOOOOOOOO

µwwooooooooooo

α
ggOOOOOOOOOOO

γwwooooooooooo

ligado porαβ = γδ , αλ = 0 y γµ = 0.

LosA−módulos indescomponibles proyectivos son:

P1 = 1, P2 = 2, P3 = 3, P4 =
4

1 2, P5 =
5

2 3, P6 =

6
4 5
2

.

Un carcaj ligado acı́clico siempre admite al menos un módulo simple proyectivo (en
efecto, éstos corresponden a los pozos del carcaj, esto es,a los puntos que no son inicio
de ninguna flecha). En este ejemplo tenemos tres:P1, P2 y P3. Por (2), toda flecha que sale
de un simple proyectivo llega a un proyectivo y, en virtud de (3), este último admite al simple
proyectivo como sumando de su radical. Esto nos da los morfismos irreducibles

P1→ P4← P2→ P5← P3 .

Como ninguno de los módulos de arriba es inyectivo, aplicamos (4). Ası́τ−11 es el conúcleo
en la sucesión que casi se parte

0→ 1→ 4
1 2→

4
2 → 0

y análogamente obtenemosτ−12 y τ−13 :
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2

1

3

4
1 2

5
2 3

4
2

4 5
1 2 3

5
2

.

77oooooooooo

''OOOOOOOOOO 77oooooooo

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

''OOOOOOOO

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

Afirmamos que 4
1 2→

4
2 ⊕

4 5
1 2 3 es minimal que casi se parte a izquierda: supongamos en

efecto que 4
1 2→ X es irreducible conX indescomponible. SiX fuera proyectivo, entonces

4
1 2 serı́a un sumando directo de radX. Pero esto es imposible, por lo tantoX no es proyectivo
y existe un morfismo irreducibleτX→ 4

1 2 . Esto implica queτX = 1 ó τX = 2, y luego
X =

4
2 ó X =

4 5
1 2 3. Por consiguienteτ−1

(
4

1 2) es el conúcleo en la sucesión exacta

0→ 4
1 2→

4
2 ⊕

4 5
1 2 3→

4 5
2 3→ 0 .

Continuamos de esta manera, construyendo paso a paso los conúcleos hasta llegar a un in-
yectivo o a un sumando directo del radical de un proyectivo (en nuestro caso, éste debe ser
4 5
2 =radP6, que es indescomponible).

2

1

3

4
1 2

5
2 3

4
2

4 5
1 2 3

5
2

4 5
2 3

4 5
1 2

5
3

4 5
2

4
1

5

4

.

77oooooooooo

''OOOOOOOOOO 77oooooooo

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

''OOOOOOOO

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

''OOOOOOOOO

77oooooooo

''OOOOOOOO

77ooooooooo

77ooooooooo

''OOOOOOOOO

77ooooooooo

''OOOOOOOOO

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

Aquı́, 5
3 y 4

1 son inyectivos, mientras que4 5
2 = radP6. Luego tenemos un morfismo irre-

ducible 4 5
2 →

6
4 5
2

. Por otro lado, el mismo razonamiento de más arriba muestraque el

morfismo 4 5
2 →

6
4 5
2
⊕ 5⊕4 es minimal que casi se parte a izquierda. Entonces podemos

calcular el conúcleo y continuar hasta terminar en los inyectivos:
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2

1

3

4
1 2

5
2 3

4
2

4 5
1 2 3

5
2

4 5
2 3

4 5
1 2

5
3

4 5
2

4
1

5

4

6
4 5
2

6
4 5

6
4

6
5

6

.

77oooooooo

''OOOOOOOO 77ooooooo

''OOOOOOOO

77oooooooo

''OOO
OOOO

''OOOOOOOO

77oooooooo

''OOOOOOO

77oooooo

''OOOOOO

77ooooooo

77ooooooo

''OOOOOOO

77ooooooo

''OOOOOOO

''OOOOOOOO

77oooooooo

''OOOOOOOO

77oooooooo

// ''OOOOOOOO

77oooooooo

//

77oooooooo

''OOOOOOOO
''OOOOOOOO

77oooooooo

Como vemos, en tanto no haya inyectivos ni proyectivos en el camino, la construcción
se hace simplemente calculando los conúcleos (o los núcleos, si uno empieza por los in-
yectivos). Sabemos que un proyectivo va a aparecer cuando aparezca un sumando directo
de su radical (dualmente, inmediatamente después de un inyectivo, aparecen los sumandos
directos del cociente del inyectivo en cuestión sobre su z´ocalo).

(c) SeaA dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦4

α
oo

β
oo

γ
��

ligado por la relaciónβα = 0. Aquı́ P1 = 1, P2 =
2
1, P3 =

3
2 y P4 =

4
2
1
.

Calculamos fácilmenteΓ(modA) :

1

2
1

2

4
2
1

3
2

4
2

3 4
2

4

3

.

''OOOOOOOOOO 77oooooooooo

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

''OOOOOOOOOO

77oooooooooo

77oooooooooo

''OOOOOOOOOO

(d) Sea, como en el Ejemplo 2.12,A el álgebra dada por el carcaj

1 ◦
α //
◦ 2

β
oo

ligado por la relaciónαβ = 0. Ya sabemos queΓ(modA) tiene ciclos orientados, por haber
calculado en (2.12) las siguientes sucesiones que casi se parten:

0−→ 2−→ 1
2 −→ 1−→ 0
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0−→ 1−→ 2
1 −→ 2−→ 0.

Por lo tanto el método del tejido no se aplica aquı́. Sin embargo 1
2 = P1 = radP2. Entonces

podemos ubicar los dos proyectivos:

765401232
...

...
1 765401232

...

...

1
2

2
1

2
1
2

$$JJJ
JJJ

JJ ::tttttttt $$JJ
JJ

JJ
JJ ::tttttttt

$$JJ
JJ

JJ
JJ

(donde identificamos las dos copias de 2). Ahora, se prueba como antes que el morfismo
1
2 −→ 1⊕

2
1
2

es minimal que casi se parte a izquierda. Por consiguiente,τ−1
(

1
2) es el conúcleo

en la sucesión exacta
0−→ 1

2 −→ 1⊕
2
1
2
−→ 2

1→ 0.

En otros términos, el carcaj de Auslander-Reiten está dado por:

765401232
...

...
1 765401232

...

...

1
2

2
1

2
1
2

$$JJJ
JJJ

JJ ::tttttttt $$JJ
JJ

JJ
JJ ::tttttttt

$$JJ
JJ

JJ
JJ ::tttttttt

(donde identificamos las dos copias de 2). Observemos que
2
1
2

= I2 es inyectivo y que21 = I2

/ socI2, lo cual confirma que el morfismo
2
1
2
→ 2

1 es irreducible.
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CAPITULO II
MODULOS INCLINANTES

1. ALGEBRAS DEENDOMORFISMOS

La teorı́a de inclinación consiste en comparar las categorı́as de módulos sobre un álgebra
de artin dadaA y sobre el álgebra de endomorfismosB de unA-módulo T, que se elige
“suficientemente próximo” del generadorAA.

SeanA un álgebra de artin yTA un A-módulo a derecha (por el momento, arbitrario).
EscribimosB= EndTA. La acción natural deB enT hace de este último unB−A-bimódulo,
dado que la linealidad de cada elementof ∈ B implica

f (ta) = f (t)a= ( f t)a

para todot ∈ T y a∈ A.
Por lo tanto, para todoA-módulo a derechaM, el grupo abeliano HomA(T,M) tiene una

estructura deB-módulo a derecha dada por

( f b)(t) = f (bt)

para f ∈ HomA(T,M), b∈ B y t ∈ T. De la misma manera, para todoB-módulo a derecha
X, el grupoX⊗B T tiene una estructura deA-módulo a derecha dada por

(x⊗ t)a= x⊗ (ta)

parax∈ X, t ∈ T y a∈ A. Tenemos ası́ dos funtores aditivos

HomA(T,−) : modA→ modB

y

−⊗B T : modB→ modA.

Es bien conocido que estos dos funtores son adjuntos y que la counidad y la unidad de esta
adjunción son respectivamente los morfismos

εM : HomA(T,M)⊗B T → M

f ⊗ t 7→ f (t)

(para f ∈ HomA(T,M) y t ∈ T) y

δX : X → HomA(T,X⊗B T)

x 7→ (t 7→ x⊗ t)

(parax∈ X y t ∈ T).

Lema 1.1. (a)Sea T0 ∈ addT. EntoncesεT0 es un isomorfismo.
(b) Sea P∈ addB. EntoncesδP es un isomorfismo.
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Demostracíon. Probaremos sólo (a), pues la demostración de (b) es similar. Resulta de
la aditividad de los funtores involucrados que es suficienteverificar el enunciado cuando
T0 = T. En este casoεT : HomA(T,T)⊗B T = B⊗B T → T define la estructura deB-módulo
deT y entonces es un isomorfismo deA-módulos. 2

El resultado principal de esta sección es que el funtor HomA(T,−) aplica los objetos de
addT sobre los de addB, es decir, sobre losB-módulos proyectivos. Por otro lado, la res-
tricción a addT de este funtor induce una equivalencia entre addT y addB de cuasi−inversa
−⊗B T. Por esta razón, la proposición siguiente es frecuentemente llamada “Lema de
proyectivización” (ver [AuRS] (II.2.1) p.33 ó [ASS] (VI.3.1) p. 202).

Proposición 1.2. (a) Sean T0 ∈ addT y M un A-ḿodulo. La aplicacíon f 7→ HomA(T, f )
induce un isomorfismo funtorial

HomA(T0,M)

∼
=

−→ HomB(HomA(T,T0),HomA(T,M)).

(b) Los funtoresHomA(T,−) y −⊗B T inducen equivalencias cuasi inversas entreaddT
y addB.

Demostracíon. (a) Nuevamente, basta verificar la validez del enunciado cuandoT0 = T. En
tal caso, los isomorfismos funtoriales

HomB(HomA(T,T),HomA(T,M))
∼
= HomB(B,HomA(T,M))

∼
= HomA(T,M)

aplican HomA(T, f ) sobre HomA(T, f )(idT) = f idT = f .
(b) SeaT0 ∈ addT. Entonces HomA(T,T0)∈ addHomA(T,T) = addB. Luego HomA(T,−)

aplica addT en addB. Asimismo,−⊗B T aplica addB en addT. Resulta de (1.1) que estos
funtores (restringidos a addT y addB, respectivamente) son cuasi–inversos. 2

Nota 1.3. (a) Una consecuencia inmediata de (1.2)(b) es queB = EndTA es básica si y so-
lamente si en la descomposiciónT =

⊕n
i=1Ti deT en sumandos directos indescomponibles,

se tieneTi 6∼= Tj parai 6= j.
(b) En analogı́a con (1.2)(a) tenemos que, paraP en addB y X ∈ modB, la aplicación

g 7→ g⊗T induce un isomorfismo HomB(X,P)

∼
=

−→ HomA(X⊗B T,P⊗B T).

Probamos, a modo de corolario, una versión del famoso Teorema de Gabriel-Mitchell (que
nos será útil en la sección (III.6)). Recordamos que unA-móduloM se dicegenerado por
T si existe un epimorfismoTm → M, para algún enterom> 0. Se designa por GenT a la
subcategorı́a plena de modA formada por losA-módulos generados porT.

Ejemplo 1.4. Para todoA-móduloM, se tiene que HomA(T,M)⊗B T ∈ GenT. En efecto,
siendo HomA(T,M) un B- módulo finitamente generado, resulta que existe un epimorfismo
Bm → HomA(T,M), con m > 0. De aquı́ obtenemos un epimorfismoTm ∼

= Bm⊗B T →
HomA(T,M)⊗T.

Corolario 1.5. SeanA una subcategorı́a abeliana plena demodA y T ∈ A un objeto
proyectivo tal queA = GenT. Sea B= EndTA. Entonces el funtorHomA(T,−) : A →
modB es una equivalencia de categorı́as.
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Demostracíon. Probaremos primero que el funtor HomA(T,−) es denso. SeaX un B-
módulo, y seanP0, P1 ∈ addB tales que hay una sucesión exacta

P1
g
−→ P0 → X → 0.

Sabemos por (1.2)(b) que existenT0, T1 ∈ addT y un morfismof : T1 → T0 tales queg =

HomA(T, f ). SeaM = Cokerf . Aplicando HomA(T,−) a la sucesión exacta

T1 → T0 → M → 0

obtenemos, dada la proyectividad deT enA , un diagrama conmutativo con filas exactas,

HomA(T,T1) HomA(T,T0) HomA(T,M) 0

P1 P0 X 0
u ∼= w u ∼= w u ww w w

del cual resulta lo enunciado.
Basta ahora demostrar que HomA(T,−) es fielmente pleno, esto es, que para todoM,

N ∈ A se tiene un isomorfismo

HomA(M,N) → HomB(HomA(T,M),HomA(T,N))

dado porf 7→ HomA(T, f ).
En virtud de (1.2)(a) sabemos que lo enunciado es válido siM ∈ addT. SeaM arbitrario.

ComoA = GenT, existe un epimorfismop : Tm → M, conm> 0. ComoA es abeliana,
L = Kerp pertenece aA , por lo que es a su vez generado porT. Se tiene ası́ una sucesión
exacta

T1 → T0 → M → 0

conT0,T1 ∈ addT. Se deduce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 // HomA(M,N)
//

��

HomA(T0,N)
//

∼
=

��

HomA(T1,N)

∼
=

��
0 // HomB(HomA(T,M),HomA(T,N))

// HomB(HomA(T,T0),HomA(T,N))
// HomB(HomA(T,T1),HomA(T,N))

lo que termina la demostración. 2

La hipótesis hecha en (1.5) es bastante restrictiva, y es claro que en general la subcategorı́a
GenT de modA no es equivalente a modB. Entonces es razonable preguntarse qué subcate-
gorı́as de modB son equivalentes a la subcategorı́a GenT de modA. Como uno desea que
los funtores HomA(T,−) y −⊗B T sean equivalencias cuasi inversas entre estas dos subcate-
gorı́as, un punto de partida posible serı́a tratar de determinar cuándo el morfismo funtorial
εM es un isomorfismo.

Para esto necesitamos una definición. SeaM un A-módulo. Elegimos un conjunto de
generadores{ f1, . . . , fd} del B-módulo finitamente generado HomA(T,M) y consideramos
el morfismo

f = [ f1, . . . , fd] : Td → M.
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Se dice quef es una addT -aproximacíon a derecha de M.

Lema 1.6. Sea M un A-ḿodulo y f : T0 → M unaaddT-aproximacíon a derecha de M (con
T0 ∈ addT). Entonces

(a) HomA(T, f ) : HomA(T,T0) → HomA(T,M)es un epimorfismo.
(b) f : T0 → M es un epimorfismo si y sólo si M est́a enGenT.

Demostracíon. (a) Resulta de la definición.
(b) Como la necesidad es evidente, probemos la suficiencia. SeaM ∈ GenT. Entonces

existe un epimorfismog : Tm → M, con m > 0. Por la definición def (ver (a)), existe
h : Tm → T0 tal queg = f h. Comog es sobreyectiva, también lo esf . 2

Es útil enunciar explı́citamente el dual. SeaM un A-módulo. Se elige un conjunto de
generadores{ f1, . . . , fd} del Bop-módulo finitamente generado HomA(M,T) y se considera
el morfismo

f =




f1
...
fd


 : M → Td.

Diremos quef es una addT-aproximacíon a izquierda de M.
Recordamos ahora que unA-móduloM se dicecogenerado por Tsi existe un monomor-

fismo M → Tm, con m > 0. Designamos por CogenT a la subcategorı́a plena de modA
formada por losA-módulos cogenerados porT. El lema siguiente es dual de 1.6.

Lema 1.7. Sean M un A-ḿodulo y f : M → T0 unaaddT–aproximacíon a izquierda de M
(con T0 ∈ addT). Entonces

(a) HomA( f ,T) : HomA(T0,T) → HomA(M,T) es un epimorfismo.
(b) f : M → T0 es un monomorfismo si y sólo si M est́a enCogenT. �

Proposición 1.8. Sea M un A-ḿodulo. EntoncesεM : HomA(T,M)⊗B T → M es un epimor-
fismo si y solamente si M∈ GenT.

Demostracíon. Supongamos queεM es un epimorfismo. Sabemos por (1.4) que
HomA(T,M)⊗BT ∈GenT. LuegoM ∈GenT. Recı́procamente, supongamos queM ∈GenT
y sea f : T0 → M, conT0 ∈ addT una addT -aproximación a derecha deM. En virtud de
(1.6)(b), f es sobreyectivo, por lo que hay una sucesión exacta corta

0→ L → T0
f
→ M → 0.

Aplicando el funtor HomA(T,−) y (1.6)(a), se obtiene otra sucesión exacta corta

0→ HomA(T,L) → HomA(T,T0)
HomA(T, f )
−−−−−−→ HomA(T,M) → 0.

Aplicando a continuación el funtor−⊗B T se obtiene un diagrama conmutativo con filas
exactas

HomA(T,L)⊗B T HomA(T,T0)⊗B T HomA(T,M)⊗B T 0

0 L T0 M 0.

wu εL

wu εT0

wu εMw w w w
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Resulta de (1.1) queεT0 es un isomorfismo, de dondeεM es un epimorfismo. 2

Nota 1.9. (a) Supongamos que en la demostración precedente tuviéramosL ∈ addT. En-
tonces, en el diagrama,εL es un isomorfismo y por lo tantoεM también lo es. Tenemos ası́
que es condición suficiente para queεM sea un isomorfismo para todoM ∈ GenT, que el
núcleoL de una addT-aproximación a derecha esté en addT.

(b) El enunciado dual de 1.8 dice que el morfismo funtorialMA → HomBop(HomA(M,T),T)

definido porx 7→ (g 7→ g(x)) es inyectivo si y sólo siM ∈ CogenT. Nosotros no lo nece-
sitaremos, por lo que no lo demostramos aquı́.

Ejemplo 1.10. En toda esta sección no hacemos ninguna hipótesis sobre elA-móduloT. En
estas condiciones es difı́cil esperar una buena relación entre las categorı́as modA y modB.
Ası́, seak un cuerpo algebraicamente cerrado, yA el álgebra dada por el carcaj

2

1 3 5

4

����u ���� [[[̂u[[[̂
con todas las relaciones de conmutatividad posibles. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten
Γ(modA) deA está dado por

5
2 3 4

1

2
1

3 4
1 2 5

3 4
5
2

1 3
1

234
11

24
1

2 3 4
1 3 5

2 3 4
5

2 4
55

234
5
3 5

4
1

2 3
1 4 5

2 3
5
4

.

4444446[[℄ [[℄ [[℄ [[℄ [[[℄���� w[[[℄ w ��� w[[℄ w hhhhhhj���w[[℄ w ���w[[℄ w ���w[[℄ w��� ��� ��� ��� ����
TomemosT1 =

234
11 y T2 =

234
1 . EntoncesT = T1⊕T2 tiene exactamente dos sumandos di-

rectos indescomponibles no isomorfos. Entonces, por (1.2)(b), el carcaj deB = EndTA tiene
exactamente dos puntos. Veamos que dimkHomA(T1,T2) = 2. ComoA es de representación
finita, todo no isomorfismo entre módulos indescomponibleses suma de composiciones de
morfismos irreducibles (ver (I.3.5) ó [AuRS] (2.7.8) p.183). Como en el carcaj hay tres
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caminos deT1 aT2, la dimensión de HomA(T1,T2) es menor o igual que 3. Ahora bien, como
existe una sucesión exacta (que casi se parte)

0→ T1 → 34
1 ⊕ 24

1 ⊕ 23
1 → T2 → 0

entonces la suma de los tres caminos es cero, y además dos cualesquiera de ellos son lineal-
mente independientes porque sus imágenes tienen distintos factores de composición.

Esto prueba lo deseado.
De la misma manera resulta radEndT1 = 0, radEndT2 = 0 y HomA(T2,T1) = 0. Entonces,

tanto EndT1 como EndT2 son anillos de división. Comok es algebraicamente cerrado, tene-
mos que EndT1 = k y EndT2 = k. Por consiguiente,B es el álgebra de caminos del carcaj

◦ ◦ .oo
oo

Ésta es el álgebra de Kronecker, que es hereditaria y de representación infinita (ver [AuRS]
(VIII.7) p. 302). El álgebra de Kronecker es lo que se denomina un álgebra mansa, es decir
que es posible parametrizar sus módulos indescomponiblesde una dimensión dada. Por el
contrario, siT ′

=
234
1 ⊕ 5

234, se ve fácilmente que el carcaj deB′
= EndT ′

A es

◦ ◦ .oo
oooo

Este álgebra es lo que se llama un álgebra salvaje: su categorı́a de módulos contiene la cate-
gorı́a de módulos sobre cualquier álgebra arbitraria. Nopodemos entonces esperar obtener
una descripción completa de modB′. ComoA es de representación finita, las categorı́as de
módulos sobreA, B y B′ son muy diferentes.

2. PARES DE TORSÍON Y MÓDULOS INCLINANTES PARCIALES

En la sección precedente estudiamos la subcategorı́a GenT de modA. Resulta directa-
mente de la definición de esta subcategorı́a, que la misma escerrada por cocientes (imágenes
epimórficas). Es útil ver cuándo GenT es también cerrada por extensiones. En efecto, en este
caso, determina un par de torsión.

Definición (Dickson) Un par(T ,F ) de subcategorı́as aditivas plenas de modA es unpar
de torsíonsi:

(a) HomA(M,N) = 0 para todoM ∈ T y N ∈ F
(b) Si HomA(M,F) = 0 para todoF ∈ F , entoncesM ∈ T
(c) Si HomA(T,N) = 0 para todoT ∈ T , entoncesN ∈ F .

En otras palabras, es un par de subcategorı́as aditivas tales que no hay ningún morfismo
no nulo de la primera en la segunda, y son maximales con esta propiedad. Calcular un par
de torsión en modA nos da información sobre la dirección de los morfismos en modA. Las
subcategorı́asT y F , llamadas respectivamenteclase de torsíony clase sin torsíon, tienen
caracterizaciones intrı́nsecas.

Proposición 2.1. (a) SeaT una subcategorı́a aditiva plena demodA. Existe una subcate-
goŕıa F tal que(T ,F ) es un par de torsión si y solamente siT es cerrada por cocientes
y extensiones.
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(b) SeaF una subcategorı́a aditiva plena demodA. Existe una subcategorı́a T tal que
(T ,F ) es un par de torsión si y solamente siF es cerrada por subḿodulos y extensiones.
(c) Si (T ,F ) es un par de torsión demodA, entonces para todo ḿodulo M existe una
sucesíon exacta corta

0→ tM → M → M/tM → 0

con tM∈ T y M/tM ∈ F , única en el sentido que toda sucesión exacta corta

0→ L → M → N → 0

con L∈ T y N∈ F es isomorfa a la precedente.

Demostracíon. (a) Supongamos queT es la clase de torsión de un par de torsión(T ,F ) y
conside-remos una sucesión exacta corta

0→ M′ → M → M′′ → 0

de modA. Aplicando el funtor HomA(−,F), con F ∈ F , se tiene una sucesión exacta a
izquierda

0→ HomA(M′′,F) → HomA(M,F) → HomA(M′,F).

Ahora, M ∈ T implica HomA(M,F) = 0 para todoF ∈ F , de donde HomA(M′′,F) = 0
para todoF ∈ F y por lo tantoM′′ ∈ T . LuegoT es cerrada por cocientes. De la misma
manera,M′,M′′ ∈ T implicaM ∈ T .

Recı́procamente, seaT una subcategorı́a cerrada por cocientes y extensiones. Para todo
módulo M, seatM la traza de T en M, esto es, la suma de las imágenes de todos los
morfismos de objetos deT enM:

tM = ∑{Imφ | φ : T → M, T ∈ T }.

Resulta de la hipótesis quetM ∈ T y, más aún, quetM es el mayor submódulo deM que
está enT . En particular, se tiene queM ∈ T si y solamente siM = tM. Se tiene ası́ una
sucesión exacta corta

0→ tM → M → M/tM → 0. (∗)

Afirmamos quet(M/tM) = 0. En efecto, pongamost(M/tM) = M′/tM, dondeM′ es un
submódulo deM que contiene atM. La hipótesis queT es cerrada por extensiones y la
sucesión exacta corta

0→ tM → M′ → M′/tM → 0

implican queM′ ∈ T . Pero entoncesM′ ⊆ tM y t(M/tM) = M′/tM = 0, lo que prueba lo
afirmado.

Escribamos ahoraF = {M ∈ modA| tM = 0}. En particular, para todoA-móduloM se
tieneM/tM ∈ F . Veamos que(T ,F ) es un par de torsión. SeanM ∈ T , N ∈ F . Si un
morfismo f : M → N es no nulo, también lo es la aplicación inducidaM = tM → Im f , de
dondetN 6= 0, lo que es una contradicción. Entonces HomA(M,N) = 0. Supongamos ahora
que Hom(M,F) = 0 para todoF ∈ F . Entonces de la sucesión (∗) arriba obtenida resulta
queM/tM = 0 y por lo tantoM = tM ∈ T . De manera análoga se demuestra la última
condición.

(b) Resulta de (a) por dualidad.
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(c) Hemos probado la existencia de la sucesión (∗). Falta probar la unicidad. Sea

0→ L → M → N → 0

una sucesión exacta conL∈T y N∈F . ComotM es el mayor submódulo deM pertenecien-
te aT , se tiene una inyecciónj : L → tM y por lo tanto un diagrama conmutativo con filas
exactas

0 L M N 0

0 tM M M/tM 0 .

w wu j wu id wu gw w w w
Del lema de la serpiente se tiene que Kerg∼

= tM/L ∈ T . ComoN ∈ F y (T ,F ) es un par
de torsión, se tiene que Kerg = 0. LuegotM ∼

= L y por consiguienteN ∼
= M/tM.

2

La sucesión exacta de (c) se dicecańonica. Una consecuencia inmediata de la existencia
de sucesiones canónicas es que unA-módulo simple está o bien enT , o bien enF .

Es claro que, siT es arbitrario, no hay razón para que GenT sea una clase de torsión, es
decir, sea cerrada por extensiones (por ejemplo, siA está dada por un carcaj que contiene una
flechax→ y , entonces Gen(Sx⊕Sy) no es cerrado por extensiones). Daremos una condición
suficiente para que éste sea el caso.

Lema 2.2. Sea T un A-ḿodulo tal queExt1A(T,M) = 0 para todo M∈ GenT . Entonces
GenT es una clase de torsión. Adeḿas, la clase sin torsión correspondiente es{M ∈
modA| HomA(T,M) = 0}.

Demostracíon. Para demostrar la primera afirmación basta probar que GenT es cerrado por
extensiones. Sea 0→ L → M → N → 0 una sucesión exacta corta conL,N ∈ GenT. Como
Ext1A(T,L) = 0, el funtor HomA(T,−) induce una sucesión exacta

0→ HomA(T,L) → HomA(T,M) → HomA(T,N) → 0

y obtenemos un diagrama conmutativo con filas exactas

HomA(T,L)⊗B T HomA(T,M)⊗B T HomA(T,N)⊗B T 0

0 L M N 0.

wu εL

wu εM u εN

ww w w w
Sabemos por (II, 1.8 ) queεL y εN son epimorfismos. EntoncesεM también lo es, o sea

M ∈ GenT.
SeaM sin torsión. ComoT ∈ GenT, se tiene que HomA(T,M) = 0. Recı́procamente, sea

M tal que HomA(T,M) = 0, y seaL ∈ GenT. Entonces existe un epimorfismoTm → L, con
m> 0. Por lo tanto HomA(L,M) = 0, de dondeM es sin torsión. 2

Como mencionamos anteriormente, buscamos módulos “próximos” a los generadores.
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Definición. Un móduloT se diceinclinante parcialsi satisface las dos condiciones si-
guientes:

(T1) dpT ≤ 1
(T2) Ext1A(T,T) = 0.

Por ejemplo, todo módulo proyectivo es inclinante parcial.
La noción dual es la demódulo coinclinante parcial. Ası́, unA-móduloT se dice coin-

clinante parcial si diT ≤ 1 y Ext1A(T,T) = 0. Es evidente queT es unA-módulo inclinante
parcial si y sólo siDT es unAop-módulo coinclinante parcial. Estas dos nociones (inclinante
y coinclinante parcial) coinciden evidentemente siA es un álgebra hereditaria.

Lema 2.3. Sea T un A-ḿodulo tal quedpT ≤ 1. Entonces T es inclinante parcial si y sólo
si Ext1A(T,M) = 0 para todo M∈ GenT.

Demostracíon. Supongamos queT es inclinante parcial y seaM ∈ GenT. Entonces existe
una sucesión exacta corta

0→ L → Tm → M → 0,

conm> 0. Como dpT ≤ 1 se obtiene un epimorfismo

Ext1A(T,Tm
) → Ext1A(T,M) → 0.

Luego Ext1A(T,T) = 0 implica Ext1A(T,M) = 0 paraM ∈ GenT. La recı́proca es inmediata.
2

Una consecuencia directa del lema es que todo módulo inclinante parcial induce un par de
torsión(T0(T),F0(T)), conT0(T) = GenT y F0(T) = {M ∈ modA| HomA(T,M) = 0}.

Existe una terminologı́a para esto, debida a Auslander y Smalφ .

Definición. SeaC una subcategorı́a aditiva plena de modA, cerrada por extensiones. En-
tonces un objetoM deC se dice

(a) Ext-proyectivo enC si Ext1A(M,C) = 0 para todoC∈ C .
(b) Ext-inyectivo enC si Ext1A(C,M) = 0 para todoC∈ C .

El Lema 2.3 se reformula diciendo que siT es un módulo inclinante parcial, entonces es
Ext-proyectivo en GenT (que es cerrado por extensiones, por (2.2)). En consecuencia, todo
objeto no nuloT0 ∈ addT es también Ext-proyectivo en GenT.

El lema siguiente, debido también a Auslander y Smalφ , facilita el cálculo de los Ext-
proyectivos y de los Ext-inyectivos.

Lema 2.4. Sea(T ,F ) un par de torsíon.
(a)Si L∈ T es indescomponible, entonces L esExt-proyectivo enT si y śolo siτL ∈ F .
(b) Si N∈ F es indescomponible, entonces N esExt-inyectivo enF si y śolo si τ−1N ∈

T .

Demostracíon. Probaremos sólo (a), pues (b) es dual.
SupongamosτL ∈ F y M ∈ T . La fórmula de Auslander-Reiten da:

Ext1A(L,M)
∼
= DHomA(M,τL) ⊆ DHomA(M,τL) = 0.
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Recı́procamente, seaL ∈ T un indescomponible Ext-proyectivo enT y consideremos la
sucesión canónica paraτL en el par de torsión(T ,F )

0→ t(τL)

i
−→ τL

p
−→ τL/t(τL) → 0.

Si τL /∈ F entoncesp no es un isomorfismo y por lo tanto no es una sección. Pero entonces

la sucesión que casi se parte 0→ τL
f
−→ E

g
−→ L → 0 induce un diagrama conmutativo con

filas y columnas exactas

0 0

0 t(τL) F L 0

0 τL E L 0

τL/t(τL) τL/t(τL)

0 0 .

u uw wf ′u i wg′u h wu =w wfu p wgu ww=u u
Comot(τL)∈T y L es Ext-proyectivo enT , la sucesión de arriba se parte. Entonces existe
g′′ : L → F tal queg′g′′ = idL. Por lo tanto,g(hg′′) = (gh)g′′ = g′g′′ = idL y la sucesión que
casi se parte, se parte, lo que es absurdo. 2

En particular, siT es inclinante parcial, entoncesτT ∈ F0(T).
Volviendo al Lema 2.3, vemos que resulta de su demostraciónque, siT es un módulo in-

clinante parcial, entonces GenT ⊆ {M |Ext1A(T,M) = 0}. Probaremos ahora que este último
conjunto es también una clase de torsión que contiene aT0(T).

Lema 2.5. Sea T un ḿodulo inclinante parcial. Entonces la claseT1(T) = {M ∈ modA|
Ext1A(T,M) = 0} es una clase de torsión que contiene aT0(T).

Demostracíon. Basta demostrar queT1(T) es cerrada por cocientes y extensiones. Sea
entonces 0→ M′ → M → M′′ → 0 una sucesión exacta corta. Como dpT ≤ 1 se obtiene una
sucesión exacta

Ext1A(T,M′
) → Ext1A(T,M) → Ext1A(T,M′′

) → 0.

Por lo tanto,M ∈ T1(T) implicaM′′ ∈ T1(T). De la misma manera,M′,M′′ ∈ T1(T) impli-
canM ∈ T1(T). Por 2.3 tenemos queT0(T) ⊆ T1(T). 2
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ComoT es evidentemente Ext-proyectivo enT1(T), resulta de (2.4) queτT pertenece a
la clase sin torsión correspondienteF1(T). En realidad, se puede demostrar queF1(T) es
la clase Cogen(τT) de todos los módulos cogenerados porτT: la demostración es dual de la
de (2.2), utilizando la observación (II.1.9)(b). Nosotros no las necesitaremos aquı́.

Antes de pasar a los ejemplos necesitaremos algunas observaciones sobre los módulos
inclinantes parciales que son fieles. La razón es que, si bien unA-módulo inyectivoI está in
T1(T), no siempre sucede queI esté también enT0(T). Veremos que éste es el caso cuando
T es fiel. Recordamos que unA-móduloM se dicefiel si su anulador AnnM = {a∈ A|Ma=

0} es nulo.

Lema 2.6. Sea M un A-ḿodulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) MA es fiel.
(b) TodaaddM-aproximacíon a izquierda AA → Md es inyectiva.
(c) AA ∈ CogenM.
(d) DAA ∈ GenM.

Demostracíon. (a) implica (b). SeaM un A-módulo fiel. Elijamos un conjunto{ f1, . . . , fd}

de generadores del EndMA
op-módulo HomA(A,M) y sea f =

[
f1
.
.
.
fd

]
: A → Md una addM-

aproximación a izquierda. Supongamos quea ∈ Ker f y x ∈ M. El isomorfismo canónico
M ∼

= HomA(A,M) da un morfismohx : A→ M tal quex = hx(1). La definición def implica
quehx se factoriza porf . Entoncesf (a) = 0 implicahx(a) = 0, es decirxa= 0. Comox es
arbitrario se tiene queMa = 0, de dondea = 0.

(b) implica (c). Es trivial.
(c) implica (a). Seang : A → Md un monomorfismo ya ∈ A tal queMa = 0. Entonces

g(a) = g(1)a = 0 implicaa = 0.
(d) es equivalente a (c). En efecto, paraa ∈ A, se tiene queMa = 0 si y solamente si

aDM = 0. LuegoMA es fiel si y solamente siAA ∈ Cogen(ADM), ó equivalentemente,
DAA ∈ GenMA. 2

Supongamos queT es un módulo inclinante parcial. Entonces, como dpT ≤ 1, por (I.2.7)
se tiene que HomA(T,τT)

∼
= DExt1A(T,T) = 0. SiT es fiel la recı́proca también vale:

Lema 2.7. Sea T un A-ḿodulo. Si T es inclinante parcial entoncesHomA(T,τT) = 0. Si T
es fiel, la rećıproca tambíen vale .

Demostracíon. Si T es fiel existe, por (2.6), un epimorfismoTm → DA, conm> 0. Apli-
cando HomA(−,τT) se obtiene un monomorfismo

0→ HomA(DA,τT) → HomA(Tm,τT).

Como HomA(T,τT) = 0, se deduce que HomA(DA,τT) = 0, de donde dpT ≤ 1. Finalmente,
Ext1A(T,T)

∼
= DHomA(T,τT) = 0. 2

En particular, un módulo inclinante parcial fielT induce un par de torsión(T0(T),F0(T))

conT0(T) = GenT y F0(T) = {M | HomA(T,M) = 0}. Resulta entonces de la fidelidad de
T queDA∈ T0(T).
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Una consecuencia es que todo proyectivo-inyectivo pertenece a addT: en efecto, si hubiera
un módulo proyectivoP ∈ GenT, existirı́a un epimorfismoTm → P con m > 0, que debe
partirse, puesP es proyectivo, y por lo tantoP∈ addT.

Ejemplo 2.8. SeaA dada por el carcaj

◦ 4

γ
��

◦
1

◦
2β

oo ◦
3

α
oo

con relaciónαβ = 0. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten deA está dado por

3
2 4

1 2 34
2

2
1

4
2 3

4
2
1

.

[[[℄[[[℄ [[[℄���� [[[℄����[[[℄���� ��������
El móduloT =

4
2
1

es inclinante parcial (por ser proyectivo). Es fácil calcular los indescom-

ponibles generados porT: son
4
2
1

, 4
2 y 4. Por lo tanto,T0(T) = add{

4
2
1
, 4

2, 4}. La clase

sin torsiónF0(T) es igualmente fácil de calcular, pues contiene solamente alos módulosM
tales queMe4 = 0. Esto daF0(T) = add{1, 2

1, 2, 3
2, 3}. Ilustramos esto ası́:

dondeT0(T) se describe por y F0(T) por . El único módulo indescomponible
que no es ni de torsión ni sin torsión es3 4

2 , y su sucesión canónica es 0→ 4
2 → 3 4

2 → 3→ 0,
dado que3 4

2 ∈ T0(T) y 3∈ F0(T).
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Observamos que los Ext-proyectivos enT0(T) indescomponibles son
4
2
1
, 4

2 y 4, puesto

que todos están enT0(T) y τ 4
2
1

= 0, τ 4
2 =

2
1,τ4 =

3
2 están enF0(T). Calculamos ahora

(T1(T),F1(T)). ComoM ∈T1(T) si y sólo si Ext1A(T,M)= 0, se tiene queT1(T) = modA,
en tanto queF1(T) = {0}.

SeaT ′
=

4
2
1
⊕ 3 4

2 . EntoncesT ′ es fiel. En efecto, para probar queAA ∈ CogenT ′, basta

probar que para todoA-módulo proyectivo indescomponiblePx existe un monomorfismo

Px → T ′
0, con T ′

0 ∈ addT, lo que vale pues hay monomorfismos 1→ 2
1 →

4
2
1
, 3

2 → 3 4
2 , y

4
2
1
, 3 4

2 ∈ addT ′. Por otro lado, se tiene que HomA(T′,τT ′
)
∼
= HomA(T ′,2) = 0 de donde

resulta, en virtud de (2.7), queT ′ es un módulo inclinante parcial.

Los indescomponibles generados porT ′ son {
4
2
1
, 4

2, 3 4
2 ,4, 3}. Por lo tanto,T0(T ′

) =

add{
4
2
1
, 4

2, 3 4
2 , 4, 3}. En cuanto aF0(T′

) = {M | HomA(T′,M) = 0}, como en un álgebra de

representación finita todo morfismo es suma de composiciones de morfismos irreducibles,
tenemos que todo módulo indescomponibleM tal que no existe ningún camino (de un
sumando directo) deT ′ en M en Γ(modA) pertenece aF0(T ′

). Luego add{1, 2
1, 2, 3

2} ⊆
F0(T ′

). Como los otros indescomponibles están enT0(T′
), se tiene queF0(T ′

) = add{1, 2
1,

2, 3
2}. Representamos esto en la figura siguiente

donde, una vez más, la clase de torsión se designa y la clase sin torsión . En
este ejemplo todo indescomponible es, o bien de torsión, o bien sin torsión. Se dice entonces
queel par de torsíon es escindido. Daremos abajo una caracterización de pares de torsión
escindidos.

Aquı́, los Ext-proyectivos indescomponibles deT0(T ′
) son

4
2
1
, 4

2, 3 4
2 y 4.

Calculemos ahora(T1(T ′
),F1(T′

)). Tenemos queM ∈T1(T′
) si y sólo si HomA(M,2) =

HomA(M,τT′
)
∼
= DExt1A(T′,M) = 0, es decir si y sólo si 2 no es un sumando directo de

M/radM. Por consiguiente,T1(T ′
) = add{1, 3

2,
4
2
1
, 4

2, 3 4
2 , 3, 4}. En cuanto aF1(T ′

) =

{M ∈modA| HomA(L,M) = 0 para todoL∈T1(T′
)}, se ve enseguida queF1(T ′

) = add{2}
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(en efecto, se tiene un morfismo 1→ 2
1 con 1∈ T1(T′

)). Representamos esto en la figura

siguiente

.

La sucesión canónica correspondiente al módulo indescomponible2
1, el único que no está

enT1(T ′
) ni enF1(T ′

), es
0→ 1→ 2

1 → 2→ 0

porque 1∈ T1(T ′
) y 2∈ F1(T′

).

Finalmente, los Ext-proyectivos indescomponibles de torsión son 1,
4
2
1
, 3 4

2 y 3
2 (pero no4

2:

en efecto,τ 4
2 =

2
1 /∈ F1(T ′

)).
Según lo prometido, terminaremos con algunos comentariossobre los pares de torsión

escindidos.

Definición. Un par de torsión(T ,F ) se diceescindidosi cadaA-módulo indescomponible
pertenece, o bien aT , o bien aF .

Éste es el caso, por ejemplo, del par(T0(T ′
),F0(T ′

)) en el ejemplo arriba. La siguiente
caracterización nos será de utilidad.

Proposición 2.9. Sea(T ,F ) un par de torsíon demodA. Las condiciones siguientes son
equivalentes:

(a) (T ,F ) es escindido.
(b) Para todo A-ḿodulo M, la sucesíon cańonica se parte.
(c) τ−1M ∈ T , para todo M∈ T .
(d) τN ∈ F , para todo N∈ F .

Demostracíon. (a) implica (c). Sea

0→ M → E → τ−1M → 0

la sucesión que casi se parte que comienza enM. Como para todo sumando directo indes-
componibleE′ deE se tiene que HomA(M,E′

) 6= 0, entoncesM ∈T implicaE′ /∈F . Luego
E′ ∈ T , por hipótesis. Por consiguiente,E ∈ T y entoncesτ−1M ∈ T .

(c) implica (b). Sea

0→ tM → M → M/tM → 0
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la sucesión canónica paraM. Entonces Ext1A(M/tM, tM)
∼
= DHomA(τ−1

(tM),M/tM) ⊆
DHomA(τ−1

(tM),M/tM) = 0, puesτ−1
(tM) ∈ T . Luego la sucesión se parte.

(b) implica (a). SeaM un A-módulo indescomponible. La hipótesis implica queM =

tM⊕M/tM. Pero entonces, o bienM ∼
= tM ∈ T , o bienM ∼

= M/tM ∈ F .
De manera análoga se demuestra la equivalencia de estas condiciones con (d). 2

Es fácil ver que la condición (b) equivale a la siguiente:
(b’) Ext1A(M,N) = 0 para todoM ∈ F , N ∈ T .

Esto resulta de la unicidad de la sucesión canónica (ver (2.1)).
Los pares de torsión escindidos serán particularmente útiles en el capı́tulo siguiente.

3. MÓDULOS INCLINANTES

Definición. Un A-módulo inclinante parcialT se diceinclinantesi satisface la propiedad
adicional

(T3) Existe una sucesión exacta corta

0→ AA → T ′
A → T ′′

A → 0

conT ′,T ′′ ∈ addT.

Recordamos queT es inclinante parcial si dpT ≤ 1 y Ext1A(T,T) = 0. Por ejemplo, todo
progenerador es un módulo inclinante.

La noción dual es la demódulo coinclinante. Ası́, un A-módulo T es coinclinante si
diT ≤ 1, Ext1A(T,T) = 0 y existe una sucesión exacta

0→ T ′′
A → T ′′

A → DAA → 0

conT ′
A, T ′′

A ∈ addT. Es claro que unA-móduloT es inclinante si y sólo siDT es coinclinante.
Finalmente, siA es hereditaria, todo módulo inclinante es coinclinante y recı́procamente.

Puede interpretarse que los axiomas de módulo inclinante significan que un módulo in-
clinante es “bastante próximo” al móduloAA. Una condición suficiente para que (T3) sea
verificada es que, para todoA-módulo proyectivo indescomponibleP, exista una sucesión
exacta corta

0→ P→ T ′ → T ′′ → 0

conT ′,T ′′ ∈ addT. No es inmediatamente evidente que esta condición sea igualmente nece-
saria. Probaremos esto más adelante en (3.8).

Una consecuencia directa del axioma (T3) y de (II.2.6) es que todo módulo inclinante es
fiel. Se deduce una primera caracterización de los módulosinclinantes.

Lema 3.1. Un A-ḿodulo T es inclinante si y sólo siHomA(T,τT) = 0 y T satisface(T3).

Demostracíon. En efecto, siT es inclinante, dpT ≤ 1 y luego HomA(T,τT)
∼
= DExt1A(T,T)

= 0. Recı́procamente, siT satisface (T3) entonces es fiel. Luego, por (II.2.7), es inclinante
parcial y, por lo tanto, inclinante. 2

Por otra parte, no es válido en general que un módulo inclinante parcial fiel es inclinante.
Ası́, el módulo fielT ′ del Ejemplo (2.8) no es inclinante, como veremos más adelante.
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Necesitamos el lema siguiente.

Lema 3.2. Sean M,T ∈ modA . Entonces existe una sucesión exacta corta

(∗) 0→ M → E → T0 → 0

con T0 ∈ addT, tal que el morfismo de conexiónδ : HomA(T,T0)→ Ext1A(T,M) inducido por
el funtorHomA(T,−) es sobreyectivo.

Demostracíon. Si Ext1A(T,M) = 0 el lema es trivial. Supongamos entonces que Ext1
A(T,M)

6= 0 y sea{e1, . . . ,ed} un conjunto de generadores del EndTA-módulo Ext1A(T,M).
Representamos a cadaei por una sucesión exacta:

0→ M
fi
−→ Ei

gi
−→ T → 0.

El morfismo codiagonalk = [idM, . . . , idM] : Md → M induce un diagrama conmutativo con
filas exactas

0 // M
fi //

u′i
��

Ei

ui
��

gi // T //

u′′i
��

0

0 // Md
f

//

k
��

⊕d
i=1Ei

g
//

v

��

Td //

id
Td

��

0

0 // M
f ′

// E
g′

// Td // 0

dondeui ,u′i,u
′′
i son las inclusiones respectivas en la coordenadai-ésima y f ,g son las apli-

caciones inducidas en la suma directa. Comoku′i = idM, del precedente se deduce otro
diagrama conmutativo con filas exactas:

0 // M
fi // Ei

vui

��

gi // T //

u′′i
��

0

0 // M
f ′

// E
g′

// Td // 0. (∗)

Si e designa al elemento de Ext1
A(Td,M) representado por la sucesión (∗) de abajo, este

último diagrama se expresa diciendo queei = Ext1A(u′′i ,M)e= δ (u′′i ) para cadai. Luegoδ
es sobreyectiva y la sucesión(∗) satisface lo pedido. 2

Una consecuencia inmediata de (3.2) es el llema siguiente, llamado Lema de Bongartz,
que dice que todo módulo inclinante parcial puede ser completado a un módulo inclinante.

Lema 3.3. (Bongartz)Sea T un ḿodulo inclinante parcial. Entonces existe un módulo E tal
que T⊕E es inclinante.

Demostracíon. Aplicando (3.2), existe una sucesión exacta

(∗) 0→ A→ E → T0 → 0
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tal queT0 ∈ addT y el morfismo de conexiónδ : HomA(T,T0) → Ext1A(T,A) inducido por el
funtor HomA(T,−) es sobreyectivo. Aplicando HomA(T,−) a (∗) se obtiene una sucesión
exacta

. . .HomA(T,T0)
δ
−→ Ext1A(T,A) → Ext1A(T,E) → Ext1A(T,T0) = 0.

Comoδ es sobreyectivo, resulta que Ext1
A(T,E) = 0.

Si se aplican sucesivamente los funtores HomA(−,T) y HomA(−,E) a la sucesión (∗) se
obtienen análogamente sucesiones exactas

0 = Ext1A(T0,T) → Ext1A(E,T) → Ext1A(A,T) = 0

y

0 = Ext1A(T0,E) → Ext1A(E,E) → Ext1A(A,E) = 0.

Luego Ext1A(T ⊕E,T ⊕E) = 0. Como dpT ≤ 1, la sucesión exacta (∗) da también dpE ≤ 1.
Finalmente, la sucesión (∗) es la sucesión de (T3). Esto prueba queT ⊕E es un módulo
inclinante, como querı́amos. 2

Es importante observar que hemos probado que, para toda sucesión exacta

0→ A→ E → T0 → 0

conT0 ∈ addT tal que el morfismo de conexiónδ : HomA(T,T0) → Ext1A(T,A) es sobreyec-
tivo, el móduloT ⊕E es inclinante. Cada tal sucesión se dice unasucesíon de Bongartzpara
T, y el móduloE se dice uncomplemento de BongartzdeT.

La consecuencia más notable del Lema de Bongartz es que un m´odulo inclinante parcial
es inclinante si y sólo si el número de clases de isomorfismode sumandos indescomponibles
deT es igual al rango del grupo de GrothendieckK0(A) deA, es decir al número de clases
de isomorfismo deA-módulos simples (en virtud de I.1.4). Probaremos este resultado en
(II.5.6).

Corolario 3.4. Sea E un complemento de Bongartz del módulo inclinante parcial T . En-
toncesT1(T) = T1(T ⊕E).

Demostracíon. Es claro que, para unA-móduloM, la condición Ext1A(T⊕E,M) = 0 implica
Ext1A(T,M) = 0. LuegoT1(T ⊕E) ⊆ T1(T).

Recı́procamente, seanM ∈ T1(T) y

0→ A→ E → Td → 0

una sucesión de Bongartz paraT. Aplicando el funtor HomA(−,M) resulta una sucesión
exacta

0 = Ext1A(Td,M) → Ext1A(E,M) → Ext1A(A,M) = 0.

Luego Ext1A(E,M)= 0 y por lo tanto Ext1A(T⊕E,M)= 0. Esto muestra queT1(T) =T1(T⊕
E). 2

El teorema siguiente da varias caracterizaciones equivalentes de los módulos inclinantes.
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Teorema 3.5.Sea T un A-ḿodulo inclinante parcial. Las condiciones siguientes son equiva-
lentes:

(a)T es un ḿodulo inclinante.
(b) T0(T) = T1(T).
(c) Para todo M∈ T1(T) existe una sucesión exacta

. . . → T2 → T1 → T0 → M → 0

con Ti ∈ addT para todo i.
(d) L es Ext-proyectivo enT1(T) si y śolo si L∈ addT.

Demostracíon. (a) implica (b). Sabemos ya, por (II. 2.5), queT0(T) ⊆ T1(T). Recı́proca-
mente, seanM ∈ T1(T) y

0→ tM → M → M/tM → 0

la sucesión canónica deM en el par de torsión(T0(T),F0(T)). ComoM/tM ∈ F0(T), se
tiene que HomA(T,M/tM) = 0. Por otro lado, el funtor HomA(T,−) da una sucesión exacta

Ext1A(T,M) → Ext1A(T,M/tM)→ 0

puesto que dpT ≤ 1. Luego Ext1A(T,M) = 0 implica Ext1A(T,M/tM) = 0. Apliquemos ahora
el funtor HomA(−,M/tM) a la sucesión exacta del axioma (T3)

0→ AA → T ′
A → T ′′

A → 0

conT ′,T′′ ∈ addT. Esto da una sucesión exacta

0 = HomA(T ′,M/tM) → HomA(A,M/tM)→ Ext1A(T ′′,M/tM) = 0.

Por lo tanto,M/tM ∼
= HomA(A,M/tM) = 0. LuegoM = tM ∈ T0(T).

(b) implica (c). SeaM ∈ T1(T) = T0(T). Comenzamos probando la existencia de una
sucesión exacta

0→ L → T0 → M → 0

conT0∈addT y L∈T1(T). ComoM ∈GenT, resulta de (II.1.6) que una addT-aproximación
f : T0 → M, conT0 ∈ addT, es sobreyectiva. PongamosL = Ker f y apliquemos el funtor
HomA(T,−) a la sucesión exacta corta

0→ L → T0
f
−→ M → 0.

Obtenemos una sucesión exacta

. . .HomA(T,T0)
HomA(T, f )
−−−−−−→ HomA(T,M)→ Ext1A(T,L) → Ext1A(T,T0) = 0.

Dado quef es una addT-aproximación, el morfismo HomA(T, f ) es sobreyectivo. Luego
Ext1A(T,L) = 0. Esto prueba entonces queL ∈ T1(T) = T0(T). El enunciado de (c) se
obtiene entonces por recurrencia.

(c) implica (d). Supongamos queL ∈ addT. Entonces es claro queL es Ext-proyectivo en
T1(T) = {M | Ext1A(T,M) = 0}. Recı́procamente, supongamos queL es Ext-proyectivo en
T1(T). Por (c) sabemos que existe una sucesión exacta

0→ L′ → T0 → L → 0
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conT0 ∈ addT y L′ ∈ T1(T). ComoL es Ext-proyectivo enT1(T), se tiene Ext1A(L,L′
) = 0.

Luego esta sucesión se parte yL ∈ addT.
(d) implica (a). Sea 0→ A→ E → T0 → 0 una sucesión de Bongartz paraT. Para probar

que T es inclinante basta probar queE ∈ addT. En virtud de (d), esto se reduce a pro-
bar queE es Ext-proyectivo enT1(T). En efecto, comoT ⊕E es inclinante, se tiene que
Ext1A(T,E)= 0, de dondeE ∈T1(T). SeaM ∈T1(T). Aplicando HomA(−,M) a la sucesión
de Bongartz encontramos una sucesión exacta

0 = Ext1A(T0,M) → Ext1A(E,M) → Ext1A(A,M) = 0,

de donde Ext1A(E,M) = 0, probando lo deseado. 2

Por lo tanto, siT es unA-módulo inclinante, las clases de torsiónT0(T) y T1(T) coinci-
den. NotaremosT (T) = T0(T) = T1(T) y F (T) = F0(T) = F1(T). Ası́, el par de torsión
inducido es(T (T),F (T)).

Extraeremos ahora algunas consecuencias de 3.5.

Corolario 3.6. Sean T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces:
(a) El funtorHomA(T,−)|T (T)

preserva sucesiones exactas cortas.

(b) El funtorExt1A(T,−)|F (T)
preserva sucesiones exactas cortas.

Demostracíon. (a) Sea 0→ L → M → N → 0 una sucesión exacta deT (T). Como
Ext1A(T,L) = 0 se tiene una sucesión exacta en modB

0→ HomA(T,L) → HomA(T,M)→ HomA(T,N) → 0.

(b) es similar, teniendo en cuenta el hecho que Ext2
A(T,−) = 0. 2

Corolario 3.7. Sean T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces M∈ T (T) si y śolo
si εM : HomA(T,M)⊗B T → M es un isomorfismo.

Demostracíon. La suficiencia resulta de (II.1.8). Probemos la necesidad.SeaM ∈ T (T).
Existe, por (3.5)(c), una sucesión exacta

0→ K → T1 → T0 → M → 0

conT1,T0 ∈ addT y K ∈ T (T). Utilizando (3.6), obtenemos una sucesión exacta

HomA(T,T1) → HomA(T,T0) → HomA(T,M) → 0.

Aplicando el funtor exacto a derecha−⊗B T tenemos un diagrama conmutativo con filas
exactas

HomA(T,T1)⊗B T −−−→ HomA(T,T0)⊗B T −−−→ HomA(T,M)⊗B T −−−→ 0

εT0

y εT1

y εM

y

T1 −−−→ T0 −−−→ M −−−→ 0.

Sabemos por (II.1.1) queεT0,εT1 son isomorfismos y, por lo tanto,εM también lo es. 2
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Corolario 3.8. Un módulo inclinante parcial T es inclinante si y sólo si para todo A-ḿodulo
proyectivo indescomponible P existe una sucesión exacta

0→ P→ T ′
0 → T ′′

0 → 0
con T′0, T ′′

0 ∈ addT.

Demostracíon. Siendo la suficiencia evidente, probemos la necesidad. SiT es inclinante,
existe una sucesión exacta 0→ A→ T ′ → T ′′ → 0 conT ′,T′′ ∈ addT. Entonces una retrac-
ción p : AA → P induce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 −−−→ A −−−→ T ′ −−−→ T ′′ −−−→ 0

p
y f

y
∥∥∥

0 −−−→ P −−−→ F −−−→ T ′′ −−−→ 0.
Basta demostrar queF ∈ addT. Comop es sobreyectivo entoncesf también lo es, de donde
F ∈ T (T). SeaM ∈ T (T). Entonces HomA(−,M) aplicado a la sucesión de abajo induce
una sucesión exacta

0 = Ext1A(T ′′,M) → Ext1A(F,M) → Ext1A(P,M) = 0.

Luego Ext1A(F,M) = 0. Del teorema resulta queF ∈ addT. 2

Corolario 3.9. Sea T un A-ḿodulo inclinante. Entonces L∈ addT si y śolo si L∈ T (T) y
τL ∈ F (T).

Demostracíon. El resultado es consecuencia del teorema y de (II.2.4). 2

Nota 3.10.SeaT unA-módulo inclinante. Se sabe que los Ext-proyectivos deT (T) son los
objetos de addT. Por otro lado, los Ext-inyectivos deT (T) coinciden con losA-módulos
inyectivos. En efecto, es claro que, como todos losA-módulos inyectivos indescomponibles
están enT (T), entonces son Ext-inyectivos en esta subcategorı́a. Recı́procamente, siM es
unA-módulo Ext-inyectivo deT (T), seaj : M → I una cápsula inyectiva y consideremos la
sucesión exacta

0→ M → I → I/M → 0.

ComoI ∈T (T), tambiénI/M ∈T (T), Por lo tanto Ext1A(I/M,M) = 0 y la sucesión prece-
dente se parte. LuegoM es inyectivo.

A continuación probaremos que un módulo inclinante es un módulo inclinante parcial que
tiene un número maximal de sumandos indescomponibles no isomorfos.

Corolario 3.11. Un A-ḿodulo T es inclinante si y sólo si es un ḿodulo inclinante parcial
tal que, para cada ḿodulo E tal que T⊕E es inclinante parcial, tenemos E∈ addT.

Demostracíon. La suficiencia es fácil: seanT un módulo inclinante parcial que verifica
la condición del enunciado, yE un complemento de Bongartz paraT. EntoncesT ⊕E es
inclinante y, en particular, es inclinante parcial. Por hipótesis tenemos queE ∈ addT. Luego
T es inclinante.
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Recı́procamente, seanT unA-módulo inclinante yE tales queT⊕E es inclinante parcial.
En particular, Ext1A(T,E) = 0 implicaE ∈ T (T). SeaM ∈ T (T). ComoT es inclinante,
existe un epimorfismof : T0 → M, conT0 ∈ addT. Como dpE ≤ 1, tenemos un epimorfismo
Ext1A(E, f ) : Ext1A(E,T0) → Ext1A(E,M). Entonces Ext1A(E,T) = 0 implica Ext1A(E,M) = 0.
Por lo tantoE es Ext-proyectivo enT (T) y, por (II.3.5)(d), tenemosE ∈ addT. 2

Ejemplo 3.12. (a) El módulo fielT ′
=

4
2
1
⊕ 34

2 del Ejemplo (II.2.8) no es inclinante. En

efecto, el conúcleo42 de la inclusión 1→
4
2
1

no pertenece a addT ′.

Mostremos que, por el contrario,U =

4
2
1
⊕ 4

2 ⊕
3 4
2 ⊕ 4 es un módulo inclinante.

(T1) dpU ≤ 1 resulta de las resoluciones proyectivas

0→ 1→
4
2
1
→ 4

2 → 0 , 0→ 2
1 →

4
2
1
⊕ 3

2 → 3 4
2 → 0 , 0→ 2

1 →
4
2
1
→ 4 → 0

y de que el módulo
4
2
1

es proyectivo.

(T2) Puesto que el módulo
4
2
1

es proyectivo e inyectivo, y como3 4
2 ⊕ 4 es inyectivo,

tenemos que Ext1
A(U,U) = Ext1A(

4
2 ⊕

3 4
2 ⊕ 4, 4

2). Entonces, como dpU ≤ 1, obtenemos

Ext1A(
4
2 , 4

2)
∼
= DHomA(

4
2 ,τ(

4
2))

∼
= DHomA(

4
2 , 2

1) = 0,

Ext1A(
34
2 , 4

2)
∼
= DHomA(

4
2 ,τ(

34
2 ))

∼
= DHomA(

4
2 , 2) = 0 , y

Ext1A(4 , 4
2)

∼
= DHomA(

4
2 ,τ(4))

∼
= DHomA(

4
2 , 3

2) = 0.

(T3) Esto resulta de las sucesiones exactas cortas

0→ 1→
4
2
1
→ 4

2 → 0 ; 0→ 2
1 →

4
2
1
→ 4 → 0 y

0→ 3
2 → 34

2 → 4 → 0.

Entonces se tieneT (U) = Gen(U) = add{
4
2
1
, 4

2, 3 4
2 ,3,4} y F (U)

= {M | HomA(U,M) = 0} = add{1, 2
1,2, 3

2}. Se tiene ası́
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dondeT (U) se designa por y F (U) por . Se reencuentra ası́ uno de los pares
de torsión del Ejemplo (II.2.8).

Consideramos ahora el móduloV = 1⊕
4
2
1
⊕ 34

2 ⊕ 4. Verificamos a continuación que éste

es también un módulo inclinante.

(T1) Para probar que dpV ≤ 1 consideramos las resoluciones proyectivas

0→ 2
1 →

4
2
1
⊕ 3

2 → 34
2 → 0 y 0→ 2

1 →
4
2
1
→ 4 → 0

y recordamos que 1⊕
4
2
1

es proyectivo.

(T2) Para demostrar que Ext1
A(V,V)

∼
= Ext1A(

3 4
2 ⊕4,1) = 0 basta considerar

Ext1A(
3 4
2 ,1)

∼
= DHomA(1,τ(

34
2 ))

∼
= DHomA(1,2) = 0 y

Ext1A(4,1)
∼
= DHomA(1,τ(4))

∼
= DHomA(1, 3

2) = 0

donde se ha utilizado que dpV ≤ 1.

(T3) Como 1 y
4
2
1

son proyectivos, basta considerar las sucesiones exactas cortas

0→ 2
1 →

4
2
1
→ 4 → 0 y 0→ 3

2 → 3 4
2 → 4→ 0 .

Calculamos ahora el par de torsión correspondiente
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T (V) = Gen(V) = add{1,
4
2
1
, 4

2, 34
2 ,3,4} ,

en tanto que
F (V) = {M | HomA(V,M) = 0} = add{2, 3

2}.

Se tiene ası́

.

Notamos que el módulo indescomponible2
1 no pertenece ni aT (V) ni a F (V). En efecto,

HomA(V, 2
1) 6= 0 , y la sucesión 0→ 2

1 →
4
2
1
→ 4 →0 muestra que Ext1

A(V, 2
1) 6= 0. La sucesión

canónica correspondiente a2
1 está dada por

0→ 1→ 2
1 → 2→ 0.

(b) SeaA el álgebra de caminos del carcaj

◦
1

◦
2

◦3

◦4.

oo zztttttttt

ddJJJJJJJJ

El carcaj de Auslander-Reiten deA está dado por

1 2
3 4
2
1

2
1

3
2
1

3 4
2 2

1
4
2

3 4
2 3

4
2
1

3
2 4.

[[[℄ [[℄ [[℄����w[[[℄ w ��� w[[℄ w w[[℄��� ���
Veremos queT =

4
2
1
⊕

34
2
1
⊕ 4

2 ⊕ 4 es un módulo inclinante.

(T1) Resulta del hecho queA es hereditaria.
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(T2) Para probar que Ext1
A(T,T)

∼
= Ext1A(

34
2
1
⊕ 4

2 ⊕ 4 ,
4
2
1
⊕ 4

2) = 0, se usan los isomorfismos

Ext1A(

34
2
1

,
4
2
1
)
∼
= DHomA(

4
2
1
,τ(

34
2
1

))
∼
= DHomA(

4
2
1
,2) = 0

Ext1A(

34
2
1

, 4
2)

∼
= DHomA(

4
2,τ(

34
2
1

))
∼
= DHomA(

4
2,2) = 0

Ext1A(
4
2,

4
2
1
)
∼
= DHomA(

4
2
1
,τ(

4
2))

∼
= DHomA(

4
2
1
,

3
2
1
) = 0

Ext1A(
4
2, 4

2)
∼
= DHomA(

4
2,τ(

4
2))

∼
= DHomA(

4
2,

3
2
1
) = 0

Ext1A(4,
4
2
1
)
∼
= DHomA(

4
2
1
,τ(4))

∼
= DHomA(

4
2
1
, 3

2) = 0

Ext1A(4, 4
2)

∼
= DHomA(

4
2,τ(4))

∼
= DHomA(

4
2, 3

2) = 0.

(T3) Como
4
2
1

es sumando directo deT, basta considerar las sucesiones exactas

0→ 1→
4
2
1
→ 4

2 → 0 , 0→ 2
1 →

4
2
1
→ 4→ 0 , 0→

3
2
1
→

34
2
1
→ 4→ 0.

Calculamos ahora el par de torsión(T (T),F (T)). Un cálculo rápido nos da

donde los sumandos directos indescomponibles deT se indican con los cuadrados• .

El módulo indescomponible
3 4

2 2
1

no es ni de torsión ni sin torsión. Su sucesión canónica

en el par(T (T),F (T)) es

0→
4
2
1
→

3 4
2 2

1
→ 3

2 → 0.

(c) Un ejemplo de interés más teórico es el siguiente. Un módulo inclinante construido
como lo haremos ahora se llamamódulo inclinante APR(por Auslander, Platzeck, Reiten).

SeaSx un módulo simple proyectivo no inyectivo. Entonces el módulo Tx = τ−1
(Sx)⊕

(

⊕
y6=xPy) es un módulo inclinante.

En efecto, consideremos la sucesión exacta que casi se parte

0→ Sx → P→ τ−1
(Sx) → 0.

Por (I.2.10) sabemos queP es proyectivo. Esta sucesión prueba (T1) y (T3), porque ningún
sumando indescomponible deP es isomorfo aSx.
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Finalmente, como dpT ≤ 1, se tiene

Ext1A(Tx,Tx)
∼
= DHomA(Tx,τTx)

∼
= DHomA(Tx,Sx) = 0

dado queSx es simple proyectivo.
Probamos ahora que el par de torsión(T (Tx),F (Tx)) se escinde. En efecto,M ∈ T (Tx)

si y sólo si 0= Ext1A(Tx,M)
∼
= DHomA(M,τTx)

∼
= DHomA(M,Sx). Éste es el caso si y sólo si

ningún sumando directo indescomponible deM es isomorfo aSx. ComoSx
∼
= τTx ∈ F (Tx),

se deduce queF (Tx) = addSx, mientras queT (Tx) = add(indA\{Sx}).

4. EL TEOREMA DE INCLINACIÓN.

SeanA un álgebra de artin básica y conexa yTA un A-módulo inclinante. El teorema de
inclinación, debido a Brenner y Butler, compara las categorı́as de módulos sobreA y sobre
B = EndTA. Ya sabemos, por (II.1.2), que el funtor HomA(T,−) proyectiviza aT. Comen-
zaremos por probar que la restricción de este funtor a la subcategorı́aT (T) = Gen(T) =

{M | Ext1A(T,M) = 0} es un funtor pleno, fiel y preserva extensiones.

Lema 4.1. Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Para M,N ∈ T (T)

hay isomorfismos funtoriales:
(a) HomA(M,N)

∼
= HomB(HomA(T,M),HomA(T,N)).

(b) Ext1A(M,N)
∼
= Ext1B(HomA(T,M),HomA(T,N)).

Demostracíon. En virtud de (II.3.5) sabemos que existe una sucesión exacta

. . . → T2
d2−→ T1

d1−→ T0
d0−→ M → 0

conTi ∈ addT para todoi.

(a) Como la sucesión precedente se encuentra enteramente en T (T), que es cerrada por
cocientes, resulta de (II.3.6) que hay una sucesión exacta

. . . → HomA(T,T1) → HomA(T,T0) → HomA(T,M)→ 0.

Aplicando el funtor HomB(−,HomA(T,N)) obtenemos la fila superior del siguiente dia-
grama conmutativo, cuyas filas son exactas,

0 // HomB(HomA(T,M),HomA(T,N))
//

��

HomB(HomA(T,T0),HomA(T,N))
//

∼
=

��

HomB(HomA(T,T1),HomA(T,N))

∼
=

��
0 // HomA(M,N)

// HomA(T0,N)
// HomA(T1,N)

donde los isomorfismos verticales resultan de (II.1.2)(a).El diagrama prueba lo enunciado.
(b) Aplicando el funtor HomA(T,−) al complejo

. . . → T2
d2−→ T1

d1−→ T0 → 0 (T∗)
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se obtiene, por (II.1.2(a)) y (II.3.6), una resolución proyectiva de HomA(T,M) en modB. Por
definición, Ext1A(HomA(T,M),HomA(T,N)) es el primer grupo de cohomologı́a del com-
plejo

HomA(HomA(T,T∗),HomA(T,N))
∼
= HomA(T∗,N)

(donde el isomorfismo resulta de (a)), o sea coincide conH1
(HomA(T∗,N)).

SeaL = Imd1 y sead1 = jp la factorización canónica ded1. Se tiene una sucesión exacta

0→ L
j
−→ T0

d0−→ M → 0

que induce, como Ext1
A(T0,N) = 0, una sucesión exacta

0→ HomA(M,N) → HomA(T0,N)

HomA( j ,N)

−−−−−−→ HomA(L,N) → Ext1A(M,N) → 0.

Probaremos queH1
(HomA(T∗,N))

∼
= Ext1A(M,N).

Consideramos ası́ el complejo HomA(T∗,N):

0→ HomA(T0,N)

HomA(d1,N)

−−−−−−−→ HomA(T1,N)

HomA(d2,N)

−−−−−−−→ HomA(T2,N) → ·· ·

La exactitud a izquierda de HomA(−,N) implica que HomA(L,N)
∼
= KerHomA(d2,N), de

modo queH1
(HomA(T∗,N))

∼
= HomA(L,N)/ImHomA(d1,N). Sea HomA(d1,N) = ξ π la

factorización canónica de HomA(d1,N) a través de su imagen. Entonces HomA(d2,N)ξ π =

HomA(d2,N)HomA(d1,N) = 0 implica HomA(d2,N)ξ = 0, dado queπ es un epimorfismo.
Luegoξ se factoriza por HomA(L,N)

∼
= KerHomA(d2,N), o sea, existeϕ : ImHomA(d1,N)→

HomA(L,N) tal que HomA(p,N)ϕ = ξ .

HomA(T0,N)

HomA(d1,N)

//

π ** **UUUUUUUUUUUUUUUU
HomA(T1,N)

ImHomA(d1,N)

'
� ξ

44iiiiiiiiiiiiiiii

ϕ **UU
UU

UU
U

U

HomA(T0,N)

HomA( j ,n)

// HomA(L,N)

� ?

HomA(p,N)

OO

Por otra parte,ϕ es un monomorfismo, porqueξ lo es. Se tiene ası́:

HomA(p,N)ϕπ = ξ π = HomA(d1,N) = HomA( jp,N) = HomA(p,N)HomA( j,N),

de dondeϕπ = HomA( j,N). Comoϕ es un monomorfismo, mientras queπ es un epimor-
fismo, se tiene que ImHomA(d1,N)

∼
= ImHomA( j,N), de donde

H1
(HomA(T∗,N))

∼
= HomA(L,N)/ImHomA( j,N)

∼
= CokerHomA( j,N)

∼
= Ext1A(M,N).

2
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La observación base de la teorı́a de inclinación es que, siTA es unA-módulo inclinante y
B = EndTA, entoncesBT es unBop-módulo inclinante. Esto hace simétricos los papeles de
A y B.

Lema 4.2. Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. EntoncesBT es un

Bop-módulo inclinante y la aplicacíon a 7→ (t 7→ ta) es un isomorfismo A
∼
=

−→ (EndBT)
op.

Demostracíon. A fin de probar queBT es inclinante, verificamos los axiomas.
(T1) ComoTA es inclinante, existe una sucesión exacta corta 0→ AA → T ′ → T ′′ → 0 con

T ′,T ′′ ∈ addT. Entonces HomA(−, BTA) induce una sucesión exacta

0→ HomA(T′′, BTA) → HomA(T ′, BTA) → HomA(A, BTA) → 0.

Como HomA(A, BTA)
∼
= BT y HomA(T, BTA)

∼
= BB, se obtiene que dpBT ≤ 1.

(T2) Observemos queD(BT)
∼
= D(BT⊗AA)

∼
= HomA(T,DA), donde el último isomorfismo

resulta de la adjunción. ComoDA∈ T (T) se tiene, en virtud de (4.1)(b)

Ext1B(DT,DT)
∼
= Ext1B(HomA(T,DA),HomA(T,DA))

∼
= Ext1A(DA,DA) = 0.

Por lo tanto Ext1Bop(T,T) = 0.
(T3) Dado que dpTA ≤ 1, se tiene una resolución proyectiva de la forma 0→ P1 → P0 →

T → 0. Entonces HomA(−, BTA) induce una sucesión exacta

0→ HomA(T, BTA) → HomA(P0, BTA) → HomA(P1, BTA) → 0

dado que Ext1A(T,T) = 0. La conclusión resulta de los isomorfismos HomA(T,BT)
∼
= BB y

HomA(A, BTA)
∼
= BT.

Esto establece queBT es inclinante.
Paraa∈A, la aplicaciónρa : t 7→ taes un endomorfismo deBT. Por otro lado, la aplicación

ϕ : a 7→ ρa es un morfismo de álgebrasA
∼
=

−→ (EndBT)
op. Si a ∈ Kerϕ, entoncesTa= 0,

de dondea = 0, pues todo módulo inclinante es fiel. Ası́,ϕ es inyectivo. Como, además,
DA∈T y DT ∼

= HomA(T,DA), resulta de (4.1)(a) que hay isomorfismos de grupos abelianos
A∼

= EndDA∼
= EndHomA(T,DA)

∼
= EndDT ∼

= EndT. Luegoϕ es un isomorfismo. 2

Corolario 4.3. Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces los
centrosZ (A) y Z (B) son isomorfos. En particular, B es unálgebra conexa.

Demostracíon. Se defineϕ : Z (A)→Z (B) por a 7→ (ρa : t 7→ ta). En efecto, sia∈Z (A),
entoncesρa ∈ EndTA = B dado que, para todot ∈ T y c∈ A, se tiene que

ρa(tc) = (tc)a = (ta)c= ρa(t)c.

Por otro lado,ρa es central, pues sif ∈ EndTA entonces se tiene, para todot ∈ T,

(ρa f )(t) = f (t)a = f (ta) = ( f ρa)(t).

Para construir la inversa, identificamosA con(EndBT)
op por el morfismoa 7→ ρa de (4.2)

y definimosψ : Z (B) → Z (A) por b 7→ (λb : t 7→ bt). Es claro queψ es un morfismo de
álgebras. Seaa ∈ Z (A). Entoncesψϕ(a) = λρa está definido port 7→ ρa(t) = ta, es decir
por el elementoa∈ A identificado aρa ∈ (EndBT)

op. Ası́,ψϕ(a) = a para todoa∈ Z (A).
De la misma manera se prueba queϕψ = idZ (B)

. 2
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Corolario 4.4. Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces TA
induce un par de torsión(X (TA),Y (TA)) en mod B, dondeX (TA) = DF (BT) = {XB |X⊗B

T = 0} eY (TA) = DT (BT) = {YB |TorB1(Y,T) = 0}.

Demostracíon. Por (4.2) y (II.3.5), el módulo inclinanteBT induce un par de torsión
(T (BT),F (BT)) en modBop, donde

T (BT) = {BU | Ext1Bop(T,U) = 0} y F (BT) = {BV | HomBop(T,V) = 0}.

Definimos entonces el par de torsión(X (TA),Y (TA)) en modB por X (TA) = DF (BT) e
Y (TA) = DT (BT). Ası́,XB ∈ X (TA) si y solamente siDX ∈ F (BT), es decir,

X⊗B T ∼
= DHomB(X,DT)

∼
= DHomBop(T,DX) = 0.

Asimismo,YB ∈ Y (TA) si y solamente siDY ∈ T (BT), es decir,

TorB1(Y,T)
∼
= DExt1B(Y,DT)

∼
= DExt1Bop(T,DY) = 0.

Los isomorfismos funtoriales utilizados resultan de [CE] p.120, [Ro] (9.51) p. 257 ó [A]
(IX.4.2) p. 259. 2

Un B−A-bimóduloT determina el par de funtores adjuntos HomA(T,−) : modA→modB
y −⊗B T : modB → modA. Ahora bien,T puede considerarse también comoAop−Bop-
bimódulo, determinando el par de funtores adjuntos HomBop(T,−) : modBop → modB y
−⊗Aop T = T⊗A : modAop → modBop. Nos será de gran utilidad el hecho que la counidad
δ de la adjunción asociada al primer par y la unidadε de la adjunción asociada al segundo
par son duales, en el sentido que para cadaX ∈ modB existe un diagrama conmutativo

X
δX //

γX

��

HomA(T,X⊗B T)

θX
��

D2X
DεDX // D(T ⊗A HomBop(T,DX))

dondeθX es un isomorfismo funtorial, yγX : X → D2X es el isomorfismo dado por la evalua-
ción: γX(x)( f ) = f (x), parax∈ X, f ∈ DX.

Para definirθX comenzamos recordando que, comoT es unB−A-bimódulo, hay un iso-
morfismo de funtoresη : −⊗B T → DHomBop(T,D−) definido porηX(x⊗ t)( f ) = f (t)(x),
paraX en modB, x∈ X, t ∈ T y f ∈ HomBop(T,DX) (ver [CE] (VI.5.3) p.120, [Ro] (9.51)
p.257 ó [A] (IX.4.12) p. 259).

Considerando aT comoAop−Bop−bimódulo, notamosµ : T ⊗A−→ DHomA(T,D−) al
isomorfismo definido de la misma manera.

Definimos el morfismo funtorialθ : HomA(T,−⊗B T)→ D(T⊗A HomBop(T,D−)) como
la composiciónθ = Dµ.γ.HomA(T,η). Ası́, para cadaX ∈ modB, θX es la composición

HomA(T,X⊗B T)

HomA(T,ηX)

−−−−−−−→ HomA(T,DHomBop(T,DX))

γHomA(T,DHomBop(T,DX))

−−−−−−−−−−−−−→ D2HomA(T,DHomBop(T,DX))
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DµHomBop(T,DX)

−−−−−−−−−→ D(T ⊗A HomBop(T,DX)).

Lema 4.5.Con las notaciones anteriores,θX es un isomorfismo tal que el diagrama anterior
conmuta, es decirθXδX = D(εDX)γX. En particular,δX es un isomorfismo si y sólo siεDX lo
es.

Demostracíon. Sabemos queµ, γ y η son isomorfismos funtoriales. Por lo tantoθ también
lo es. Probaremos ahora queθXδX = D(εDX)γX.

Seax∈ X, t ∈ T y f ∈ HomB(T,X). Comenzamos evaluando el miembro de la derecha:

(DεDXγX(x))(t⊗ f ) = γX(x)(εDX(t ⊗ f ))
= εDX(t ⊗ f )(x) = f (t)(x).

Ahora evaluamos el miembro de la izquierda

(θXδX)(x)(t⊗ f ) = (DµHomBop(T,DX)
γHomA(T,DHomBop(T,DX))

HomA(T,ηX)δX(x))(t⊗ f )
= γHomA(T,DHomBop(T,DX))

(ηXδX(x))µHomB(T,X)
(t⊗ f )

= µHomB(T,X)
(t⊗ f )(ηXδX(x))

= ηXδX(x)(t)( f )
= ηX(t⊗x)( f )
= f (t)(x).

Luego, los dos miembros coinciden, probando lo deseado. 2

En lo que sigue será de gran utilidad el hecho que, siTA es unA-módulo inclinante y
B = EndTA, entoncesBT es unBop-módulo inclinante, probado en (4.2).

Lema 4.6.Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces Y∈Y (TA),
si y śolo si el morfismo funtorialδY : Y → HomA(T,Y⊗B T) definido por y7→ (t 7→ y⊗ t) es
un isomorfismo.

Demostracíon. El resultado se obtiene por dualidad utilizando (3.7). En efecto,YB ∈Y (TA)

si y sólo siDY ∈ T (BT). ComoBT es inclinante, resulta de (3.7) que esto equivale a decir
queεDY : HomBop(T,DY)⊗Aop T → DY es biyectiva, y sabemos por lo arriba demostrado que
esto vale si y sólo siδY : Y → HomA(T,Y⊗B T) es un isomorfismo. 2

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema principalde esta sección (y de este
capı́tulo), el teorema de inclinación.

Teorema 4.7.Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces:
(a) Los funtoresHomA(T,−) y−⊗B T inducen equivalencias cuasi-inversas entreT (T)

eY (T).
(b)Los funtoresExt1A(T,−) yTorB1(−,T) inducen equivalencias cuasi-inversas entreF (T)

y X (T).

Demostracíon. (a) Comenzamos probando que siY ∈ Y (TA) entoncesY⊗B T ∈ T (TA).
SeaY ∈ Y (T). Sabemos que existe un epimorfismoBm → Y, conm> 0, y por lo tanto un
epimorfismoTm

A
∼
= Bm⊗B TA →Y⊗B T. Por lo tantoY⊗B T ∈ GenTA = T (TA).

SeaM ∈T (TA). Probaremos que HomA(T,M)∈Y (TA) por dualidad, teniendo en cuenta
queBT es un módulo inclinante y queA∼

= (EndBT)
op por (4.2). ComoM ∈T (TA), entonces
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DM ∈ Y (BT), de dondeT ⊗A DM ∈ T (BT), por lo que acabamos de demostrar. Luego
HomA(T,M)

∼
= D(T ⊗A DM) ∈ Y (TA), lo que prueba lo deseado.

Ya sabemos que HomA(T,M)⊗BT ∼
= M, paraM ∈T (TA), por (3.7). Por otro lado, usando

(4.6) tenemos queY ∼
= HomA(T,Y⊗B T), paraY ∈ Y (TA), lo que termina la demostración

de (a).
(b) SeaN ∈ F (TA). Existe una sucesión exacta corta

0→ N → I → M → 0

conI inyectivo. EntoncesI ,M ∈T (TA). Como HomA(T,N) = 0 y Ext1A(T, I) = 0 se deduce
una sucesión exacta

0→ HomA(T, I)→ HomA(T,M) → Ext1A(T,N) → 0.

En virtud de (a),M ∈ T (TA) implica HomA(T,M) ∈ Y (TA). Esto quiere decir que
TorB1(HomA(T,M),T)) = 0 y tenemos entonces un diagrama conmutativo con filas exactas

0 // TorB1(Ext1A(T,N),T)
// HomA(T, I)⊗B T //

εT0

��

HomA(T,M)⊗B T //

εM

��

Ext1A(T,N)⊗B T // 0

0 // N // I // M // 0

dondeεT0, εM son isomorfismos. Se deduce enseguida que Ext1
A(T,N)⊗B T = 0 (de donde

Ext1A(T,N) ∈ X (TA)), y que TorB1(Ext1A(T,N),T)
∼
= N.

La recı́proca resulta nuevamente por dualidad. SeaX ∈ X (TA). EntoncesDX ∈ F (BT),
de donde TorA1(Ext1Bop(T,DX),T)

∼
= DX por lo recién probado. Esto es,

X ∼
= DTorA1(Ext1Bop(T,DX),T)

∼
= Ext1Aop(Ext1Bop(T,DX),DT)

∼
= Ext1Aop(DTorB

op

1 (T,DX),DT)
∼
= Ext1A(T,TorB1(X,T)),

usando los isomorfismos funtoriales de ([CE] p. 120, [Ro] (9.51) p. 257 ó [A] (IX.4.2) p.
259.). Además, comoDX ∈F (BT), tenemos queDTorB

op

1 (T,X)
∼
= Ext1Bop(T,DX) pertenece

aX (BT) por lo recién probado. Entonces TorBop

1 (T,X) ∈ DX (BT) = F (TA).
2

Es posible visualizar las equivalencias inversas de inclinación en los carcajes de Auslander-
Reiten deA y deB. En efecto, en un carcaj de Auslander-Reiten, diseñado de manera tal que
los morfismos vayan de izquierda a derecha, una clase de torsión se encuentra siempre “hacia
la derecha” del carcaj mientras que la clase sin torsión correspondiente se encuentra “hacia la
izquierda”. Se obtiene ası́ la figura siguiente, que muestralas clasesT e Y (representadas

por ) y las clasesF y X (representadas por ) ası́ como las equivalencias
inversas.
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Y  (T  )

T (T  )Γ(mod A)

Γ(mod B)

A
Ext  (T,    ) Hom  (T,   )

Tor  (   ,T)− ⊗   T 

A

B
B

1

1

_

_

_

F(T  )

X(T  )A

AA

A

Ejemplo 4.8. (a) Sea, como en (II.3.12)(a), el álgebraA dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦4

β
oo

α
oo

γ
��

ligado porαβ = 0.

(i) SeaU =

⊕4
i=1Ui , dondeU1 =

4
2
1
, U2 =

4
2, U3 =

34
2 y U4 = 4. En (II.3.12)(a) verificamos

queU es inclinante y calculamos el par de torsión(T (UA),F (UA))

1

2

1

2

4

2

1

4

2

3

2

3 4

  2

4

3

= U

= U

= U

= U

1

2

3

4

T

F

.
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Entonces,B = EndUA está dada por el carcaj

◦
1′

◦
2′

oo ◦
3′

oo ◦
4′

oo

sin relaciones. Hemos designado pori′ al punto cuyo proyectivo indescomponible corres-
pondiente esQi′ = HomA(U,Ui). EntoncesΓ(modB) está dado por

3’

2’

1’

4’

3’

2’

1’

4’

3’

2’

4’

3’

4’3’2’1’

2’

1’

3’

2’

Y

X

.

La acción de los funtores HomA(U,−) y Ext1A(U,−) sobre losA-módulos indescomponibles
se calcula directamente. En efecto:

HomA(U,
4
2
1
) = 1′; HomA(U, 4

2) =
2′
1′ ; HomA(U, 34

2 ) =

3′
2′
1′

; HomA(U, 4) =

4′
3′
2′
1′

y HomA(U, 3) = 3′

en tanto que, como dpU ≤ 1,

Ext1A(U, 1)
∼
= DHomA(1,τU) = 2′; Ext1A(U, 2

1)
∼
= DHomA(

2
1,τU) =

4′
3′
2′

; Ext1A(U, 2)

∼
= DHomA(2,τU) =

4′
3′

y Ext1A(U, 3
2)

∼
= DHomA(

3
2,τU) = 4′ .

(ii) SeaV =

⊕4
i=1Vi , dondeV1 = 1, V2 =

4
2
1
, V3 =

34
2 y V4 = 4. En (3.12) verificamos que

V es unA-módulo inclinante y calculamos(T (V),F (V)).
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1

2

1

2

4

2

1

4

2

3

2

3 4

  2

4

3

F

T

Aquı́, B está dada por el carcaj

◦
1′

◦
2′

νoo ◦
3′

µ
oo ◦

4′
λoo

ligado por la relaciónµν = 0, donde, parai ∈ {1,2,3,4}, se ha designado pori′ al punto
cuyo proyectivo correspondiente esQi′ = HomA(V,Vi). Ası́, la relaciónµν = 0 proviene del
hecho que

HomA(V1,V3) = HomA(1, 34
2 ) = 0.

El carcaj de Auslander-ReitenΓ(modB) deB es

4’

3’

2’

4’

3’

4’3’2’1’

2’

1’

3’

2’

Y

X

.

Aquı́,

HomA(V, 1) = 1′ ; HomA(V, 4
2) = 2′ ; HomA(V, 4) =

4′
3′
2′

;

HomA(V,
4
2
1
) =

2′
1′ ; HomA(V, 34

2 ) =
3′
2′

; HomA(V, 3) = 3′ ;
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en tanto que, como dpV ≤ 1,

Ext1A(V, 2)
∼
= DHomA(2,τU) =

4′
3′

; Ext1A(V, 3
2)

∼
= DHomA(

3
2,τU) = 4′ .

(b) SeaA, como en el Ejemplo (II.3.12)(b), el álgebra de caminos delcarcaj

◦
1

◦
2

◦3

◦4

oo zztttttttt

ddJJJJJJJJ

y seaT =

⊕4
i=1Ti, dondeT1 =

4
2
1
, T2 =

34
2
1

, T3 =
4
2 y T4 = 4. Hemos verificado queT es un

módulo inclinante y hemos calculado el par de torsión(T (TA),F (TA))

2

1

2

3

2

1

4

2

1

1

  3 4

2 2

   1

3 4

 2

 1

4

2

3

2

3 4

 2
3

4

     F

T

.

Aquı́, B está dada por el carcaj

2′

◦
β

}}zz
zz

zz
zz

1′ ◦ ◦ 4′

α
aaDDDDDDDD

γ}}zz
zz

zz
zz

◦
3′

δ

aaDDDDDDDD

ligado por la relaciónαβ = γδ . Una vez más, hemos notado pori′ al punto tal queQi′ =

HomA(T,Ti). La relaciónαβ = γδ corresponde al hecho que las composiciones
4
2
1
→

34
2
1
→ 4

y
4
2
1
→ 4

2 → 4 son iguales (a menos de escalares). El carcaj de Auslander-Reiten deB está

dado por
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1’

2’

1’

3’

1’

3’ 2’

  1’

3’

  4’  

3’  2’

  1’

2’

  4’

3’ 2’

4’

2’

4’

3’

4’
Y X

.

Aquı́ se tiene

HomA(T,
4
2
1
) = 1′ ; HomA(T,

34
2
1

) =
2′
1′ ; HomA(T, 4

2) =
3′
1′ ;

HomA(T, 34
2 ) =

3′2′
1′

; HomA(T, 4) =

4′
3′2′
1′

; HomA(T, 3) = 2′ , y

Ext1A(T,1) = 3′ ; Ext1A(T, 2
1) =

4′
3′2′ ; Ext1A(T, 2) =

4′
2′ ; Ext1A(T,

3
2
1
) =

4′
3′ ; Ext1A(T, 3

2) = 4′ .

(c) SeaA dada por el carcaj

1 ◦
α // ◦ 2
β

oo

ligado porαβ = 0. ConsideramosTA =

2
1
2
⊕ 2. Entonces dpTA ≤ 1 pues

2
1
2

es proyectivo y

hay una sucesión exacta corta

0 // 1
2

// 2
1
2

// 2 // 0

con 1
2 proyectivo. La misma sucesión da (T3) (por (II.3.8)). Finalmente Ext1

A(T,T)
∼
=

DHomA(T,τAT)
∼
= DHomA(T, 1) = 0. Ası́, T es unA-módulo inclinante. El carcaj de

Auslander-Reiten deA está dado por

2

1

2

2

1

2

1

2

1

2

F

T

f

f

f

f

f

f

donde se identifican las dos copias de 2, y hemos calculado el par de torsión(T ,F ). Aquı́,
B está dada por el carcaj
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1′◦
λ //

◦2′µ
oo

donde 1′ es tal queQ1′ = HomA(T,
2
1
2
) y 2′ es tal queQ2′ = HomA(T,2). Como la com-

posición 2→
2
1
2
→ 2 es nula, se tiene la relaciónµλ = 0. El carcaj de Auslander-Reiten de

B está dado por

1’

2’

1’

1’

2’

1’

2’

1’

2’

f f

f

f
1’

f

f

Y

X

donde se identifican las dos copias de 1′.
Aquı́ se tiene

HomA(T,2) =
2′
1′ ; HomA(T,

2
1
2
) =

1′
2′
1′

; HomA(T, 2
1) = 1′,

en tanto que Ext1
A(T,1)

∼
= DHomA(1,τT)

∼
= 2′, de donde(X ,Y ) corresponde a lo indicado

en la figura.
(d) SeaA dada por el carcaj

◦3

◦2

◦1

◦
4

◦
5

◦6

ε
ggOOOOOOOOOOO

β

wwooooooooooo

δ

ggOOOOOOOOOOO

πwwooooooooooo

α
ggOOOOOOOOOOO

γwwooooooooooo

ligado porαε = 0,γπ = 0 y αβ = γδ . SeaT = 1⊕3⊕ 45
123⊕

5
3 ⊕

4
1 ⊕

6
45
2

. Dejamos al lector

la tarea de verificar queT es un módulo inclinante y que el par de torsión(T ,F ) está dado
por
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1

2

3

  4

1  2

  5

2  3

4

2

  4  5

1  2  3

5

2

4  5

  2  3

  4  5

1  2

5

3

4  5

  2

4

1

5

  6

4  5

  2

4

  6

5  4

6

4

6

5

6

f

f

f

f

ff

f

f

fff

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

fF T

.

Aquı́, B está dado por el carcaj

◦2

◦
3

◦6

◦1 ◦4

◦5

ρwwooooooooooo

ν

ggOOOOOOOOOOO

σ
ggOOOOOOOOOOO

λ

wwooooooooooo

µ
oo

ligado porµσ = 0, µρ = 0, λσ = 0 y νρ = 0. El par de torsión(X ,Y ) está dado por

1

2

  3

2  1

3

2

3

1

4

3

2

3

6

3

1

4

3

5

3

6

3

4  5  6

  3  3

5  6

  3

4  6

  3

4  5

  3

4 5 6

   3

4

5

6

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

ff

f

f

f

f

f

f

f

f ff

Y

X

.
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5. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE INCLINACÍON

La primera consecuencia importante del teorema de inclinación es la relación entre las
dimensiones globales del álgebra de partida y del álgebrade endomorfismos de un módulo
inclinante.

SeaC una subcategorı́a plena de una categorı́a de módulos. Notamos dpC al supremo de
las dimensiones proyectivas de los módulos deC .

Lema 5.1. Sean A uńalgebra yC una clase sin torsión demodA que contiene los proyec-
tivos. Entoncesdim.gl.A≤ 1+dpC .

Demostracíon. Para todoA-móduloM existe una sucesión exacta corta

0→ L → P→ M → 0

conP proyectivo. Pero entoncesP∈ C y, por lo tanto,L ∈ C . Luego

dpM ≤ 1+dpL ≤ 1+dpC .

2

Lema 5.2. Sean A uńalgebra y T un A-ḿodulo inclinante. Para todo M∈ T (T) se tiene
dpHomA(T,M) ≤ dpM.

Demostracíon. Por recurrencia sobren = dpM. Si n = 0 entoncesM es proyectivo. Como
M ∈ T (T), se tiene queM ∈ addT. En consecuencia, HomA(T,M) es proyectivo y no hay
nada que probar. Supongamosn≥ 1. Por (II.3.5), existe una sucesión exacta

0→ L → T0 → M → 0

conT0 ∈ addT y L ∈ T (T). Usando (II.3.6), deducimos una sucesión exacta

0→ HomA(T,L) → HomA(T,T0) → HomA(T,M) → 0.

SeaN unA-módulo arbitrario. El funtor HomA(−,N) aplicado a la primera de las sucesiones
precedentes da una sucesión exacta

ExtnA(T0,N) → ExtnA(L,N) → Extn+1
A (M,N) = 0

(puesn = dp M). Consideramos ahora dos casos. Sin = 1, consideremosN ∈ T (T). En
la sucesión precedente se tiene que Ext1

A(T0,N) = 0 y por lo tanto Ext1A(L,N) = 0. LuegoL
es Ext-proyectivo enT (T). Por (II.3.5),L ∈ add(T). En consecuencia HomA(T,L) es un
B-módulo proyectivo y la segunda sucesión exacta da dp HomA(T,M) ≤ 1.

Si n > 1, entonces dpT0 ≤ 1 implica que ExtnA(L,N) = 0 para todoA-móduloN, de donde
dpL ≤ n− 1. De la hipótesis de recurrencia resulta que dp HomA(T,L) ≤ n− 1 y de la
segunda sucesión exacta corta de arriba obtenemos entonces

dpHomA(T,M) ≤ 1+dpHomA(T,L) ≤ n.

2

Teorema 5.3.Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. Entonces

|dim.gl.A−dim.gl.B| ≤ 1.
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Demostracíon. La clase sin torsiónY (T) en modB contiene los proyectivos (en virtud de
(II.1.2)(b)). SeaY ∈ Y (T). Por el teorema de inclinación hay un móduloM ∈ T (T) tal
queY ∼

= HomA(T,M). Por (5.2), dpY ≤ dpM ≤ dim.gl.A. Por lo tanto dpY (T) ≤ dim.gl.A.
Resulta entonces de (5.1) que

dim.gl.B≤ 1+dim.gl.A.

ConsiderandoT como unBop-módulo inclinante se tiene también que

dim.gl.A≤ 1+dim.gl.B

porqueA∼
= (EndBT)

op, en virtud de (II.4.2). 2

Ejemplo 5.4. En el Ejemplo (II.4.8)(a)(i), tenemos dim.gl.A= 2 y dim.gl.B= 1. En el Ejem-
plo (II.4.8)(a)(ii), se tiene dim.gl.A= dim.gl.B= 2. Finalmente, en el Ejemplo (II.4.8)(b), se
tiene dim.gl.A= 1 y dim.gl.B = 2.

El cálculo de la dimensión global se realiza más sencillamente construyendo las resolu-
ciones proyectivas de los módulos simples. En efecto, un resultado de M. Auslander dice
que, para un álgebraA vale que

dim.gl.A = sup{dpS|SesunA−módulo simple}

(ver [AuRS](I.5.1) p.17 ó [A] (X.2.8) p. 282). A manera de ejemplo, calcularemos las
dimensiones proyectivas de losA-módulos simples para el álgebraA de (II.4.8)(a). Aquı́,A
está dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦4

α
oo

γ
��

β
oo

ligado porαβ = 0.
Se tienen las siguientes resoluciones proyectivas

0→ 1 → 1 → 0

0→ 1 → 2
1 → 2 → 0

0 // 1 // 2
1

## ##GGGGGG
// 3
2

// 3 // 0

2
-



;;wwwwww

y

0→ 2
1 →

4
2
1
→ 4 → 0.

Por lo tanto, dp 1= 0, dp 2= 1 = dp 4, en tanto que dp 3= 2. Luego dim.gl.A= 2.

Por otro lado, el proceso de inclinación induce también unisomorfismo entre los grupos
de Grothendieck de las álgebras involucradas (ver (I.1))
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Teorema 5.5.Sean A uńalgebra, T un A-ḿodulo inclinante y B= EndTA. La aplicacíon
f : K0(A) → K0(B) definida por M7→ dimHomA(T,M)−dimExt1A(T,M) es un isomorfismo
de grupos.

Demostracíon. Sea 0→ L → M → N → 0 una sucesión exacta corta deA-módulos. Se
deduce una sucesión exacta larga

0→ HomA(T,L) → HomA(T,M) → HomA(T,N) →

→ Ext1A(T,L) → Ext1A(T,M) → Ext1A(T,N) → 0.

Resulta entonces de la definición def y de las deK0(A) y K0(B), que f está bien definida
y es un homomorfismo de grupos.

SeaSunB-módulo simple. Como(X (T),Y (T)) es un par de torsión tenemos que, o bien
S∈X (T), o bienS∈Y (T). En el primer caso,S∼= HomA(T,S⊗BT) y Ext1A(T,S⊗BT) = 0.
En el segundo,S∼

= Ext1A(T,TorB1(S,T)), mientras que HomA(T,TorB1(S,T)) = 0, en virtud
del teorema de inclinación. En ambos casos, dimS pertenece a la imagen def . Luego f
es sobreyectiva y por consiguiente el rango rgK0(A) de K0(A) es mayor o igual que el de
K0(B). ComoBT es también inclinante obtenemos que rgK0(B) ≥ rg K0(A). 2

El resultado más importante de esta sección, debido a Bongartz, es una consecuencia de
(5.5), y facilita mucho la tarea de determinar si un módulo dado es inclinante o no.

Corolario 5.6. Sea T= Tn1
1 ⊕Tn2

2 ⊕·· ·⊕Tnt
t con los Ti indescomponibles y tales que Ti ≇ Tj

para i 6= j. Entonces T es un A-ḿodulo inclinante si y śolo si T es inclinante parcial y verifica
(T3′) t = rgK0(A).

Demostracíon. Necesidad. SiT es inclinante, entonces es inclinante parcial y, además,t =

rg K0(B) (por (II.1.2)(b) y (5.5)). Pero entonces (5.5) implica (T3′).
Suficiencia. SiT es inclinante parcial, resulta de (II.3.2) que existe un módulo E tal

queT ⊕E es inclinante. En virtud de (T3′), el número de sumandos indescomponibles no
isomorfos deT ⊕E, que es igual al rango deK0(A), debe también coincidir cont. Por lo
tanto,E ∈ addT, de dondeT es inclinante. 2

El resultado siguiente, conocido comoLema de Skowrónski, puede verse como una genera-
lización de (5.6) y es de importancia capital por sus aplicaciones.

Corolario 5.7. Sea T= Tn1
1 ⊕Tn2

2 ⊕·· ·⊕Tnt
t con los Ti indescomponibles y tales que Ti ≇ Tj

para i 6= j. Si HomA(T,τT) = 0 (ó, dualmente,HomA(τ−1T,T) = 0), entonces t≤ rgK0(A).

Demostracíon. SeaI el anulador deT y B = A/I . Puede demostrarse (ver [AuRS], Ex-
ercise (II.5), p. 186-187) que el trasladado de Auslander-ReitenτBT de T en modB es un
A-submódulo del trasladadoτAT de T en modA. Por lo tanto HomA(T,τAT) = 0 implica
HomB(T,τBT) = 0. ComoTB es fiel, resulta de (II.2.7) que es inclinante parcial. En virtud
del Lema de Bongartz (II.3.2), existe unB-móduloE tal queT ⊕E es inclinante en modB.
Luegot no supera el número de sumandos indescomponibles no isomorfos deT ⊕E, que es
igual, por (5.6), al rango deK0(B). Como rgK0(B) ≤ rgK0(A), se deduce quet ≤ rgK0(A).
2
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Si, en particular,T es un módulo inclinante parcial, entonces el número de clases de
isomorfismo de sumandos indescomponibles deT no puede superar el rango deK0(A).

El lema siguiente, llamado ”lema de conexión”, dice qué ocurre en la ”frontera” entre
X (T) eY (T).

Lema 5.8. Sean A uńalgebra, T un A - ḿodulo inclinante y B= EndTA. Sean PA un
proyectivo indescomponible e IA un inyectivo indescomponible tales quesocI = P/radP.
Entonces

τ−1HomA(T, I) ∼= Ext1A(T,P) .

En particular, P∈ addT si y śolo siHomA(T, I) es un B - ḿodulo inyectivo.

Demostracíon. ComoT es un módulo inclinante, existe una sucesión exacta corta

0−→ P−→ T ′ f
−→ T ′′ −→ 0

conT ′, T ” ∈ addT. Aplicando HomA(−,T) obtenemos una resolución proyectiva delBop-
módulo HomA(P,T)

0−→ HomA
(
T ′′,T

)
−→ HomA

(
T ′,T

)
−→ HomA(P,T) −→ 0.

Por otra parte, existe un isomorfismo funtorial

HomA(T,T0)
∼
=

−→ HomBop (HomA(T0,T) ,HomA(T,T))

dado poru 7−→ HomA(u,T) : en efecto, es un isomorfismo cuandoT0 = T y los funtores son
aditivos. Entonces el cuadrado conmutativo

HomBop (HomA(T ′,T) ,HomA(T,T))

∼
= //

HomBop(HomA( f ,T),HomA(T,T))

��

HomA(T,T ′
)

HomA(T, f )
��

HomBop (HomA(T ′′,T) ,HomA(T,T))

∼
= // HomA(T,T′′

)

y la sucesión exacta

0−→ HomA(T,P) −→ HomA
(
T,T′

) HomA(T, f )
−→ HomA

(
T,T′′

)
−→ Ext1A(T,P) −→ 0

muestran que
Ext1A(T,P)

∼
= Coker HomA(T, f )

∼
= Coker HomBop (HomA( f ,T) ,B)

∼
= Tr HomA(P,T) .

Por (I.1.2), tenemos que HomA(P,T)
∼
= DHomA(T, I), de donde

Ext1A(T,P)
∼
= TrDHomA(T, I)

= τ−1HomA(T, I) .

El último enunciado sigue del hecho que un módulo proyectivo P está en addT si y sólo si
está enT (T) = GenT, si y sólo si Ext1A(T,P) = 0. �
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Corolario 5.9. Sean A uńalgebra, T un A - ḿodulo inclinante y B= EndTA. Sean I un A -
módulo inyectivo y M un A - ḿodulo arbitrario. Entonces, para cada i> 0, tenemos

ExtiB(HomA(T,M) ,HomA(T, I)) = 0.

Demostracíon. Sea

... Pt
ft

−→ ... −→ P1
f1

−→ P0
f0

−→ HomA(T,M) −→ 0

una resolución proyectiva de HomA(T,M) en modB, y ponemosKi = Im fi para cadai ≥ 0.
Como todos losB - módulos proyectivos están en la clase sin torsiónY (T), entoncesKi ∈
Y (T) para cadai. Ahora, empleando la fórmula de Auslander-Reiten y el lemade conexión
(II.5.8) tenemos

ExtiB(HomA(T,M) ,HomA(T, I)) ∼= Ext1B(Ki−1,HomA(T, I))

∼
= D HomB

(
τ−1HomA(T, I) ,Ki−1

)

∼
= D HomB

(
Ext1A(T,P) ,Ki−1

)

= 0
porqueKi−1∈Y (T) y Ext1A(T,P)∈X (T), como se deduce fácilmente aplicando HomA(T,−)

a la sucesión canónica paraM respecto del par de torsión(T ,F ). 2

Terminaremos esta sección con un teorema, debido a Hoshino, que permite determinar si
un par de torsión asociado a un módulo inclinante se escinde.

Lema 5.10. Sean A uńalgebra y T un A-ḿodulo inclinante. Si M∈ T (T) y N∈ F (T), se
tiene

Ext2A(M,N)
∼
= Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N)).

Demostracíon. Sea 0→ N → I → N′ → 0 una sucesión exacta corta , conI inyectivo. Como
N ∈ F (T), se deduce una sucesión exacta

0→ HomA(T, I)→ HomA(T,N′
) → Ext1A(T,N) → 0.

El funtor HomB(HomA(T,M),−) induce una sucesión exacta

Ext1B(HomA(T,M),HomA(T, I))→ Ext1B(HomA(T,M),HomA(T,N′
)) →

→ Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N)) → Ext2B(HomA(T,M),HomA(T, I)).

En virtud del Corolario 5.9, y comoI ∈ T (T), tenemos que

Ext1B(HomA(T,M),HomA(T, I)) = 0

y
Ext2B(HomA(T,M),HomA(T, I)) = 0.

Por lo tanto, comoN′ ∈ T (T),

Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N))
∼
=

Ext1B(HomA(T,M),HomA(T,N′
))
∼
= Ext1A(M,N′

)
∼
= Ext2A(M,N).

2
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Teorema 5.11.Sean A uńalgebra y T un A-ḿodulo inclinante. Entonces
(a) (X (T),Y (T)) se escinde si y sólo sidi F (T) ≤ 1.
(B) (T (T),F (T)) se escinde si y sólo si dpX (T) ≤ 1.

Demostracíon. Probaremos (a). La prueba de (b) es similar.
Supongamos en efecto que el par(X (T),Y (T)) se escinde. En particular, Ext1

B(Y,X) = 0
para todoY ∈ Y (T) y X ∈ X (T) (en virtud de (II.2.9).

Sea entoncesN ∈ F (T). Consideramos una copresentación inyectiva minimal

0→ N
d0

−→ I0 d1

−→ I1

y pongamosL0
= Imd1 y L1

= Cokerd1. Se tiene entonces

Ext1A(L1,L0
)
∼
= Ext2A(L1,N)

∼
= Ext1B(HomA(T,L1

),Ext1A(T,N)) = 0,

dado que HomA(T,L1
) ∈ Y (T) y Ext1A(T,N) ∈ X (T). Entonces la sucesión exacta corta

0→ L0 → I1 → L1 → 0

se parte. LuegoL0 es inyectivo. Por lo tanto diN ≤ 1.
Recı́procamente, supongamos diF (T) ≤ 1. SeanY ∈ Y (T) y X ∈ X (T). Entonces

existenM ∈T (T) y N∈F (T) tales queY ∼
= HomA(T,M) y X ∼

= Ext1A(T,N) (por el teorema
de inclinación). Se tiene entonces

Ext1B(Y,X)
∼
= Ext1B(HomA(T,M),Ext1A(T,N))

∼
= Ext2A(M,N) = 0

dado que diN ≤ 1. En virtud de (II.2.9), el par(X (T),Y (T)) se escinde. 2

En particular, siT es un módulo inclinante sobre un álgebra hereditariaA, el par de torsión
(X (T),Y (T)) en modB siempre es escindido.
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CAPITULO III
ALGEBRAS INCLINADAS

1. ALGEBRAS INCLINADAS

De todas las clases de álgebras con las que se trabaja en teorı́a de representaciones, las
álgebras hereditarias son las que más se han estudiado (ver, por ejemplo, el capı́tulo VIII de
[AuRS]). Las álgebras inclinadas forman una clase muy cercana a éstas.

Definición. Un álgebra de artinA se diceinclinadasi existen un álgebra hereditariaH y un
módulo inclinanteTH tales queA∼= EndTH .

En el resto de estas notas supondremos, como en los capı́tulos anteriores, que las álgebras
consideradas son siempre básicas y conexas.

Como asumimos queA es básica, siT =⊕n
i=1Ti es una descomposición del módulo incli-

nanteT en sumandos directos indescomponibles, entoncesTi ≇ Tj parai 6= j. Esto sigue de
(II.1.2) (b).

Por ejemplo, toda álgebra hereditaria es trivialmente inclinada. Un ejemplo distinto es el
álgebraB del ejemplo (II.4.7) (b) dada por el carcaj

◦1

◦
2

◦
3

◦4
ww

β ooooooooooo
gg

δ OOOOOOOOOOO

gg
α

OOOOOOOOOOO

ww γ

ooooooooooo

ligado por la relaciónαβ = γδ .
Una primera consecuencia sencilla del teorema de inclinación es el lema siguiente.

Lema 1.1. Un álgebra A es inclinada si y sólo si existe un ḿodulo inclinante TA tal que
H = EndTA es hereditaria.

Demostracíon. Supongamos queA es inclinada. Entonces existen un álgebra hereditariaH
y un módulo inclinanteUH tales queA∼= EndUH . ComoH es hereditaria, diUH ≤ 1 por lo
queUH es coinclinante. En virtud (del dual) de (II.4.2),AU es unAop - módulo inclinante y
H ∼=( EndAU)

op . Por consiguiente, el móduloTA = D(AU) es unA - módulo inclinante y
H ∼= EndD(AU)

∼
= EndTA . La recı́proca se prueba en forma análoga. 2

En particular, de (1.1) y de (II.4.3) sigue queH es conexa.
Ahora vamos a probar que el carcaj de un álgebra inclinada es acı́clico. Para ello utilizare-

mos el lema siguiente, debido a Happel y Ringel.

Lema 1.2. Sea H unálgebra hereditaria y T1, T2 dos H- ḿodulos indescomponibles tales
que Ext1H (T2,T1) = 0 . Entonces todo morfismo no nulo de T1 a T2 es un monomorfismo o
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un epimorfismo. En particular, si T es indescomponible yExt1H (T,T) = 0, entoncesEndTH
es un anillo de divisíon.

Demostracíon. Supongamos que el morfismof : T1−→T2 no es ni inyectivo ni sobreyectivo.
Sea f = gh su factorización canónica a través de Imf . Entonces la longitudl (M) de M =

Im f verifica l (M) < l (T1) y l (M) < l (T2) . La sucesión exacta corta

0−→ Ker h−→ T1
h
−→M −→ 0

induce una sucesión exacta

Ext1H(T2/M,T1)−→ Ext1H (T2/M,M)−→ Ext2H (T2/M,Ker h) = 0

puesto queH es hereditaria. Se deducen un diagrama conmutativo con filasexactas en modH
como sigue

0 −−−→ T1 −−−→ E −−−→ T2/M −−−→ 0

h

y
y

∥∥∥

0 −−−→ M −−−→ T2 −−−→ T2/M −−−→ 0
y la sucesión exacta corta

0−→ T1−→ E⊕M −→ T2−→ 0.

Como Ext1H (T2,T1) = 0 , esta última sucesión se parte. Comol (M) < l (T1) y l (M) <
l (T2), entonces del Teorema de Krull-Schmidt se deduce queM = 0 y, por ende,f = 0. 2

SeaA un álgebra de artin yM , N dosA - módulos indescomponibles. Uncaminoen indA
deM aN es una sucesión de morfismos no nulos

M = M0
f1
−→M1

f2
−→ ·· ·

ft
−→Mt = N

con cadaMi en indA. Diremos entonces queM es unpredecesordeN, y queN es unsucesor
de M. Un tal camino es llamado unciclo si M ∼= N y al menos uno de losfi no es un
isomorfismo. Un álgebra se dicetriangular si no existen ciclos de la forma

P0−→ P1−→ ...−→ Pt = P0

conP0, . . . ,Pt proyectivos. Esto equivale a decir que el carcaj deA es acı́clico (ver [AuRS],
pág. 69).

Corolario 1.3. Todaálgebra inclinada es triangular.

Demostracíon. SeaA un álgebra inclinada. Sabemos que existen un álgebra hereditaria
H y un módulo inclinanteTH tales queA∼= End TH . SeanT ′1, T ′2 y T ′3 sumandos indes-
componibles deT y f : T ′1 −→ T ′2 , g : T ′2 −→ T ′3 morfismos no nulos. No pueden ser si-
multáneamentef un epimorfismo propio yg un monomorfismo propio: en efecto, en tal
caso tendrı́amos queg f 6= 0 y queg f no es ni inyectivo ni sobreyectivo, lo cual contradice
(1.2).
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Supongamos queA no es triangular. Todo ciclo entre módulos indescomponibles proyec-
tivos induce, en virtud de (II.1.2), un ciclo

T0
f1
−→ T1

f2
−→ T2−→ ·· ·

ft
−→ Tt = T0

entre sumandos indescomponibles deT. La observación anterior implica que un ciclo no
puede contener un epimorfismo propio seguido de un monomorfismo propio. Luego, todos
los fi son epimorfismos o todos son monomorfismos. Por consiguiente, la composición
ft ... f1 es un epimorfismo o un monomorfismo y, por lo tanto, es un isomorfismo. En
cualquiera de los dos casos resulta que cadafi es un isomorfismo, una contradicción. 2

Las propiedades siguientes son consecuencia del teorema deinclinación.

Proposición 1.4. Sea H unálgebra hereditaria, TH un ḿodulo inclinante y A= End TH .
Entonces:

(a) El par de torsíon (X (T) ,Y (T)) enmodA se escinde.
(b) dim.gl.A≤ 2 y, para todo A - ḿodulo indescomponible M, se tiene quedpM ≤ 1 ó

diM ≤ 1.

Demostracíon. (a) Resulta de (II.5.9).
(b) La primera parte sigue de (II.5.3). SeaM un A - módulo indescomponible. Por (a),

tenemos dos casos. SiM ∈ Y (T) entonces existeM′ ∈ T (T) tal queM ∼= HomA(T,M′) y
entonces dpM = dp HomA(T,M′)≤ dpM′ ≤ 1 (aplicamos (II.5.2)). Si, por el contrario,M ∈
X (T) entonces, por (II.5.9), tenemosτ−1M ∈ X (T) mientras queAA ∈ Y (T) . Luego,
HomA

(
τ−1M,A

)
= 0 y por lo tanto diM ≤ 1. 2

Una consecuencia inmediata de (a) y de (II.4.6) es que, siH es hereditaria de repre-
sentación finita, entoncesA también es de representación finita. La recı́proca no vale, como
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.5.SeaH dada por el carcaj

◦1

◦
2

◦
3 .

◦4
ww

ooooooooooo
gg

OOOOOOOOOOO

gg

OOOOOOOOOOO

ww

ooooooooooo

Aquı́, H es hereditaria y de representación infinita (ver [AuRS] (VIII.5.4), pág. 293). Con-

sideremosT1 = 1, T2 =

4
3
1
, T3 =

4
2
1
, T4 = 4. Es claro que cada uno de estos módulos es

indescomponible. Para demostrar queT =⊕4
i=1Ti es inclinante, basta probar que

Ext1H(T,T) = 0 , ya queH es hereditaria con 4 simples no isomorfos. Para probar este
enunciado probamos primero queτT3

∼
= τ−1T3

∼
= 3. Para ello construimos una presentación

proyectiva minimal deT3
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0−→ P3 =
3
1

f
−→ P4 =

4
2 3
1 1
−→ T3 =

4
2
1
−→ 0 .

Aplicando el funtor de Nakayamaν = DHomA(−,A) a f , resulta que el núcleo deν f es
el núcleo del único morfismo no nulo (a menos de escalares) de I3 en I4 , por lo tanto

τT3 = Ker
(

4
3 −→ 4

)
= 3.

De manera análoga se prueba queτ−1T3
∼
= 3. Por simetrı́a se tiene queτT2

∼
= τ−1T2

∼
= 2.

Luego, podemos deducir que

Ext1H (T4,T3)
∼
= DHomH

(
τ−1T3,T4

)
∼
= DHomH (3,4) = 0

y

Ext1H (T3,T1)
∼
= DHomH (T1,τT3)

∼
= DHomH (1,3) = 0.

Por simetrı́a, Ext1H (T4,T2) = 0 y Ext1H (T2,T1) = 0 . Finalmente,

Ext1H (T3,T2)
∼
= DHomH (T2,τT3)

∼
= DHomH

(
4
3
1
,3

)
= 0,

y de manera análoga se prueba que Ext1
H (T2,T3) = 0 . Por lo tanto, Ext1H (T,T) = 0 y T es

un H - módulo inclinante.
El álgebra inclinadaA =EndTH está dada por el carcaj

◦1

◦
2

◦
3

◦4
ww

β ooooooooooo
gg

δ OOOOOOOOOOO

gg
α

OOOOOOOOOOO

ww γ

ooooooooooo

ligado por las relacionesαβ = 0 , γδ = 0 . Este álgebra es de representación finita y su
carcaj de Auslander-Reiten es

1

2
1

3
1

2 3
1

3

2

4
2 3

4
2

4
3

4

77ooooooooo

''OOOOOOOOOO 77oooooooo

''OOOOOOOO 77oooooooo

''OOOOOOOO

''OOOOOOOO

77oooooooo

77oooooooo

''OOOOOOOO

''OOOOOOOOO

77ooooooooo

en donde las lı́neas punteadas indican las sucesiones que casi se parten. Observamos que el
A - móduloUA =

2 3
1 ⊕3⊕2⊕ 4

2 3 es tal queH ∼= EndUA .
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2. MÓDULOS INCLINANTES CONVEXOS.

La definición de álgebra inclinada hace mención a un álgebra hereditaria y a un módulo
inclinante sobre ésta. Para verificar si un álgebra dada esinclinada, serı́a bueno saber cómo
construir el álgebra hereditaria y el módulo inclinante en cuestión. Este es el objetivo de esta
sección.

SeaA un álgebra de artin. Una subcategorı́aC de modA se dirácerrada por predecesores
(o por sucesores) si, para todoM ∈ indC , todo predecesor (o sucesor, respectivamente) de
M pertenece también aC . Ejemplos de tales subcategorı́as aparecen en el lema siguiente.

Lema 2.1.Sea(T ,F ) un par de torsíon en mod A. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) (T ,F ) se escinde.
(b) F es cerrada por predecesores.
(c) T es cerrada por sucesores.

Demostracíon. Por dualidad, basta probar la equivalencia entre (a) y (b).Supongamos en-
tonces que(T ,F ) se escinde y seaM ∈F indescomponible. Para todoL ∈ indA, tenemos
que o bienL ∈T , o bienL ∈F . Si HomA(L,M) 6= 0, se debe tenerL ∈F . Por induccción
se prueba inmediatamente que todo predecesor deM pertenece aF . Por lo tanto, (a) im-
plica (b). La recı́proca resulta de (II.2.9) ya que, para todo móduloM indescomponible no
proyectivo,τM es un predecesor deM . 2

Un A - módulo inclinanteTA se diceseparantesi el par de torsión(T (TA) ,F (TA)) se
escinde. Ası́, (II.3.10)(c) implica que todo módulo inclinante APR es separante. Daremos
otro ejemplo, para lo cual recordaremos que un álgebraA es inclinada si y sólo si existe un
A - módulo inclinanteTA tal que EndTA es hereditaria (en virtud de (1.1)).

Lema 2.2.Sea A uńalgebra inclinada, y T un A - ḿodulo inclinante tal que H= EndTA es
hereditaria. Entonces TA es separante.

Demostracíon. Por (II.4.2), HT es inclinante y el par de torsión(X (HT) ,Y (HT)) se
escinde en modAop , por (1.4)(a). Además, por (II.4.4),T (TA) = DY (HT) y F (TA) =

DX (HT) . LuegoTA es separante. 2

Un conjuntoΣ de módulos indescomponibles de indA se diceconvexosi, para todoM,
N ∈ Σ y todo camino

M = M0
f1
−→M1

f2
−→ ·· ·

ft
−→Mt = N,

todos losMi pertenecen aΣ. Un A - móduloM se diceconvexosi el conjunto indM de los
sumandos directos indescomponibles deM es convexo.
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Lema 2.3.Un A - ḿodulo inclinante T es convexo si y sólo si

indT = {M ∈ indA : M ∈T (T) y HomA(M,T) 6= 0} .

Adeḿas, en este caso, H= EndTA es hereditaria.

Demostracíon. Supongamos queT es convexo. SeaM ∈ indT (T) tal que HomA(M,T) 6= 0.
ComoM ∈GenT, existe un morfismo no nuloT ′−→M, conT ′ ∈ indT, de donde obtenemos
un caminoT ′ −→M −→ T ′′ conT ′, T ′′ ∈ indT. La convexidad deT implica queM ∈ indT.
Luego,

{M ∈ indA : M ∈T (T) y HomA(M,T) 6= 0} ⊆ indT.

La otra inclusión es trivial.
Recı́procamente, supongamos que indT = {M ∈ indA : M ∈T (T) y HomA(M,T) 6= 0}.

Comencemos probando queH =EndTA es hereditaria. SeaQH un H - módulo proyectivo
e Y un submódulo indescomponible deQ. Debemos probar queY es proyectivo. Como
QH es proyectivo, tenemos queQ ∈ Y (T) y, por lo tanto,Y ∈ Y (T). Por el teorema de
inclinación, existenT ′ ∈ addT y M ∈T (T) indescomponible tales queQ∼= HomA(T,T ′) e
Y∼= HomA(T,M). La inclusión HomA(T,M)

∼
=Y →֒Q∼= HomA(T,T′) induce, aplicando el

funtor−⊗H T, un morfismo no nuloM−→ T ′. Luego, HomA(M,T) 6= 0. ComoM ∈T (T),
nuestra hipótesis nos da queM ∈ indT. Por lo tanto,Y ∼= HomA(T,M) es proyectivo. Esto
establece queH es hereditaria.

Por (2.2),TA es separante. Consideremos entonces un camino

T ′ = M0−→M1−→ ·· · −→Mt = T ′′

en indA, con T ′, T ′′ ∈ indT. ComoT ′ ∈ T (TA) que es cerrada por sucesores por (2.1),
tenemos queMi ∈ T (T) para todoi. Como HomA(Mt−1,T ′′) 6= 0 y Mt−1 ∈ T (T), nuestra
hipótesis nos da queMt−1 ∈ indT. Por recurrencia podemos obtener queMi ∈ indT para
todo i. Luego,T es convexo. 2

Lema 2.4. Sea TA un ḿodulo inclinante. Cada una de las condiciones abajo indicadas
implica la siguiente:

(a)Para todo M∈ T (T), existe una sucesión exacta corta

0−→ T1−→ T0−→M −→ 0

con T0, T1 ∈ addT.
(b) Ext2A(M,N) = 0 para todo M, N ∈T (T).
(c) diM ≤ 1 para todo M∈T (T).
(d) HomA

(
τ−1M,T

)
= 0 para todo M∈T (T).

Demostracíon. (a) implica (b) SeanM, N ∈T (T). Aplicando HomA(−,N) a una sucesión
exacta corta

0−→ T1−→ T0−→M −→ 0

conT0, T1 ∈ addT, obtenemos la sucesión exacta

0 = Ext1A(T1,N)−→ Ext2A(M,N)−→ Ext2A(T0,N) = 0
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y, por lo tanto, Ext2A(M,N) = 0.

(b) implica (c) Sea 0−→ M
f 0

−→ I0 f 1

−→ I1 una copresentación inyectiva minimal deM.
EntoncesN0

=Coker f 0 y N1
=Coker f 1 están enT (T). La sucesión exacta corta

0−→M −→ I0−→N0−→ 0
induce una sucesión exacta

0 = Ext1A
(
N1, I0)−→ Ext1A

(
N1,N0)−→ Ext2A

(
N1,M

)
= 0

(el último término se anula por hipótesis). Por lo tanto,Ext1A
(
N1,N0

)
= 0. En particular, la

sucesión exacta corta
0−→ N0−→ I1−→ N1−→ 0

se parte. Luego,N0 es inyectivo.

(c) implica (d) SeaM ∈ T (T). La hipótesis diM ≤ 1 implica que HomA
(
τ−1M,T

)
∼
=

DExt1A(T,M) = 0, por (I.2.7). 2

En virtud del teorema de inclinación (II.4.6), la condici´on (a) del lema precedente equivale
a dpY (T)≤ 1. Por lo tanto, aplicando (II.5.1) obtenemos que dim.gl.A≤ 2.

Observacíon 2.5. Es razonable preguntarse en qué casos se verifica la condición (a). Esto
ocurre, por ejemplo, cuandoA es un álgebra hereditaria. En efecto, supongamos queA lo
sea. SeaM ∈ T (T). Por (II.3.5) sabemos que existe una sucesión exacta corta

0−→ L−→ T0
f
−→M −→ 0

conL ∈ T (T), de la cual se obtiene una sucesión exacta de funtores

Ext1A(T0,−)−→ Ext1A(L,−)−→ Ext2A(M,−) = 0.

Como para todoN ∈T (T) se tiene que Ext1
A(T0,N) = 0, entonces Ext1

A(L,N) = 0, es decir,
L es Ext-proyectivo enT (T). Por (II.3.5),L ∈ addT, obteniéndose entonces la sucesión
buscada.

Deduciremos varias caracterizaciones de los módulos inclinantes convexos.

Proposición 2.6.Sea TA un ḿodulo inclinante. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) EndTA es hereditaria.
(b) TA es separante y, para todo M∈ T (T), existe una sucesión exacta corta

0−→ T1−→ T0−→M −→ 0
con T0, T1 ∈ addT.

(c) TA es separante yExt2A(M,N) = 0, para todoM,N ∈ T (T).
(d) TA es separante ydiM ≤ 1, para todoM ∈ T (T).
(e) TA es separante yHomA

(
τ−1M,T

)
= 0, para todoM ∈ T (T).

(f) indT = {M ∈ indA : M ∈T (T) y HomA(M,T) 6= 0}.
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(g) TA es convexo.

Demostracíon. (a) implica (b) SeaM ∈T (T). Por (II.3.5), existe una sucesión exacta corta

0−→ L−→ T0−→M −→ 0

conT0 ∈ addT y L ∈T (T). SeaH = EndTA. La sucesión anterior induce, por (II.3.6), una
sucesión exacta corta en modH

0−→ HomA(T,L)−→HomA(T,T0)−→ HomA(T,M)−→ 0.

Como HomA(T,T0) es H - proyectivo yH es hereditaria, HomA(T,L) también esH -
proyectivo. Dado queL ∈ T (T), sabemos por (II.1.2) queL ∈ addT. FinalmenteTA es
separante, por (2.2).

(b) implica (c), (c) implica (d) y (d) implica (e) siguen de (2.4).

(e) implica (f) SeaM ∈ T (T) indescomponible tal que HomA(M,T) 6= 0. Por (II.3.5),
basta probar queM es Ext-proyectivo enT (T), esto es, por (II.3.9), queτM ∈ F (T).
Supongamos queτM /∈F (T). ComoT es separante, debe serτM 6= 0 y τM ∈T (T). Pero
entonces HomA(M,T) = HomA

(
τ−1

(τM) ,T
)

= 0. Contradicción.
Por último, sigue de (2.3) que (f) y (g) son equivalentes y que implican (a). 2

Como consecuencia de la proposición anterior, destacamosla siguiente caracterización de
las álgebras inclinadas.

Teorema 2.7.Un álgebra de artin A es inclinada si y sólo si existe un A-ḿodulo inclinante
convexo.

Demostracíon. Si A es inclinada, existe, por (1.1), unA - módulo inclinanteTA tal que
H = EndTA es hereditaria. Por (2.6),TA es convexo. Recı́procamente, siTA es un módulo
inclinante convexo, por (2.3), EndTA es hereditaria. LuegoA es inclinada. 2

Ejemplo 2.8.Sea, como en el ejemplo (II.4.7) (a),A dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦4

β
oo

α
oo

γ
��

ligado por la relaciónαβ = 0.

(i) Sabemos queU = ⊕4
i=1Ui, conU1 =

4
2
1
, U2 =

4
2, U3 =

3 4
2 y U4 = 4, es unA - módulo

inclinante (ver (II.3.12) (a)) y que su álgebra de endomorfismos EndU es hereditaria (ver
(II.4.7) (a)). Además, es fácil ver queU es un módulo convexo. Esto resulta de la ubicación
de los sumandos directos indescomponibles deU en el carcaj de Auslander-Reiten deA. En
particular,A es inclinada.
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(ii) Sabemos también queV = ⊕4
i=1Vi , conV1 = 1, V2 =

4
2
1
, V3 =

3 4
2 y V4 = 4 es un

A - módulo inclinante (ver (II.3.12) (a)) y que su álgebra deendomorfismos EndV no es
hereditaria (ver (II.4.7) (a)). Además,V no es un módulo convexo. Por ejemplo, el camino

deV1 = 1 aV2 =

4
2
1

se factoriza por el indescomponible2
1 que no es un sumando directo de

V.
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3. MÓDULOS SINCEROS.

A fin de enunciar (y probar) nuestra segunda caracterización de las álgebras inclinadas,
vamos a necesitar la siguiente definición.

Definición. Un A - móduloM se dicesincerosi cadaA - módulo simple es un factor de
composición deM.

La siguiente es una caracterización inmediata de los módulos sinceros.

Lema 3.1.Sea M un A - ḿodulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) M es sincero.
(b) Para todo A - ḿodulo proyectivo P6= 0 , se tiene queHomA(P,M) 6= 0.
(c) Para todo A - ḿodulo inyectivo I6= 0, se tiene queHomA(M, I) 6= 0.

Demostracíon. Es claro, a partir de (I.1.2), que para unA - módulo simpleS las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Ses un factor de composición deM.
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(ii) Si P(S) es la cubierta proyectiva deS, entonces HomA(P(S),M) 6= 0.
(iii) Si I(S) es la cápsula inyectiva deS, entonces HomA(M, I(S)) 6= 0. 2

Ası́, todo módulo fiel es sincero. La recı́proca no es verdadera. En efecto, siA es el álgebra
hereditaria con carcaj

◦
1

◦
2α

oo

entonces el módulo semisimpleM = 1⊕2 es sincero, pero no es fiel, ya queMα = 0.

Lema 3.2.Sean M un A - ḿodulo,

TM = add
{

N ∈ indA : existe M′ ∈ indM y un camino M′ N
}

y
FM = add(indA\TM) .

Entonces(TM,FM) es un par de torsión que se escinde.

Demostracíon. Es claro queTM es cerrada por sucesores. Por lo tanto,TM es cerrada
por imágenes epimórficas y por extensiones. Luego, es una clase de torsión. Entonces la
conclusión sigue de (2.1). 2

Definición. Un ganchoes un camino de indA de la forma

τX
f
−→Y

g
−→ X

con f y g irreducibles. SeaM unA-módulo. Se dice queningún camino entre dos sumandos
de M contiene un ganchosi, para todo camino de indA de la forma

L = M0
f1
−→M1

f2
−→ ·· ·

ft
−→Mt = M

conL, N ∈ indM, ninguno de los subcaminos

Mi−1
fi
−→Mi

fi+1
−−→Mi+1

es un gancho.

Lema 3.3.Sea M un A - ḿodulo sincero tal que ninǵun camino entre dos sumandos de M
contiene un gancho. Entonces el par de torsión (TM,FM) verifica:

(a)Para todo N∈TM, diN≤ 1.
(b) M es Ext-proyectivo enTM.
(c) DA∈TM.
(d) Todo ḿodulo Ext-proyectivo deTM es inclinante parcial.
(e) El número de clases de isomorfismo de módulosExt-proyectivos indescomponibles de

TM es menor o igual que el rango de K0(A).

Demostracíon. (a) SeaN ∈ TM indescomponible tal que diN > 1. Entonces existe unA -
módulo proyectivo indescomponibleP tal que HomA

(
τ−1N,P

)
6= 0. ComoM es sincero,
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existeM′′ ∈ indM tal que HomA(P,M′′) 6= 0. Además, comoN ∈ TM, existe un camino
M′ N, conM′ ∈ indM . De aquı́ se deduce la existencia de un camino con un gancho

M′ N−→ ∗ −→ τ−1N−→ P−→M′′

conM′,M′′ ∈ indM. Contradicción.
(b) SeaN ∈ TM un módulo indescomponible tal que Ext1

A(M,N) 6= 0. Como Ext1A(M,N)

∼
= DHomA

(
τ−1N,M

)
, existe un morfismo no nuloτ−1N −→ M′′, conM′′ ∈ indM. Como

N ∈ TM, existe también un caminoM′  N, conM′ ∈ indM. Nuevamente obtenemos un
camino con un gancho

M′ N−→ ∗ −→ τ−1N M′′

conM′,M′′ ∈ indM. Esta contradicción prueba que Ext1
A(M,N) = 0 para todoN ∈TM.

(c) SeaI unA - módulo inyectivo indescomponible. ComoM es sincero, HomA(M, I) 6= 0.
Luego existe un morfismo no nuloM′ −→ I , conM′ ∈ indM. Por lo tanto,I ∈TM, de donde
DA∈TM.

(d) SeaT0 un Ext-proyectivo deTM. En particular, Ext1A(T0,T0) = 0. Por otro lado,
τT0 ∈FM (por (II.2.4)). ComoDA∈ TM, a partir de (c) tenemos que HomA(DA,τT0) = 0.
Luego, dpT0≤ 1.

(e) Resulta de (d) y de (II.5.7). 2

Resulta de (d) y (e) que la suma directa de un conjunto completo de representantes de
clases de isomorfismo deA - módulos indescomponibles Ext-proyectivos deTM es un módulo
inclinante parcial.

Lema 3.4.Sea M un A−módulo sincero tal que ninǵun camino entre dos ḿodulos deindM
contiene un gancho. Sea T la suma directa de un conjunto completo de ḿodulosExt-
proyectivos indescomponibles no isomorfos deTM. Entonces T es un ḿodulo inclinante
convexo y M∈ addT.

Demostracíon. SeanM y T como en el enunciado. Por la observación de más arriba,T es
un módulo inclinante parcial. Por (3.3)(b),M ∈ addT. Luego basta ver queT es inclinante y
convexo. Probaremos esto en cuatro etapas:

(1) SeaK −→ T ′ un morfismo irreducible, conK en indA y T ′ en indT . Entonces
(a) SiK ∈ TM entoncesK ∈ indT:
En efecto, basta probar queK es Ext-proyectivo enTM y para esto, por (II.2.4), es su-

ficiente mostrar queτK ∈FM . Si τK /∈FM, entoncesτK ∈ indTM ya que(TM,FM) se
escinde. Sabemos que existe un camino

M′ τK −→ ∗ −→ K −→ T ′

conM′ ∈ indM. Si T ′ es proyectivo, entonces, al serM sincero, tenemos HomA(T ′,M) 6= 0.
Luego, existe un camino con un gancho

M′ τK −→ ∗ −→ K −→ T ′ −→M′′
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con M′, M′′ en indM. Contradicción. Por lo tanto,T ′ no es proyectivo. Pero entonces, el
morfismo irreducibleK −→ T ′ induce un morfismo irreducibleτK −→ τT ′. Esto es absurdo,
porqueτK ∈TM y τT ′ ∈FM. Luego,τK ∈FM, lo que prueba (a).

(b) Si K ∈FM entoncesK ∈ add(τT):
Por nuestra hipótesisK no es inyectivo, y hay un morfismo irreducibleT ′ −→ τ−1K.

Luego,τ−1K ∈ TM. Comoτ
(
τ−1K

)
= K ∈ FM, resulta queτ−1K es Ext-proyectivo en

TM, o sea , está en addT. Esto es,K ∈ add(τT).
(2) T es un módulo inclinante:
Como ya dijimos,T es un módulo inclinante parcial. Entonces sólo nos resta probar (T3).

Sea

0−→ A
f
−→ E

g
−→ Td −→ 0

una sucesión de Bongartz paraT (ver (II.3.3)). Queremos probar queE ∈ addT. Como
(TM,FM) se escinde, podemos escribirE = X⊕Y, conX ∈ TM eY ∈FM.

A continuación probaremos queY = 0. Supongamos queY 6= 0. SiY es proyectivo, la
sinceridad deM implica que HomA(Y,M) 6= 0, de donde HomA(Y,T) 6= 0 puesM ∈ addT
(por (3.3) (b)). SiY no es proyectivo entonces la restricción aY del morfismogde la sucesión
precedente es no nula. En cualquier caso resulta que HomA(Y,T) 6= 0. Por otro lado,T⊕E
es inclinante, luego

HomA(Y,τT)
∼
= DExt1A(T,Y) = 0.

Seav1 :Y−→ T1 un morfismo no nulo, conT1∈ indT. Vamos a construir en forma recursiva,
para todoi ≥ 2, morfismosvi : Y −→ Ti y morfismos irreduciblesui−1 : Ti −→ Ti−1 con los
Ti ∈ indT, tales queu1u2...ui−1vi 6= 0. Supongamos quevi ,u1, ...,ui−1 han sido construidos.
Para construirvi+1, ui consideramos el morfismo minimal que casi se parte a derecha que
termina enTi , al que escribimos en la forma[ fi ,gi] : Ki⊕Li −→ Ti , conKi ∈TM y Li ∈FM.
ComoY ∈ FM y Ti ∈ TM, el morfismovi : Y −→ Ti no es una retracción, por lo que se
factoriza a través del morfismo[ fi ,gi] : Ki⊕Li −→ Ti . Por (1) sabemos queKi ∈ addT y Li ∈
add(τT), de donde HomA(Y,Li) = 0, por lo observado arriba. Como HomA(Y,Li) = 0, vi se
factoriza porfi : Ki −→ Ti . Comou1u2...ui−1vi 6= 0, hay un sumando directoTi+1 de Ki y
morfismosui : Ti+1−→ Ti , vi+1 : Y −→ Ti+1 tales queu1u2...ui−1uivi+1 6= 0. Esto termina la
construcción.

Como, para todoi, tenemos queu1u2...ui−1 6= 0, obtenemos una contradicción, ya que to-
dos estos morfismos se encuentran en rad(EndT), que es un ideal nilpotente. Ası́ concluimos
queY = 0.

Hemos probado que la sucesión de Bongartz es de la forma

0−→ A−→ X −→ Td −→ 0

conX ∈TM. SeaN∈TM. Aplicando el funtor HomA(−,N), obtenemos una sucesión exacta

0 = Ext1A(Td,N)−→ Ext1A(X,N)−→ Ext1A(A,N) = 0

Por lo tanto, Ext1A(X,N) = 0 y X es Ext-proyectivo enTM. Luego,X ∈ addT y esto prueba
queT es inclinante.

(3) TM = T (T) y FM = F (T):
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SeaN ∈TM. ComoT es Ext-proyectivo enTM, Ext1A(T,N) = 0. Por lo tanto,N ∈T (T).
Recı́procamente, seaN indescomponible enT (T). Entonces HomA(T,N) 6= 0, de donde
N ∈ TM. Ası́ probamos queTM = T (T). En consecuencia,FM = F (T).

(4) Por último,T es un módulo inclinante convexo:
En efecto, de (2) y (3) sigue queT es un módulo inclinante separante. Por otro lado, de

(3.3) (a), tenemos que diN≤ 1 para todoN ∈T (T). En virtud de (2.6),T es convexo. 2

A continuación presentamos el teorema principal de esta sección.

Teorema 3.5.Un álgebra A es inclinada si y sólo si existe un A - ḿodulo sincero M tal que
ningún camino entre dos sumandos de M contiene un gancho.

Demostracíon. La suficiencia de la condición sigue de (3.4) y de (2.7).
Recı́procamente, supongamos queA es inclinada. Por (2.7), existe unA-módulo inclinante

convexoT. ComoT es inclinante, es fiel y, por lo tanto, sincero. Supongamos que existe un
camino que contiene un gancho

T ′ τL−→ ∗ −→ L T ′′

conT ′, T ′′ en indT. La convexidad deT implica queL, τL ∈ indT. Pero Ext1A(L,τL) 6= 0,
lo que contradice que Ext1

A(T,T) = 0. LuegoM = T satisface lo deseado. 2

El corolario que sigue es una consecuencia interesante del teorema anterior. UnA - módulo
indescomponible se dicedirigido si no existe ningún ciclo

M = M0−→M1−→ ·· · −→Mt = M

en indA.

Corolario 3.6. Sea A uńalgebra que admite un ḿodulo indescomponible sincero y dirigido.
Entonces A es inclinada.

Demostracíon. SeaM0
f1
−→M1−→ ·· ·

ft
−→Mt un camino en indA, conM0,Mt ∈ indM. Como

M es indescomponible, entoncesM0 = Mt
∼
= M. ComoM es dirigido, fi es un isomorfismo,

para todoi. Luego el camino no contiene ganchos. Ahora el enunciado sigue de (3.5). 2

La recı́proca de este corolario es falsa. En efecto, el álgebraA del ejemplo (2.8) es incli-
nada, pero no existe unA-módulo indescomponible sincero.

Demostraremos un resultado que muestra la importancia de las álgebras inclinadas: si
M es unA - módulo indescomponible dirigido arbitrario, entonces existe un álgebra in-
clinadaB tal queM es unB - módulo. Ası́, para estudiar la estructura de los módulos
indescomponibles dirigidos sobre un álgebra arbitraria,es suficiente estudiar los módulos
indescomponibles dirigidos sobre las álgebras inclinadas. A fin de probar esto, necesitamos
la siguiente definición.
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SeaM unA - módulo indescomponible. Elproyectivo PM que soporta a Mes por definición
la suma directaPM = ⊕Px de un conjunto completo de representantes de clases de isomor-
fismo deA - módulos proyectivos indescomponiblesPx tales que HomA(Px,M) 6= 0. El
soporte de Mes el álgebra SuppM = EndPM. Ası́,M es un módulo indescomponible sincero
si y sólo si SuppM ∼= A.

Corolario 3.7. Sea A uńalgebra de artin y M un ḿodulo indescomponible dirigido. En-
tonces B= SuppM es unálgebra inclinada.

Demostracíon. En virtud de la definición de soporte,M es unB - módulo indescomponible
y sincero. Por otra parte, un ciclo en indB induce un ciclo en indA. El enunciado resulta
entonces de (3.6). 2

En el caso considerado, el soporte es además convexo. Decimos, en efecto, que SuppM es
convexo en Asi, para toda sucesión

P0−→ P1−→ ·· · −→ Pt

de morfismos no nulos entre indescomponibles proyectivos, conP0,Pt ∈ addPM, tenemos que
Pi ∈ addPM para todoi. La demostración siguiente está inspirada en la hecha porBongartz
para álgebras sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Para demostrar este resultado utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.8. (a) Sea P
f
−→ Q

g
−→ X un camino enindA, con P,Q proyectivosy g f = 0.

Entonces existe un camino en indA de la forma P/radP−→U −→ X.

(b) Dualmente, sea X
f
−→ I

g
−→ J un camino enindA, con I,J inyectivos y g f= 0.

Entonces existe un camino enindA de la forma X−→V −→ socJ.

Demostracíon. Demostraremos la parte (a). La parte (b) se deduce por dualidad.
SeanS= P/radP y U = Q/ f (radP). En el diagrama de abajo, Ker(q f) = f−1 f (radP) =

radP+ Ker f = radP = Kerp. Luego el morfismof induce un monomorfismof : S−→U.
Además el móduloU es indescomponible, por ser imagen epimórfica no nula del proyectivo
indescomponibleQ. Por último, Kerq= f (radP)⊆ Kerg, de donde el morfismog se factori-
za a través del epimorfismo canónicoq, como se indica en el diagrama. Esto completa la
demostración.

P
f
−→Q

g
−→ X

p ↓ q ↓ ‖
S99K

f
U 99K

g
X

2

Proposición 3.9. Sea M un A−módulo indescomponible dirigido. Entonces B= SuppM es
convexo en A.

Demostracíon. Supongamos que SuppM no es convexo enA. Entonces existe un camino
P0−→ P1−→ ...−→ Pt , cont ≥ 2, P0,Pt ∈ indPM, y P1, ...,Pt−1 proyectivos que no están en
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indPM. Consideremos un tal camino con longitudt mı́nima. SeaSi = Pi/radPi , con 1≤ i ≤ t.
EntoncesPi−1 ≇ Pi. Dado que HomA(Pi−1,Si) = 0, podemos aplicar (3.8)(a) a cada uno de
los caminosPi−1−→ Pi −→ Si para deducir que existe un camino

(1) S1−→U2−→ S2−→ ...−→ St−1.

Como, por hipótesis,Pt está en SuppM y Pt−1 no está en SuppM, existe un caminoPt−1−→
Pt −→M con composición nula. Aplicando (3.8)(a) a este camino, seobtiene un camino

(2) St−1−→Ut −→M.

Ahora vamos a usar la equivalencia de Nakayama entre proyectivos e inyectivos para aplicar
(3.8) nuevamente. SeaIi = ν(Pi). ComoP0 ∈ indPM, P1 /∈ indPM, y HomA(Pi,M) = 0 si y
sólo si HomA(M, Ii) = 0, hay un camino de la formaM −→ I0−→ I1 con composición nula.
Deducimos, usando (3.8)(b), la existencia de un camino

(3) M −→U1−→ S1.

Concatenando los caminos(1),(2) y (3) obtenemos un caminoM−→U1−→S1−→U2−→
S2 −→ ... −→ St−1 −→Ut −→M. Como el móduloM es dirigido, todos los morfismos de
este camino deben ser isomorfismos. LuegoM ∼= S1. Pero esto es un absurdo, ya que por
hipótesis, HomA(P1,M) = 0. 2

Ejemplo 3.10
(a) SeaA dada por el carcaj
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ligado por todas las relaciones de conmutatividad posibles. El cálculo deΓ(modA) muestra
que éste es acı́clico

1

2
1

3
1

3 2
1

3

5
3 2
1

5 4
332
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54
32
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4
32
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5
3
1

4
3 2
1

4
2

6
544
32

6
54
3

6
54 6

.

6
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3 2

4 6
5

54
3

6
5 4

2
6
4

6
5 4

2

2 4
3 5

6
4
2

5
3

6
54
3

6
54
32
1

;;wwwwww

;;wwwwwww

##GG
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GG
G ;;wwwwww

##GG
GG

GG ;;wwwwww

##GG
GG

GG

##GG
GG

GG

;;wwwww

;;wwwww

##GGGGG

##GGGG
G

;;wwwwww

##GGGGGG ;;wwwwww

// //

;;wwwww ##GG
GG

G

##GG
GG

G

##GGGGG

##GG
GG

GG
;;wwwwww

;;wwwwwww

##GG
GG

GG ;;wwwwww ##GGGGGG ;;wwwwww ##GG
GG

GG

##GG
GG

GG
;;wwwwww

// // // //

;;wwwww

;;wwwwww ##GGGGGG

##GG
GG

GG;;wwwwww##GG
GG

GG

;;wwwwww ##GG
GG

GG
G

;;wwwwww

// //
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El módulo indescomponible proyectivo
6

5 4
3 2
1

es sincero y dirigido. Por lo tanto,A es incli-

nada.
(b) Para que un álgebra sea inclinada no es suficiente que haya un módulo indescom-

ponible sincero. En efecto, seaA dada por el carcaj

◦1 ◦3

◦
2

γ
oo

β

zztttttttt α
ddJJJJJJJJ

ligado por la relaciónαβ = 0. EntoncesΓ(modA) es

1
3 2
2 1 3

3
2 1

3 2
1

3
1

2
1

3
2

765401232
...

...
765401232
...

...

$$JJJJJJJ
::ttttt $$JJJJJ

::ttttttt

$$JJ
JJ

JJ
J ::ttttttt

::tttttttt
$$JJJJJJ ::tttttt

$$JJ
JJ

JJJ
J

::ttttttt $$JJ
JJJJJ

donde identificamos las dos copias del simple 2. Aquı́ tenemos varios módulos indescom-
ponibles sinceros, pero todos están sobre ciclos. Sin embargo, A no es inclinada, pues
dp3

1 = 2 = di 3
1, y (1.4) (b) afirma que los módulos indescomponibles de dimensión proyec-

tiva 2 sobre un álgebra inclinada tienen dimensión inyectiva menor o igual que uno.

En cambio, es fácil ver que el soporte del módulo indescomponible dirigido2
1 es el álgebra

dada por el carcaj

1
◦

β
←−

2
◦

mientras que el del módulo indescomponible dirigido3
2 es el álgebra cuyo carcaj es

2
◦

α
←−

3
◦

y estas dos álgebras son inclinadas, ya que son hereditarias.

4. RODAJAS Y RODAJAS COMPLETAS.

Si queremos verificar si un álgebra dada es inclinada debemos, de un modo u otro, re-
conocer el álgebra hereditaria de la cual ella es originaria. Ejemplos simples muestran que
esta información está codificada en el carcaj de Auslander-Reiten. Para explicar la idea,
retomamos un ejemplo visto anteriormente.
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Ejemplo 4.1.SeaA dada por el carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦4

β
oo

α
oo

γ
��

ligado por la relaciónαβ = 0. Entonces el carcaj de Auslander-Reiten deA está dado por

1

2

1

4

2

1

2

4

2

3

2

3  4

  2

4

3

f

f

f

f

f

f

f

f

f

f

.

Ya vimos (en (2.8)) que el móduloU = ⊕4
i=1Ui , conU1 =

4
2
1
, U2 =

4
2, U3 =

3 4
2 y U4 = 4

es inclinante convexo, y que el álgebraH = EndUA es el álgebra hereditaria de carcaj

◦
1

◦
2

◦
3

◦
4

oooooo .

Sabemos queU es unHop - módulo inclinante y el carcaj deHop reproduce exactamente
el subcarcaj pleno

4
2
1
−→ 4

2 −→
3 4
2 −→ 4

deΓ(modA). En otros términos, mirarΓ(modA) permite “recuperar” el álgebra hereditaria
H tal queA es el anillo de endomorfismos de unH-módulo inclinante. En efecto, por (II.4.2)
sabemos queA∼= (EndHU)

op∼
= EndDUH .

Notamos que, mirando el carcaj de Auslander-Reiten deH, podemos también hallar un
módulo inclinanteT tal queA∼= EndTH . Para ello buscamosH-módulos tales que el sub-
grafo del carcaj de Auslander-Reiten determinado por ellos“reproduzca” el carcaj deAop:
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2
1

1T1= 4

3
2

4
3

3
2
1

T2=

4
3
24

3
2
1

T4=

2 3T3=

$$JJJJ
JJ

JJ ::tttttttt

$$JJ
JJ

JJ
JJ ::tttttttt $$JJ

JJ
JJ

JJ ::tttttttt

$$J
JJ

JJJ
JJ ::tttttttt

::tttttttt $$JJ
JJ

JJJ
J ::tttttttt $$JJJ

JJ
JJ

J

Tenemos unH - módulo inclinanteT =⊕4
i=1Ti (conT1 = 1, T2 =

3
2
1
, T3 = 3 y T4 =

4
3
2
1
) tal que

A∼= EndTH .

A partir de este ejemplo, llegamos a dos conjuntos diferentes de axiomas, que son el objeto
de esta sección y de la sección siguiente.

Definición. Un conjunto finitoS ⊆ indA es unarodaja en modA si satisface los axiomas
siguientes:

(S1) ⊕U∈S U es unA - módulo sincero.
(S2) S es un conjunto convexo en indA.
(S3) Si 0−→ L −→M −→ N−→ 0 es una sucesión que casi se parte entonces a lo sumo

uno de los módulosL y N está enS .
El conjuntoS se llamarodaja completasi, además de los axiomas anteriores, satisface la

condición:
(S′3) Si 0−→ L −→ M −→ N −→ 0 es una sucesión que casi se parte y un sumando

indescomponible deM está enS entoncesL ∈S ó N ∈S .

Es fácil ver que en el ejemplo precedente, el conjunto
{

4
2
1
, 4

2, 3 4
2 ,4

}
es una rodaja com-

pleta. Por otra parte,
{

4
2
1
, 4

2, 3 4
2

}
es una rodaja, pero no es completa, como lo muestra la

sucesión que casi se parte

0−→ 3
2 −→

3 4
2 −→ 4 −→ 0 .

Lema 4.2.Sea T un A - ḿodulo inclinante convexo. EntoncesindT es una rodaja completa
enmodA.

Demostracíon. Verifiquemos los axiomas de la definición de rodaja completa.
(S1) T es sincero por ser inclinante.
(S2) Decir queT es convexo es decir que indT lo es.
(S3) Sea 0−→ τX −→ E−→ X −→ 0 una sucesión que casi se parte en modA. Suponga-

mos queτX y X están en indT. Entonces Ext1A(X,τX) 6= 0 contradice que Ext1
A(T,T) = 0.
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(S′3) Sea 0−→ τX −→ E⊕T0−→ X −→ 0 una sucesión que casi se parte conT0 ∈ indT.
En virtud de (2.6),T es separante. ComoT0 ∈ addT y HomA(T0,X) 6= 0, tenemos que
X ∈ T (T). Supongamos queX /∈ indT. ComoT es inclinante,τX /∈F (T), por (II.3.9).
Por lo tanto,τX ∈T (T). Finalmente, de HomA(τX,T0) 6= 0 y (2.3), resulta queτX ∈ indT.
2

Necesitaremos también el lema siguiente.

Lema 4.3.Sea M un A - ḿodulo convexo. Entonces:
(a) rad∞A(M,M) = 0.
(b) Si, adeḿas,EndM es conexo, el subcarcaj pleno deΓ(modA) definido porindM es

conexo.
Demostracíon. (a) Seam un número natural tal que radm

(EndM) = 0. Basta ver que

rad∞
A(X,Y) = 0 siempre queX,Y ∈ indM. Consideremos un caminoX = Xm

fm
−→ Xm−1→

·· ·
f1
−→ X0 = Y, con cadaXi ∈ indA y cada fi ∈ radA(Xi,Xi−1). Por la convexidad deM,

tenemos queXi ∈ indM para cadai. Como radm(EndM) = 0, resulta quef1 . . . fm = 0, lo que
prueba que rad∞A(X,Y) = 0.

(b) SeanX,Y dos sumandos indescomponibles deM tales que HomA(X,Y) 6= 0. Por (a) y
(I.3.4), existe un camino

X = X0
f1
−→ X1→ ·· ·

ft
−→ Xt = Y

de morfismos irreducibles con cadaXi ∈ indA. Por la convexidad deM, tenemos queXi ∈
indM para cadai, de lo que resulta el enunciado. 2

En lo que sigue notaremos|S | al cardinal del conjuntoS .

Nuestro próximo teorema muestra la relación entre las nociones de rodaja completa y de
módulo inclinante convexo.

Teorema 4.4.SeaS una rodaja enmodA y M = ⊕U∈S U. Entonces existe una rodaja
completaS ′⊇S . Adeḿas, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es un ḿodulo inclinante convexo.
(b) S es una rodaja completa.
(c) |S |= rgK0(A).

Demostracíon. Supongamos primero que existe un camino que contiene un ganchoM′ 
τX −→ ∗ −→ X  M′′, con M′,M′′ ∈ S . Por (S2), tenemos queX,τX ∈ S . Pero esto
contradice (S3). LuegoM satisface las hipótesis del Lema (3.4). Por lo tantoT =

⊕
{X ∈

indA : X es Ext-proyectivo deTM} es un módulo inclinante convexo, y existeN tal que
T = M⊕N. Luego|S | = |indM| ≤ |indT| = rgK0(A), y la igualdad vale si y sólo siM =

T. De aquı́ se desprende inmediatamente la equivalencia de (a)y (c), y también el primer
enunciado del teorema, ya queS ⊆ indT, que es una rodaja completa por (4.2). El mismo
(4.2) muestra que (a) implica (b).

Sólo resta probar que (b) implica (a), y para ello basta ver queM = T. Supongamos en-
tonces queS es una rodaja completa, y seaT ′ ∈ indT. ComoT ′ ∈ TM, existe un camino
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M′ = T0
f1
−→ T1−→ ·· ·

ft
−→ Tt = T ′

con M′ ∈ S ⊆ indT. ComoT es convexo, entoncesTi ∈ indT para todoi . Claramente,
basta probar queT1 ∈S . ComoT es inclinante y entonces conexo (ver (II.4.3)), por (4.3)
podemos suponer que en el camino precedente los morfismos sonirreducibles. Vamos a
considerar dos casos:

Caso 1:T1 es proyectivo. ComoM es sincero, existeM′′ ∈S tal que HomA(T1,M′′) 6= 0.
A partir del caminoM′→ T1→M′′ y de la convexidad deS , obtenemosT1 ∈S .

Caso 2:T1 no es proyectivo. Entonces existe una sucesión que casi se parte 0→ τT1→
M′⊕E→ T1→ 0. ComoτT1 /∈ indT, entoncesτT1 /∈S y, por (S′3), tenemos queT1 ∈S ,
como querı́amos. 2

Corolario 4.5. SeaS una rodaja en modA, y sea M=

⊕
U∈S

U. Entonces|S | ≤ rgK0(A),

existe una componente deΓ(modA) que contiene aS , M es un ḿodulo inclinante parcial y
rad∞

A(M,M) = 0.

Demostracíon. Se deduce inmediatamente de (4.3) y (4.4). 2

El corolario siguiente justifica el nombre de rodaja completa.

Corolario 4.6. SiS ′ es una rodaja enmodA que contiene una rodaja completaS , entonces
S ′

= S .

Demostracíon. A partir de (4.4), tenemos que|S | = rgK0(A) y |S ′| ≤ rgK0(A). Entonces
el corolario sigue de las desigualdades

rgK0(A) = |S | ≤
∣∣S ′

∣∣≤ rgK0(A) .

2

Deducimos también la recı́proca de (4.2).

Corolario 4.7. Un A - ḿodulo T es inclinante convexo si y solamente siindT es una rodaja
completa enmodA. En particular, una rodaja completa induce un subcarcaj conexo de
Γ(modA).

Demostracíon. Este corolario resulta de (4.2), (4.3) y (4.4). 2

La consecuencia más interesante es una nueva caracterización de las álgebras inclinadas.

Teorema 4.8.Sea A uńalgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a)A es unálgebra inclinada.
(b) Existe una rodaja completa enmodA.
(c) Existe una rodaja enmodA.
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Demostracíon. (a) implica (b) SiA es inclinada, existe un módulo inclinante convexoT.
Pero entonces, por (4.2), indT es una rodaja completa en modA.

(b) implica (c) Esta implicación es trivial.
(c) implica (a) De (4.4) resulta que existe unA-módulo inclinante convexo. 2

Finalmente, el resultado siguiente muestra cómo construir (todas) las rodajas completas.

Teorema 4.9. (a) Sea H unálgebra hereditaria, TH un ḿodulo inclinante y A= EndTH .
Entoncesind(HomH (T,DH)) es una rodaja completa enmodA.

(b) Rećıprocamente, sea A uńalgebra yS una rodaja completa enmodA. Entonces
M =⊕U∈S U es un ḿodulo inclinante convexo, H= EndM es hereditaria, TH = D(HM) es
inclinante yS = ind(HomH (T,DH)).

Demostracíon. (a) SeaMA = D(AT). ComoTH es co-inclinante,AT también lo es. Luego,
MA es inclinante. ComoH ∼= EndMA es hereditaria, el móduloMA es inclinante convexo,
por (2.6). Por lo tanto, en virtud de (4.2), indM es una rodaja completa en modA. Por otro
ladoMA = D(AT)

∼
= D(AT⊗H H)

∼
= HomH (T,DH). Ası́ queda demostrado (a).

(b) Resta probar que, recı́procamente, toda rodaja completa en modA es de la forma vista
en (a). SeaS una tal rodaja. Por (4.2),M = ⊕U∈S U es inclinante convexo. De (2.6),
obtenemos queH = EndMA es hereditaria yHM es inclinante, luego, co-inclinante. Por lo
tanto,TH = D(HM) es inclinante. En virtud de (II.4.2), tenemosA∼= EndTH . Pero entonces

⊕U∈S U = MA
∼
= D(AT)

∼
= HomH (T,DH)

Esto prueba queS es de la forma requerida. 2

Ejemplo 4.10. En general, la categorı́a de módulos de un álgebra inclinada contiene varias
rodajas completas. Por ejemplo, el álgebra dada por el carcaj

◦ ◦

◦ ◦

◦

◦

ddJJJJJJJJ zztttttttt ddJJJJJJJJ

ddJJJJJJJJ zztttttttt

zztttttttt ddJJJJJJJJ

con todas las relaciones de conmutatividad posibles, tieneel carcaj de Auslander-Reiten
siguiente (ver el ejemplo (3.8) (a))
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.

La región indicada contiene varias rodajas completas que realizan todas las orientaciones
posibles del diagrama de DynkinE6.

◦ ◦ ◦ .◦ ◦

◦

Por lo tanto, para cada orientación de este grafo, existe unmódulo inclinante sobre el álgebra
de caminos del carcaj resultante cuya álgebra de endomorfismos es isomorfa aA.

5. LAS SECCIONES: EL CRITERIO DEL IU Y SKOWROŃSKI.

Si bien la existencia de rodajas es un criterio muy satisfactorio cuando queremos saber si
un álgebra de representación finita es inclinada o no, estecriterio es más difı́cil de aplicar a
álgebras de representación infinita. En efecto, esta verificación presupone un buen conoci-
miento de la categorı́a de módulos. Sin embargo, el Corolario (4.5) nos dice que en realidad
basta conocer localmente el carcaj de Auslander-Reiten. Por ello, en esta sección estudia-
remos subcarcajes especiales deΓ(modA) con el objeto de obtener un criterio más fácil de
aplicar. Este criterio fue obtenido simultánea e independientemente por Liu y Skowroński.

En lo que sigue del capı́tulo,Γ designa una componente deΓ(modA).

Definición. SeaΓ una componente deΓ(modA). Unaseccíon Σ deΓ es un subcarcaj pleno
que satisface los axiomas siguientes:

(σ1) Σ es acı́clico.
(σ2) Para cada puntox deΓ, existe exactamente unn∈ Z tal queτnx∈ Σ0.
(σ3) Σ es convexo enΓ: si x = x0 −→ x1 −→ ·· · −→ xt = y es un camino enΓ con

x,y∈ Σ0, entoncesxi ∈ Σ0 para todoi.

Notemos que la noción de sección es puramente combinatoria. Observemos que la noción
de convexidad en (σ3) es diferente de la definida en la sección 2: en efecto, se trata aquı́ de
caminos enΓ, es decir de caminos formados por morfismos irreducibles, y no por morfismos
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arbitrarios. Es claro que si un conjuntoΣ ⊆ Γ es convexo (en el sentido de la sección 2),
entonces es convexo enΓ, pero la recı́proca es falsa en general.

Por ejemplo, la rodaja completa del ejemplo (4.1) es una sección.

Lema 5.1. SeaΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ una seccíon deΓ. Supongamos
que x→ y es una flecha enΓ.

a) Si x∈ Σ0, entonces o bien y∈ Σ0 , o bienτy∈ Σ0.
b) Si y∈ Σ0, entonces o bien x∈ Σ0, o bienτ−1x∈ Σ0.

Demostracíon. Probemos (a), ya que (b) es dual. Por(σ2), existe un enterom tal que
τmy∈ Σ0. Si m≤ 0, entonces existe un caminox−→ y−→ ∗ −→ τ−1y−→ ...−→ τmy en
Γ. Comox,τmy∈ Σ0, entonces por la convexidad(σ3), tenemos quey∈ Σ0. Luego,(σ2) nos
dam= 0. De la misma manera, sim> 0 tenemos queτy∈ Σ0. 2

Lema 5.2. SeanΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ una seccíon deΓ tal que
HomA(U,τV) = 0 para todo U, V ∈ Σ0. Entonces

(a) |Σ0| ≤ rg K0(A).
(b) rad∞

A (U,V) = 0 para todo U, V ∈ Σ0.
(c) HomA

(
τ−1U,V

)
= 0 para todo U, V ∈ Σ0.

Demostracíon. (a) Esto sigue del lema de Skowroński (II.5.7).
(b) SeanU , V ∈ Σ0 tales que rad∞A (U,V) 6= 0. Por el lema (I.3.5), existe, para cadai ≥ 0,

un camino de morfismos irreducibles entre módulos indescomponibles

Vi −→Vi−1−→ ·· · −→V1−→V0 = V

tal que rad∞A (U,Vi) 6= 0. ComoΣ es finita y acı́clica, existei0 ≥ 1 tal queVi0−1 ∈ Σ0 pero
Vi0 /∈ Σ0. Por el Lema (5.1), tenemosτ−1Vi0 ∈ Σ0. Pero entonces HomA

(
U,τ

(
τ−1Vi0

))
=

HomA(U,Vi0) 6= 0 contradice la hipótesis.
(c) SeanU0, V0 ∈ Σ0 tales que HomA

(
τ−1U0,V0

)
6= 0. Entonces no existe un camino de

morfismos irreduciblesτ−1U0 V0: en efecto, si existiera un tal camino, entonces habrı́a
un camino compuestoU0 −→ ∗ −→ τ−1U0 V0 en Γ, y la convexidad deΣ en Γ darı́a
τ−1U0 ∈ Σ0, una contradicción. Entonces rad∞

A

(
τ−1U0,V0

)
6= 0. ComoΣ es finita y acı́clica,

podemos suponer queU0 no tiene predecesor directoW ∈ Σ0 tal que rad∞A
(
τ−1W,V0

)
6= 0.

Por otra parte, observando que el morfismo minimal que casi separte a derechaE−→ τ−1U0
es sobreyectivo, tenemos que rad∞

A (W0,V0) 6= 0, para algún sumando indescomponibleW0 de
E. Como existe una flechaU0−→W0 enΓ, resulta del Lema (5.1) que uno de los módulos
W0, τW0 pertenece aΣ0. Por nuestra hipótesis sobreU0, tenemos queτW0 /∈ Σ0. Entonces
W0 ∈ Σ0 y esto contradice (b). 2

El lema siguiente es dual de (5.2).

Lema 5.3. SeanΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ una seccíon deΓ tal que
HomA

(
τ−1U,V

)
= 0 para todo U, V ∈ Σ0. Entonces

(a) |Σ0| ≤ rg K0(A).
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(b) rad∞
A (U,V) = 0 para todo U, V ∈ Σ0.

(c) HomA(U,τV) = 0 para todo U, V ∈ Σ0. �

Una primera consecuencia evidente es el corolario siguiente.

Corolario 5.4. SeanΓ una componente conexa deΓ(modA), Σ una seccíon de Γ y
T =

⊕
U∈Σ0

U . EntoncesHomA(T,τT) = 0 si y śolo siHomA
(
τ−1T,T

)
= 0 . �

Un subcarcaj plenoΣ deΓ se dicefiel si su anulador AnnΣ =

⋂
M∈Σ0

Ann M =

{a∈ A : Ma = 0 para todoM ∈ Σ0} es el ideal nulo.

Lema 5.5.SeaΓ una componente deΓ(modA) y Σ un subcarcaj finito y aćıclico deΓ.
(a) Si, para todo M∈ Σ0 y morfismo irreducible M−→ N, tenemos que N∈ Σ0 o τN ∈

Σ0, entonces todo morfismo no nulo M−→U, con M∈ Σ0 y U /∈ Σ0 indescomponible, se
factoriza poradd

(
τ−1Σ

)
.

(b) Si, para todo M∈ Σ0 y morfismo irreducible L−→M, tenemos que L∈ Σ0 o τ−1L ∈
Σ0, entonces todo morfismo no nulo U−→ M, con M∈ Σ0 y U /∈ Σ0 indescomponible, se
factoriza poradd(τΣ).

Demostracíon. Es suficiente probar (b), ya que (a) es dual. Seaf : U −→ M como en
el enunciado. Vamos a proceder por recurrencia, puesto queΣ es acı́clico. Supongamos
primero queM es una fuente deΣ, y seag : E−→M el morfismo minimal que casi se parte a
derecha. ComoM es una fuente deΣ, ningún sumando directo deE pertenece aΣ0. En virtud
de la hipótesis,E ∈ add(τΣ). Como f se factoriza porg, hemos terminado. Supongamos
ahora queM no es una fuente y que el enunciado se verifica para todo predecesor propio
M′ de M sobreΣ. Seag : E −→ M el morfismo minimal que casi se parte a derecha. Por
hipótesis,E = E′⊕E′′, dondeE′ ∈ add(τΣ), mientras que todos los sumandos directos de
E′′ pertenecen aΣ0 y son predecesores deM. Entoncesf se factoriza porg = [g′ g′′] : E′⊕

E′′ −→M, o sea, existeh =

[
h′
h′′

]
: U −→ E′⊕E′′ tal que f = gh= g′h′+g′′h′′. Finalmente,

por la recurrencia,h′′ se factoriza por add(τΣ). 2

Lema 5.6. SeanΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ una seccíon fiel deΓ tal que
HomA(U,τV) = 0 para todo U, V ∈ Σ0. Entonces T=

⊕
U

U∈Σ0

es un ḿodulo inclinante con-

vexo.

Demostracíon. Por (II.2.7),T es un módulo inclinante parcial. Además, sigue de (II.1.7)
que una addT - aproximación a izquierdaf : A−→ Td es inyectiva. Entonces tenemos una
sucesión exacta

0−→ A
f
−→ Td g

−→ X −→ 0.

Afirmamos queT⊕X es inclinante. Como dpT ≤ 1 y A es proyectivo, tenemos que dpX≤ 1.
Entonces dp(T⊕X)≤ 1.

Aplicando el funtor HomA(−,T), obtenemos una sucesión exacta
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· · · −→ HomA(Td,T)

HomA( f ,T)

−→ HomA(A,T)−→ Ext1A(X,T)−→ Ext1A(Td,T) = 0.

Por (II.1.7), HomA( f ,T) es sobreyectivo. Por lo tanto, Ext1
A(X,T) = 0. Aplicando suce-

sivamente HomA(X,−) y HomA(T,−) a la misma sucesión exacta, se tiene

0 = Ext1A(X,Td
)−→ Ext1A(X,X)−→ Ext2A(X,A) = 0

y
0 = Ext1A(T,Td

)−→ Ext1A(T,X)−→ Ext2A(T,A) = 0

dado que dp(T⊕X) ≤ 1. Entonces Ext1
A(X,X) = 0 y Ext1A(T,X) = 0. Por consiguiente,

Ext1A(T⊕X,T⊕X) = 0 y T⊕X es inclinante.
Para probar queT es un módulo inclinante, es suficiente mostrar queX ∈ addT. Si esto

no ocurre, existeU ∈ indX tal queU /∈ addT. Como HomA(T,U) 6= 0, existe un sumando
indescomponibleT0 de T tal que HomA(T0,U) 6= 0. ComoΣ es finita y acı́clica, podemos
suponer queT0 no tiene sucesor directoT ′0 ∈ Σ0 tal que HomA

(
T ′0,U

)
6= 0. ComoU /∈ Σ0,

tenemos que rad(T0,U) 6= 0. Considerando el morfismo minimal que casi se parte a izquierda
empezando enT0, existe una flechaT0−→V enΓ tal que HomA(V,U) 6= 0. Por (5.1),V ∈ Σ0
o τV ∈ Σ0. Por nuestra hipótesis sobreT0, tenemos queV /∈ Σ0, pero

Ext1A(U,τV)
∼
= DHomA

(
τ
(
τ−1V

)
,U

)
= DHomA(V,U) 6= 0

contradice que Ext1
A(X,T) = 0. Esto prueba queT es inclinante.

Finalmente, para probar queT es convexo, hay que probar queH = EndTA es hereditaria
(ver (2.6)). SeanP unH - módulo proyectivo indescomponible, yf : Y −→ P un monomor-
fismo conY indescomponible. Tenemos que probar queY es proyectivo. ComoY 6= 0, existe
un morfismo no nulof ′ : Q−→ Y, conQ proyectivo indescomponible. ComoP y Q son
proyectivos, tenemos queP, Q ∈ Y (T). LuegoY ∈ Y (T), puesY es submódulo deP.
Entonces existen morfismosg : M −→ T0 y g′ : T1−→M, conT0, T1 ∈ addT y M ∈ T (T),
tales queP = HomA(T,T0), Q = HomA(T,T1), Y = HomA(T,M), f = HomA(T,g) y f ′ =
HomA(T,g′). Como f es un monomorfismo, tenemos quef f ′ 6= 0. Entoncesgg′ 6= 0. Si al-
guno de los morfismosg, g′ estuviera en el radical infinito de modA, entonces rad∞A (T1,T0) 6=
0, lo que contradice (5.2)(b). Entonces existen caminos enΓ deT1 aM y deM aT0. La con-
vexidad deΣ enΓ implica queM ∈ addT, de dondeY es proyectivo. 2

Ahora estamos preparados para probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 5.7.SeanΓ una componente conexa deΓ(modA) y Σ un subcarcaj pleno y convexo
de Γ. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) Σ es una sección fiel tal queHomA(U,τV) = 0, para todo U,V ∈ Σ0.
(b) Σ es una sección fiel tal queHomA

(
τ−1U,V

)
= 0, para todo U,V ∈ Σ0.

(c) T =

⊕
U∈Σ0

U es un ḿodulo inclinante convexo.

Demostracíon. Por (5.4), (a) y (b) son equivalentes y, por (5.6), tenemos que (a) implica (c).
Entonces basta probar que (c) implica (a).
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Supongamos queT es un módulo inclinante convexo. En particular, es fiel. Porlo tanto,
Σ es fiel. Además, HomA(T,τT)

∼
= DExt1A(T,T) = 0. Finalmente,Σ0 = indT es convexo

en indA, luego a fortiori convexo enΓ. Por (2.6), EndT es hereditaria. Luego EndT es
triangular yΣ es acı́clico. Nos resta probar (σ2).

Comenzamos por verificar queΣ corta a cadaτ - órbita deΓ. Para ello basta ver que,
si M ∈ Σ0 y L ∈ Γ pertenecen a dos órbitas vecinas, entoncesΣ corta a la órbita deL.
Supongamos que existe un morfismo irreducibleτnM −→ L o L −→ τnM, para un cierto
n∈Z. Renombrando si es necesario aL, podemos suponer que|n| es mı́nimo para la familia
de morfismos irreducibles que conectan un módulo de la órbita deM con uno de la órbita de
L. Consideramos tres casos :

Caso 1. n < 0. En este caso no existe morfismo irreducibleL→ τnM, porque de lo
contrario también tendrı́amos unoτn+1M→ L, contra la minimalidad de|n|. Luego tenemos
un morfismo irreducibleτnM → L. Análogamente,L debe ser proyectivo, ya que de lo
contrario tendrı́amos un morfismo irreducibleτn+1M → τL, contra la minimalidad de|n|.
Entonces, por la sinceridad deT, existe un morfismo no nuloL→M′, conM′ ∈ Σ0. Luego
tenemos un camino en indA: M→·· ·→ τnM→ L→M′, de dondeL∈Σ0, por la convexidad.

Caso 2.n > 0. Este caso es dual del anterior.
Caso 3.n = 0. Tenemos un morfismo irreducibleM→ L ó L→ M. En el primer caso,

L∈T (T). SiL es proyectivo, entoncesL∈ Σ0. Suponemos entonces queL no es proyectivo.
Si τL ∈T (T), de (2.3) obtenemos queτL ∈ Σ0 y, si τL /∈T (T), resulta queτL ∈F (T), de
dondeL ∈ Σ0. De modo que en el primer caso, o bienL ∈ Σ0, o bienτL ∈ Σ0. En el segundo
caso tenemos un morfismo irreducibleL→M. Si L es inyectivo, entoncesL ∈ T (T) y, por
(2.3), L ∈ Σ0. Por último, siL no es inyectivo, hay un morfismoM → τ−1L y usando el
primer caso concluimos que, o bienτ−1L ∈ Σ0, o bienL = τ(τ−1L) ∈ Σ0.

Esto termina la demostración de queΣ corta a cadaτ-órbita deΓ. A continuación pro-
baremos que la corta una sola vez: siM y τmM (con m > 0) pertenecen ambos aΣ0, del
caminoτmM→ ·· · → τM→ ∗→M deducimos queτM ∈ Σ0, porqueT es convexo. Pero
Ext1A(M,τM) 6= 0, lo que contradice la hipótesis queT es inclinante. Ası́, hemos probado
queΣ verifica las condiciones de (a). 2

La primera consecuencia de este teorema es el criterio de Liu-Skowroński.

Corolario 5.8. Sea A uńalgebra de artin. Las condiciones siguientes son equivalentes:
(a)A es inclinada.
(b) Γ(modA) contiene una sección fielΣ tal queHomA(U,τV) = 0 para todo U,V ∈ Σ0.
(c) Γ(modA) contiene una sección fielΣ tal queHomA(τ−1U,V) = 0 para todo U,V ∈ Σ0.

Demostracíon. ComoA es inclinada, por (2.7) existe un módulo inclinante convexo y por
(II.4.3) sabemos que EndTA es conexo. Resulta entonces de (4.3) que el subcarcaj pleno de
Γ(modA) determinado por indT es conexo y por lo tanto está contenido en una componente
conexa deΓ(modA). El resultado es entonces consecuencia de (5.7). 2

El resultado siguiente es menos inmediato.
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Corolario 5.9. Un conjuntoΣ0 ⊆ indA es una rodaja completa enmodA si y śolo si el
subcarcajΣ determinado porΣ0 es una sección tal que:

(a) HomA(U,τV) = 0 para todo U,V ∈ Σ0.
(b) dpU ≤ 1 para todo U∈ Σ0.
(c) diU ≤ 1 para todo U∈ Σ0.

Demostracíon. SeaΣ0 una rodaja completa en modA. Por (II.4.4),T =

⊕
u∈Σ0

U es un
módulo inclinante convexo, cuyo anillo de endomorfismos esconexo (ver (II.4.3)). En par-
ticular, por (4.3)(b),Σ está contenida en una componente conexaΓ de Γ(modA). Ası́, de
(5.7) deducimos (a) y (b). Por dualidad,T es también co-inclinante, por lo que obtenemos
también (c).

Recı́procamente, seaΣ una sección enΓ que satisface (a), (b) y (c). Por (5.2),Σ es finita,
de dondeT es un módulo finitamente generado. Como Ext1

A(T,T)
∼
= DHomA(T,τT) = 0,

tenemos queT es inclinante parcial. Luego, existeE tal queT⊕E es inclinante. Supong-
amos queE /∈ addT. Como End(T⊕E) es conexo (por (II.4.3)), existe un sumando directo
E′ deE que no está en addT tal que HomA(T,E′) 6= 0 ó HomA(E′,T) 6= 0. Por (5.5) ten-
emos que HomA

(
τ−1T,E′

)
6= 0 ó HomA(E′,τT) 6= 0. En el primer caso, Ext1

A(E′,T) 6= 0
(ya que diT ≤ 1) y, en el segundo caso, Ext1

A(T,E′) 6= 0 (ya que dpT ≤ 1). Esto contradice
la hipótesis queT⊕E es inclinante. Por lo tanto,E ∈ addT y T es fiel. Entonces, a partir de
(5.3), obtenemos queΣ0 es una rodaja completa. 2

Mucho trabajo ha sido dedicado al estudio de las componentesdel carcaj de Auslander-
Reiten de un álgebra inclinada. Aunque actualmente se conocen buenas caracterizaciones,
este estudio se sitúa fuera del marco de esta monografı́a. Nos limitaremos a algunas obser-
vaciones. Para comenzar, damos una definición.

SeaA un álgebra inclinada. Llamamoscomponente de conexión deΓ(modA) a una com-
ponente que contiene rodajas completas. A partir de (4.7) tenemos queΓ(modA) contiene al
menos una componente de conexión.

Proposición 5.10. Sean A uńalgebra inclinada, n= rg K0(A), Σ una rodaja completa en
modA y Γ la componente deΓ(modA) que contiene aΣ. Entonces:

(a) Γ es aćıclica y tiene exactamente nτ-órbitas.
(b) rad∞

A(X,Y) = 0 para todo X,Y ∈ Γ.
(c) Si T =

⊕
U∈ΣU y Γ′ 6= Γ es otra componente deΓ(modA), existen dos casos posibles:

(i) Γ′ ⊆T (T) y entoncesΓ′ no contiene proyectivos.
(ii) Γ′ ⊆F (T) y entoncesΓ′ no contiene inyectivos.

Demostracíon. (a) Supongamos por el absurdo que existe un ciclo de morfismos irreducibles
M0−→M1−→ ·· · −→Mt = M0 enΓ. ComoΣ es una sección (ver (5.9)), para cadai existe
ni ∈ Z tal queτni Mi ∈ Σ. Podemos suponer que existeni tal queni ≥ 0 y j tal quen j ≤ 0.
En efecto, sini > 0 para todoi, consideramosm= mini ni y aplicamosτ−m a todo el ciclo.
De la misma manera, sini < 0 para todoi, escribimosm′ = maxi ni y aplicamosτ−m′ . Esto
establece nuestra afirmación.

Por lo tanto, tenemos dos caminos de morfismos irreduciblesτni Mi Mi y M j  τn j M j .
Componiendo, obtenemos un camino de morfismos irreducibles
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τni Mi Mi −→Mi+1−→ ·· · −→M0−→M1−→ ·· · −→M j  τn j M j .
Comoτni Mi ∈ Σ y τn j M j ∈ Σ, por la convexidad tenemos que todos losMi están enΣ, y
esto contradice queΣ es acı́clica, por ser una sección. Esto prueba queΓ es acı́clica. Por
otro lado, por (4.4),|Σ|= n, y como la secciónΣ corta a cadaτ-órbita exactamente una vez,
resulta inmediatamente queΣ tiene exactamenten τ-órbitas.

(b) SeanX,Y ∈ Γ tales que rad∞A(X,Y) 6= 0. Por (I.3.5), existe un camino infinito de
morfismos irreducibles

X = X0→ X1→ ·· · → Xi → ·· ·

tales que rad∞A(Xi,Y) 6= 0 para cadai. Veamos que existep≥ 0 tal queXp es sucesor deΣ en
Γ. ComoΓ tiene sólon τ-órbitas, una de ellas contiene aXi para infinitos valoresik del ı́ndice
i. ComoΣ corta a cadaτ-órbita, existeM en Σ y números enterostk tales queXik = τ tkM.
Por (a),Γ es acı́clica. Luego la sucesión(tk) es estrictamente decreciente y entonces existe
m tal quetm < 0. Pero entoncesp = im satisface lo deseado. Ahora bien, rad∞

A(Xp,Y) 6= 0
implica que existe un camino infinito de morfismos irreducibles

· · · →Yj → ·· · →Y1→Y0 = Y

tal que rad∞A(Xp,Yj) 6= 0 para cadaj. Ahora se deduce igual que antes que existeq≥ 0 tal
queYq es predecesor deΣ enΓ.

Tenemos ası́ un caminoZ0 → Z1 → ·· · → Zi = Xp → Yq = U0 → ·· · → Us en indA,
con Z0,Us ∈ Σ. Por la convexidad deΣ en indA, deducimos queXp,Yq ∈ Σ, de donde
rad∞

A(Xp,Yq) = 0, por (4.3). Esto contradice que rad∞
A(Xp,Yj) 6= 0 para cadaj, probando

(b).
(c) Supongamos queM ∈ Γ′. ComoT es separante, tenemos dos casos:M ∈ T (T) ó

M ∈F (T). Supongamos queM ∈T (T). Entonces, probaremos queΓ′ ⊆T (T).
Si Γ′ * T (T), existeN ∈ Γ′ tal queN ∈ F (T). Como la componenteΓ′ es conexa,

podemos suponer que existe un morfismo irreducibleM−→N ó N−→M. ComoN∈F (T)

y M ∈T (T), tenemos un morfismo irreducibleN→M. Por otra parte,M ∈ Γ′ no pertenece
aΣ⊆ Γ y entoncesM no es Ext-proyectivo enT (T). Pero tenemos un morfismo irreducible
τM→ N y esto es absurdo, porqueN ∈F (T). Ası́,Γ′ ∈ T (T).

La segunda parte de (i) a saber, queΓ′ no contiene proyectivos, resulta del hecho que los
únicos proyectivos deT (T) pertenecen aΣ y, por lo tanto, aΓ. Hemos probado queΓ′
verifica (i).

Finalmente, siM ∈F (T), se prueba análogamente queΓ′ verifica (ii). 2

Este enunciado dice que cada componente de conexiónΓ “separa” a la categorı́a de
módulos del álgebra inclinadaA de la manera siguiente.
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Σ

Γ

donde los morfismos van de izquierda a derecha,Γ es acı́clica, toda componenteΓ′ contenida
enT (T) está “a la derecha” deΓ, y todos sus módulos son generados porT. De la misma
manera toda componenteΓ′′ contenida enF (T) está “a la izquierda” deΓ, y todos sus
módulos son cogenerados porΓ.

Ejemplo 5.11.(a) SeaA dada por el carcaj
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y tal que rad2A = 0 (esto quiere decir que la composición de dos flechas cualesquiera es
nula). El carcaj de Auslander-ReitenΓ(modA) está dado por
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Γ

La componente centralΓ, que contiene a 2, es una componente de conexión (y, de hecho, la
única componente de conexión), puesto que ella contiene ala rodaja completa

{
2 2
1 ,2, 3

2 2

}
.

Las componentes que preceden aΓ son la componente postproyectiva, que contiene a 1, y
una familia de tubos estables: estos son en efecto las componentes postproyectiva y regular
del álgebra de Kronecker

◦
1

◦
2

oo
oo

(ver [AuRS], pág. 302). Dualmente, las componentes que siguen aΓ son tubos estables y
una componente preinyectiva que son las componentes preinyectiva y regular del álgebra de
Kronecker

◦
2

◦
3

oo
oo

(en efecto, esto sigue del hecho queA es de radical cuadrado nulo, ver [AuRS], pág. 344).

(b) El ejemplo anterior muestra porqué suponer que una componente contiene una sección
no es suficiente para concluir que la componente es de conexi´on. En efecto, la componente
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postproyectiva contiene una sección
{

1, 2
1 1

}
, pero ésta no es fiel, ya que el proyectivo3

2 2
no es cogenerado por ella. Por lo tanto, la componente no es deconexión.

6. ÁLGEBRAS DE ENDOMORFISMOS DE ḾODULOS INCLINANTES PARCIALES.

Vamos a concluir este trabajo con un teorema, de Happel, que dice que siT es un módulo
inclinante parcial sobre un álgebra hereditaria, entonces EndT es un álgebra inclinada.

Lema 6.1.Sea H uńalgebra hereditaria y T un H - ḿodulo inclinante parcial. Entonces T
es inclinante si y śolo si, para todo H - ḿodulo M 6= 0 tal queExt1H (M,M) = 0, se tiene que
HomH (M,T) 6= 0 ó Ext1H (M,T) 6= 0.

Demostracíon. SeaT un H - módulo inclinante. Por la observación (2.5), existe una
sucesión exacta corta

0−→ T1−→ T0−→ DH −→ 0

con T0,T1 ∈ addT, ya queDH ∈ T (T). Aplicando el funtor HomH (M,−) a la sucesión
anterior obtenemos

0→ HomH (M,T1)→ HomH (M,T0)→ HomH (M,DH)→ Ext1H (M,T1)→ Ext1H (M,T0)→ 0.

Luego, HomH (M,T) = 0 y Ext1H (M,T) = 0 implican HomH (M,DH) = 0 y, por consi-
guiente,M = 0. Esto prueba la necesidad.

Para probar la suficiencia, seaT un módulo inclinante parcial que verifica la propiedad
enunciada. Para mostrar queT es inclinante, vamos a probar que una addT- aproximación a
izquierdaf : HH −→ T0 (conT0 ∈ addT ) es inyectiva y, luego, que el conúcleoC = Cokerf
pertenece a addT.

Si aplicamos el funtor HomH (−,T) a las sucesiones exactas cortas

0−→ Ker f −→ H
f
−→ Im f −→ 0 y 0−→ Im f −→ T0−→C−→ 0

obtenemos, respectivamente, las sucesiones exactas

0−→ HomH (Im f ,T)

HomH( f ,T)

−→ HomH (H,T)−→ HomH (Kerf ,T)−→

−→ Ext1H (Im f ,T)−→ Ext1H (H,T) = 0−→ Ext1H (Kerf ,T)−→ 0

y
0−→ HomH (C,T)−→ HomH (T0,T)−→HomH (Im f ,T)−→

−→ Ext1H (C,T)−→ Ext1H (T0,T) = 0−→ Ext1H (Im f ,T)−→ 0,

ya queH es hereditaria. En particular, Ext1
H (Ker f ,T) = 0 y Ext1H (Im f ,T) = 0.

Como HomH ( f ,T) es sobreyectivo, yf es una addT - aproximación a izquierda, también
tenemos que HomH (Ker f ,T)= 0. Además, aplicando el funtor HomH (−,Ker f ) a la sucesión

0−→Ker f −→H
f
−→ Im f −→ 0 obtenemos en forma análoga que Ext1

H (Ker f ,Ker f ) = 0.
Por hipótesis, Kerf = 0, y f es inyectiva.
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Entonces tenemos la sucesión exacta corta

0−→ H
f
−→ T0

g
−→C−→ 0.

Aplicando HomH (T,−), obtenemos un epimorfismo

0 = Ext1H (T,T0)−→ Ext1H (T,C)−→ 0

de donde Ext1H (T,C) = 0. Aplicando HomH (−,T) a la misma sucesión, se obtiene una
sucesión exacta

0→HomH (C,T)→ HomH (T0,T)

HomH( f ,T)

−→ HomH (H,T)−→ Ext1H (C,T)−→ 0.

Como HomH ( f ,T) es sobreyectivo, Ext1
H (C,T) = 0. Por último, HomH (C,−) aplicado a

la misma sucesión exacta corta nos da un epimorfismo

0 = Ext1H (C,T0)−→ Ext1H (C,C)−→ 0

de donde Ext1H (C,C) = 0. Luego, Ext1H (T⊕C,T⊕C) = 0 y T⊕C es un módulo inclinante.
Para probar queT es inclinante nos resta mostrar queC∈ addT. Supongamos queC 6= 0.

Como Ext1H (C,T) = 0, de nuestra hipótesis resulta que HomH (C,T) 6= 0. Seah : C−→ T1
(conT1 ∈ addT ) una addT-aproximación a izquierda. Aplicando el funtor HomH (−,T) a
las sucesiones exactas cortas

0−→ Kerh−→C
h
−→ Imh−→ 0

y
0−→ Imh−→ T1−→ Cokerh−→ 0

obtenemos las sucesiones exactas

0−→ HomH (Cokerh,T)−→HomH (T1,T)−→HomH (Imh,T)−→

−→ Ext1H (Cokerh,T)−→ Ext1H (T1,T) = 0−→ Ext1H (Imh,T)−→ 0

y

0−→HomH (Imh,T)

HomH(h,T)

−→ HomH (C,T)−→ HomH (Kerh,T)−→

−→ Ext1H (Imh,T)−→ Ext1H (C,T) = 0−→ Ext1H (Kerh,T)−→ 0.

En particular, Ext1H (Imh,T) = 0 y Ext1H (Kerh,T) = 0. Como HomH (h,T) es sobreyec-
tivo, tenemos que HomH (Kerh,T) = 0. Finalmente, aplicando HomH (Kerh,−) a la primera
sucesión de más arriba, obtenemos una sucesión exacta

0−→ HomH (Kerh,Kerh)−→ HomH (Kerh,C)

HomH (Kerh,h)

−→ HomH (Kerh, Imh)−→

−→ Ext1H (Kerh,Kerh)−→ Ext1H (Kerh,C)−→ Ext1H (Kerh, Imh)−→ 0.

La inclusion Imh→T1 induce un monomorfismo HomH(Kerh, Imh)→HomH(Kerh,T1) =

0, entonces HomH(Kerh, Imh) = 0 y tenemos un monomorfismo

0−→ Ext1H (Kerh,Kerh)−→ Ext1H (Kerh,C) .
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Por otro lado, HomH (−,C) aplicado a la primera sucesión nos da un epimorfismo

0 = Ext1H (C,C)−→ Ext1H (Kerh,C)−→ 0.

Por lo tanto, Ext1H (Kerh,C) = 0. Luego, Ext1H (Kerh,Kerh) = 0. Por nuestra hipótesis,
Kerh = 0. Entoncesh es inyectiva y tenemos una sucesión exacta

0−→C
h
−→ T1−→ Cokerh−→ 0. (∗)

Aplicando HomH (−,T) a (∗), se tiene una sucesión exacta

HomH (T1,T)

HomH(h,T)

−→ HomH (C,T)−→ Ext1H (Cokerh,T)−→ Ext1H (T1,T) = 0.

Como HomH (h,T) es sobreyectivo, resulta que Ext1
H (Cokerh,T) = 0. Luego, aplicando

HomH (Cokerh,−) a la sucesión exacta corta

0−→ H
f
−→ T0

g
−→C−→ 0

obtenemos un epimorfismo

0 = Ext1H (Cokerh,T0)−→ Ext1H (Cokerh,C)−→ 0,

de donde Ext1H (Cokerh,C) = 0. Por lo tanto, la sucesión(∗) se parte yC ∈ addT. Esto
termina la demostración del lema. 2

Probaremos el principal resultado de esta sección por recurrencia. La noción clave es la
categorı́a perpendicular definida por Geigle y Lenzing.

Definición. SeaA un álgebra de artin yT un A - módulo inclinante parcial. Lacategoŕıa
perpendicular T⊥ deT es la subcategorı́a plena de modA cuya clase de objetos es

T⊥ =

{
X ∈ modA : HomA(T,X) = 0 y Ext1A(T,X) = 0

}
.

En la notación de la sección (II.2), tenemos

T⊥ = T1(T)∩F0(T).

Hay una caracterización de módulos inclinantes en términos de la categorı́a perpendicular.

Proposición 6.2. Sea T un ḿodulo inclinante parcial. Entonces T es inclinante si y sólo si
T⊥ = 0.

Demostracíon. SeaT un módulo inclinante. Entonces, por (II.3.5) tenemosT0(T) = T1(T).
Por lo tantoT⊥ = T1(T)∩F0(T) = T0(T)∩F0(T) = 0.

Recı́procamente, seaT un módulo inclinante parcial tal queT⊥ = 0. Para probar queT es
inclinante, basta probar queT0(T) = T1(T) (ver (II.3.5)). Como ya sabemos queT0(T)⊆
T1(T) (por (II.2.5)), tenemos que probar que cadaX ∈ T1(T) pertenece aT0(T) = GenT.
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Podemos suponer queX 6= 0. ComoX ∈ T1(T) y, por hipótesis,T1(T)∩F0(T) = 0, tene-
mos queX /∈F0(T) y entonces HomA(T,X) 6= 0. Seaf0 : T0→ X una addT-aproximación
a derecha, conT0 ∈ addT. Tenemos una sucesión exacta

T0
f
−→ X→C→ 0

conC = Cokerf . SeaN = Im f y f = ip la factorización canónica def . En particular,N está
generado porT0, de dondeN ∈ T0(T). Ası́, aplicando el funtor HomA(T,−) a la sucesión
exacta corta

0→ N
i
−→ X→C→ 0

conseguimos primero Ext1
A(T,C) = 0 (porqueX ∈ T1(T) ) y segundo una sucesión exacta

corta
0→ HomA(T,N)→ HomA(T,X)→ HomA(T,C)→ 0.

Ahora, seag : T→ X un morfismo. Comof : T0→ X es una addT- aproximación a derecha,
existeh : T → T0 tal queg = f h = (ip)h = i(ph). Entonces HomA(T, i) es un epimorfismo
y HomA(T,C) = 0. Esto muestra queC ∈ T⊥ y entoncesC = 0. Por lo tantoX ∈ GenT =

T0(T) y luegoT es inclinante. 2

Ejemplo 6.3.SeaA el álgebra de caminos del carcaj

◦
1

◦
2

◦3

◦4.

oo zztttttttt

ddJJJJJJJJ

Entonces el carcaj de Auslander-Reiten deA está dado por

1

2

1

2

3

2

1

4

2

1

3  4

2  2

  1

3  4

  2

  1

4

2

3

2

3  4

  2
3

4

f

f f

f

f

f

f

f

f

f fff

M=

.

Si T =
3
2, es fácil ver queT es un módulo inclinante parcial indescomponible. Los

módulos indescomponibles deT⊥ son aquéllos que están sombreados. En efecto, es in-
mediato que, paraX ∈ indA, se tiene

HomA(T,X) 6= 0 si y sólo siX ∈
{

3
2, 3 4

2 ,3
}
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y

Ext1A(T,X) 6= 0 si y sólo siX ∈
{

1, 2
1,

4
2
1

}

(lo que puede verse usando el isomorfismo Ext1
A(T,X)

∼
= DHomA(X,τT), válido porque

dpT ≤ 1).

Lema 6.4.Sea T un ḿodulo inclinante parcial. Entonces la categorı́a perpendicular T⊥ es
una subcategorı́a abeliana demodA, cerrada por extensiones.

Demostracíon. Para probar queT⊥ es una subcategorı́a abeliana de modA, es suficiente
mostrar que, para todo morfismof : X −→ Y en modA, conX,Y ∈ T⊥, los módulosK =

Ker f , J = Im f y C = Cokerf están enT⊥.
Se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas

0−→ K −→ X −→ J−→ 0 y 0−→ J−→Y −→C−→ 0.

Puesto que dpT ≤ 1, al aplicar el funtor HomA(T,−) obtenemos las sucesiones exactas

0−→HomA(T,K)−→ HomA(T,X)−→ HomA(T,J)−→

−→ Ext1A(T,K)−→ Ext1A(T,X)−→ Ext1A(T,J)−→ 0

y

0−→ HomA(T,J)−→ HomA(T,Y)−→ HomA(T,C)−→

−→ Ext1A(T,J)−→ Ext1A(T,Y)−→ Ext1A(T,C)−→ 0

ComoX,Y∈ T⊥, de la primera sucesión exacta obtenemos: HomA(T,K) = 0 y Ext1A(T,J) =

0, y de la segunda: HomA(T,J) = 0 y Ext1A(T,C) = 0. Luego,J ∈ T⊥, Ext1A(T,K) = 0 (de
dondeK ∈ T⊥) y, por último, HomA(T,C) = 0 (de dondeC∈ T⊥).

Finalmente, si

0−→ X −→Y −→ Z−→ 0

es una sucesión exacta corta conX,Z ∈ T⊥, se prueba de la misma manera queY ∈ T⊥. 2

Ahora vamos a presentar un teorema de reducción, debido a Geigle y Lenzing.

Teorema 6.5.Sea A uńalgebra de artin y M un A - ḿodulo tal que:
(a) dpM ≤ 1,
(b) Ext1A(M,M) = 0,
(c) HomA(M,A) = 0, y
(d) EndM es un anillo de divisíon.
Entonces existe uńalgebra A′ tal que M⊥ ∼= modA′. Adeḿas, dim.gl.A′ ≤ dim.gl.A y

rgK0(A′) = rgK0(A)−1.
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Demostracíon. Como HomA(M,A) = 0, entoncesM no es proyectivo. Luego 06= τM ∼=
HomA(A,τM)

∼
= DExt1A(M,A), ya que dpM ≤ 1. Por hipótesis, el móduloM es inclinante

parcial. Entonces consideramos una sucesión de Bongartz (II.3.3)

0−→ A−→ E −→Md −→ 0,

donded es la longitud de Ext1
A(M,A) como EndM - módulo. Sabemos que el morfismo

inducido HomA
(
M,Md

)
−→ Ext1A(M,A) es sobreyectivo. Ahora bien, como los EndM -

módulos Ext1A(M,A) y HomA
(
M,Md

)
tienen la misma longitud, dicho morfismo es, en-

tonces, un isomorfismo. Luego, a partir de la sucesión exacta

0 = HomA(M,A)−→ HomA(M,E)−→ HomA(M,Md
)−→

−→ Ext1A(M,A)−→ Ext1A(M,E)−→ Ext1A(M,Md
) = 0

se obtiene que HomA(M,E) = 0 y Ext1A(M,E) = 0. Por lo tanto,E ∈M⊥.
SeaX ∈M⊥. Si aplicamos HomA(−,X) a la sucesión de Bongartz, obtenemos

0 = Ext1A(Md,X)−→ Ext1A(E,X)−→ Ext1A(A,X) = 0.

Luego, Ext1A(E,X) = 0 y el objetoE es proyectivo enM⊥: en efecto, si 0→ X → Y→
Z→ 0 es una sucesión exacta, conX ∈M⊥, aplicando el funtor HomA(E,−) obtenemos un
epimorfismo HomA(E,Y)→ HomA(E,Z).

Por otra parte, todo objetoX ∈ M⊥ está generado porE. En efecto,E⊕M es incli-
nante y Ext1A(E⊕M,X) = 0, de dondeX es de torsión, esto es,X ∈ Gen(E⊕M). Como
HomA(M,X) = 0, deducimos queX ∈ GenE.

EscribamosA′= EndE. Por (II.1.5), el funtor HomA(E,−) : M⊥−→modA′ es una equiv-
alencia de categorı́as que transforma addE en losA′-módulos proyectivos y preserva suce-
siones exactas (ver (6.4)). Entonces las resoluciones proyectivas en modA′ se corresponden
con las sucesiones exactas

Et
ft
−→ ·· · −→ E1

f1
−→ E0

f0
−→ X −→ 0,

con cadaEi ∈ addE. Ahora veamos que dim.gl.A′ ≤ n = dim.gl.A. Por lo dicho más arriba,
basta ver que si

0−→ Kn−→En−1
fn−1
−→ ·· · −→ E1

f1
−→ E0

f0
−→ X −→ 0

es una sucesión exacta conX ∈M⊥ y cadaEi ∈ addE , entoncesKn ∈ addE.
Para probarlo, consideramos una tal sucesión y notamos Imfi = Ki . EntoncesK0 = X y

para cadai con 0≤ i ≤ n tenemos una sucesión exacta

0−→ Ki+1−→ Ei −→ Ki −→ 0

enM⊥.

SeaY un A - módulo arbitrario. Como dpE ≤ 1, aplicando el funtor HomA(−,Y), para cada
j ≥ 2 obtenemos un isomorfismo

ExtjA(Ki+1,Y)
∼
= Extj+1

A (Ki ,Y)
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y una sucesión exacta a derecha

Ext1A(Ei ,Y)−→ Ext1A(Ki+1,Y)−→ Ext2A(Ki ,Y)−→ 0.

Tenemos varias consecuencias:

(1) dpKn≤ 1. En efecto, ya que dim.gl.A= n, para todoY tenemos que

Ext2A(Kn,Y)
∼
= Ext3A(Kn−1,Y)

∼
= ... ∼= Extn+1

A (K1,Y) = 0.

(2) Si Ext1A(E,Y) = 0, la sucesión exacta a derecha da un isomorfismo

Ext1A(Ki+1,Y)
∼
= Ext2A(Ki ,Y) ,

de donde
Ext1A(Kn,Y)

∼
= Ext2A(Kn−1,Y)

∼
= ... ∼= Extn+1

A (K0,Y) = 0.

En particular, Ext1A(Kn,Kn) = Ext1A(Kn,E) = Ext1A(Kn,M) = 0.

Como, por otro lado,Kn ∈M⊥, resulta Ext1A(M,Kn) = 0. Además, Ext1A(E,Kn) = 0 pues
E es Ext-proyectivo enM⊥. Probamos ası́ que Ext1

A(E⊕M⊕Kn,E⊕M⊕Kn) = 0 y que
dpKn≤ 1. Por consiguiente,E⊕M⊕Kn es un módulo inclinante parcial. Puesto queE⊕M
es un módulo inclinante,Kn ∈ add(E⊕M). Como HomA(M,Kn) = 0 , tenemos queKn ∈
addE, lo que prueba que dim.gl.A′ ≤ dim.gl.A.

Finalmente, por (d),M es indescomponible y comoM⊕E es inclinante, resulta queE tiene
rgK0(A)−1 sumandos indescomponibles no isomorfos. Luego, rgK0(A′) = rgK0(A)−1. 2

Existe un caso particular del teorema que es importante: siA es hereditaria, entoncesA′

también lo es.

Ejemplo 6.6. Recordemos el ejemplo (6.3). Es fácil ver que, en este caso,T⊥ ∼= modA′,
dondeA′ es el álgebra de caminos de carcaj

◦←− ◦ −→ ◦ .

En efecto, el complemento de Bongartz deT =
3
2 es (salvo multiplicidad)E =

3
2
1
⊕2⊕

3 4
2 2
1

y EndE ∼= A′.

A continuación llegamos al resultado anunciado que implica que siA es un álgebra incli-
nada yees un idempotente deA, entonceseAees inclinada.

Teorema 6.7.Sea H uńalgebra hereditaria y T un H - ḿodulo inclinante parcial. Entonces
A = EndTH es unálgebra inclinada.

Demostracíon. Si el número de clases de isomorfismo de sumandos indescomponibles deT
es igual al rango deK0(H), entoncesT es unH - módulo inclinante y no hay nada que probar.
Si no es éste el caso, podemos disminuir el rango. Supongamos que|indT| < rgK0(H).
EntoncesT no es inclinante. Por (6.1) existe unH - módulo indescomponibleX tal que
Ext1H (X,X) = 0, Ext1H (X,T) = 0 y HomH (X,T) = 0. Entonces, de (1.2) resulta que EndX
es un anillo de división.
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Si X es proyectivo, entonces existe un idempotente primitivoe∈ H tal queX = eH. Sea
H ′ = H/HeH . Entonces losH ′-módulos coinciden con losH-módulosM tales queMe=

HomH(eH,M) = 0. ComoeH es proyectivo, esto muestra que losH ′-módulos son exacta-
mente los objetos de(eH)

⊥. Por otra parte,H ′ es hereditaria. Además,Te∼= HomH (eH,T)=

HomH (X,T) = 0, de modo queT es unH ′ -módulo. Por otra parte, rgK0(H ′) = rgK0(H)−
1.

Si X no es proyectivo, entonces HomH (X,H) = 0 y podemos considerar la categorı́a per-
pendicularX⊥. Por (6.5) existe un álgebra hereditariaH ′ tal que rgK0(H ′) = rgK0(H)−1 y
X⊥ ∼= modH ′. Además,T ∈ X⊥ y entoncesT puede ser considerado como unH ′ - módulo
inclinante parcial. En efecto, sabemos que toda sucesión 0→ T→ E→ T→ 0 se parte. En
particular, toda tal sucesión enX⊥ se parte. Entonces, considerando aT comoH ′-módulo,
tenemos que Ext1

H ′(T,T) = 0. ComoH ′ es hereditaria,T es inclinante parcial sobreH ′.
Ası́, en cada caso, hemos disminuido el rango del grupo de Grothendieck. Reiterando estas

operaciones, terminamos obteniendo un álgebra hereditaria C tal quergK0(C) = |indT| y,
además, EndTC

∼
= EndTH . Esto finaliza la demostración. 2

Ejemplo 6.8. El teorema (6.7) suministra una técnica poderosa para verificar cuándo un
álgebra no es inclinada. En efecto, es suficiente hallar un idempotenteedel álgebraA tal que
eAeno sea inclinada. Entonces seguirá del teorema queA tampoco lo es.

Sea entoncesA dada por el carcaj

◦
1

ε
←− ◦

2

δ
←− ◦

3

γ
←− ◦

4

β
←− ◦

5

α
←− ◦

6

con las relacionesαβ = 0, δε = 0. Consideremose= e1 +e2 +e5 +e6. EntoncesB = eAe
está dada por el carcaj

◦
1

ν
←− ◦

2

µ
←− ◦

5

λ
←− ◦

6

con las relacionesλ µ = 0, µν = 0. EntoncesB no es inclinada. En efecto, la dimensión
proyectiva del módulo simple en6 es igual a3, ya que tenemos la resolución proyectiva

0−→ 1 −→ 2
1 −→

5
2 −→

6
5 −→ 6 −→ 0

Por lo tanto, dim.gl.B≥ 3 (de hecho es fácil verificar que dim.gl.B = 3). Por (1.4) (a),B no
es inclinada. Luego,A tampoco lo es.
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Módulo
- cogenerado porT 26
- coinclinante 37
- - parcial 31
- convexo 71
- dirigido 79
- Ext - proyectivo 31
- Ext - inyectivo 31
- fiel 33
- generado porT 24
- inclinante 37
- - APR 46
- - parcial 31
- - separante 71
- proyectivoPM que soporta aM 80
- sincero 75
Morfismo
- irreducible 5
- minimal
- - a derecha 5
- - a izquierda 5
- - que casi se parte
- - - a derecha 5
- - - a izquierda 5
- que casi se parte
- - a derecha 5
- - a izquierda 5

Par de torsión 28
- escindido 35, 36
- predecesor de un 64

Radical
- de una categorı́a de módulos 12
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