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INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es presentar una introduccidteatia de inclinacion. Introducida hace
mas de treinta afnos, la teoria de inclinacion ha adipinas y mas importancia con el correr del
tiempo, y se ha convertido en una de las partes principalées tderia moderna de representaciones
de algebras de artin. El contexto general de la teoria daation es el siguiente: comenzando
con un algebra de artiA y un moédulo finitamente generadq, interesa comparar las categorias
de modulos sobrd y sobre el algebra de endomorfismB®s= EndTa. Este es un problema muy
amplio, si no se restringe la clase de modulgsa considerar. Asi, cuandiy es un progenerador,
la teoria de Morita nos dice que estas categorias sonadeuies. A fin de que esta comparacion
sea fructifera, una posibilidad es elegir el moéduld'muy cercand progeneradoa. Un modulo
inclinante es un tal modulo y, en una primera aproximad@teoria de inclinacion puede entenderse
como una generalizacion de la teoria de Morita. Sin enth&an los afhos, ha mostrado tener muchas
otras interpretaciones y aplicaciones en varias areaa detematica (para un panorama reciente,
remitimos al lector a [R], Ringel, (2007)).

En estas notas suponemos que el lector tiene cierta faiglthcon el algebra homoldgica como
puede encontrarse, por ejemplo, en los libros de Cart@mgrg (1956) o Rotman (1979), y con
los elementos de teoria de representacion de algehragugpden encontrarse en el libro de Auslan-
der, Reiten y Smai (1995), 6 en los cuatro primeros capitulos del de Assems&n y Skowronski
(2006). De todas maneras, recordamos en el primer cap#siloociones necesarias para la com-
prension del texto. El segundo capitulo esta dedicads priopiedades de los médulos inclinantes, y
culmina con el llamado teorema de inclinacion (tambiamkdo Teorema de Brenner y Butler). Fi-
nalmente, el tercero esta dedicado al estudio de lasralgjaixlinadas. Teniendo en cuenta al alumno
graduado que se esta iniciando en investigacion eratélerrepresentacion, nos hemos preocupado
en incluir en el texto numerosos ejemplos.

En la actualidad esta generalmente aceptado que lomesgke la teoria de inclinacion pueden
remontarse a los funtores de reflexion, introducidos pon&ein, Gelfand y Ponomarev en 1973 para
probar el Teorema de Gabriel. Sin embargo, estos funtoegsriudefinidos considerando un carcaj
aciclico, y por lo tanto su uso se restringe a las algebeasditarias de dimension finita sobre un
cuerpo. En 1979 Auslander, Platzeck y Reiten definierondotofes de reflexion sin usar carcajes.
Los modulos inclinantes que introdujeron se llaman ahobduios inclinantes APR y son todavia
muy (tiles en el estudio de las algebras de artin. Pocai@sspl paso decisivo fue tomado por Bren-
ner y Butler (1980), quienes definieron modulos inclinarger un conjunto de axiomas y probaron
varios resultados fundamentales. Happel y Ringel (1988jjideon los axiomas dados por Brenner
y Butler, y pusieron gran parte de la teoria en su forma actiaanbién introdujeron la nocién de
algebras inclinadas. En estas notas seguimos fundammemtz el enfoque de Happel y Ringel. Des-
de entonces, las condiciones que definen a los médulosanédis han sido generalizadas mas aln,
por Miyashita (1986), Happel (1987) y otros. En el mismodjalile 1987, Happel prueba uno de los
resultados mas importantes de la teori& es un algebra obtenida éepor medio del proceso de in-
clinacién, entonces las categorias derivadas acotaday 8 son equivalentes. Las conexiones de la
teoria inclinante con la categoria derivada, o con lagcaita de conglomerados, segln es considerada
por Buan, Marsh, Reineke, Reiten y Todorov (2006) estamatia del objetivo de estas notas.

Las algebras inclinadas, introducidas por Happel y Ril{g®B2) son las que se obtienen de
las algebras hereditarias por el proceso inclinante. $oitancia se manifiesta en el hecho que un
modulo indescomponible sobre un algebra de artin arldtrgue no esta en un ciclo en la cate-
goria de modulos, es modulo sobre un algebra inclin@dano se conoce mucho sobre la categoria
de modulos sobre un algebra hereditaria, también conosenucho sobre la categoria de modulos



sobre un algebra inclinada. Claramente, es Util tenerritierio para decidir si un algebra dada es
inclinada o no. Happel y Ringel han observado que la categiermodulos sobre un algebra inclina-
da tiene una configuracion combinatoria - llamada rodajze-mermite recuperar el algebra original.
Desde entonces, se han encontrado varias caracteriza@ore mismo espiritu, por ejemplo, la que
encontré Ringel en 1984 y la que es quizas la mas eficidetdda (independientemente) a Liu y

Skowronhski (1993).

El primer autor agradece apoyo de NSERC de Canada, los totosutores de la Universidad
Nacional del Sury del CONICET. M.I. Platzeck es miembro d€#arera de Investigador Cientifico

del CONICET.
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CAPITULO |
PRELIMINARES

1. ALGEBRAS DE ARTIN

En estas notas todas las algebras son algebras de artin, a menos que se indique lo
contrario. Recordamos que un algebra se dieeartin si es finitamente generada como
modulo sobre su centro, y éste es un anillo artiniano. Para las nociones basicas sobre anillos
y modulos, o algebra homolbgica, remitimos al lector a [AF, Ro, A].

Nos interesa aqui el estudio de la teoria de representaciones de un algebraAleeartin
decir, la categoria moildeA—modulos a derecha finitamente generados. Para ello, podemos
suponer sin pérdida de generalidad @ues conexa (es decir, indescomponible como anillo).

Designaremos imMa una subcategoria plena de ndotliyos objetos forman un conjunto
completo de representantes de las clases de isomorfisdemédulos indescomponibles.

Por el teorema de descomposion Gnica de Krull-Schmidt, fodmoddulo a derecha fini-
tamente generado se escribe como suma directa de un numero fiditenagdulos indes-
componibles, y esta descomposicion es Unica a menos de isomorfismo. En virtud de este
resultado, la categoria ingdega un papel esencial en el estudio de Aod

Sea?% una subcategoria aditiva de mdEscribiremodM € ¢ para expresar qué es
un objeto de#’, y notaremos in&’ la subcategoria plena de ind@ye tiene por objetos un
conjunto completo de representantes de las clases de isomorfismo de objetosSdM
es unA—modulo, notaremos aditl la subcategoria aditiva de madormada por las sumas
directas de sumandos directosMey escribiremos inbll en lugar de inddddM).

Por Gltimo, consideraremos léds-modulos a izquierda com&P—modulos (a derecha).

Una de las propiedades mas importantes de las algebras de artin es la existencia de una
dualidadD : modA — modA°P (ver [AuRS], seccion (I.3), p. 37). La utilizaremos de
manera esencial en lo que sigue.

Sea{ey, e, ...,en} un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivoa,de
arbitrario, pero fijo. A cadatal que 1<i < n, se asocia uA—modulo indescomponible
proyectivoR = gA 'y (en virtud de la dualidad) uA—modulo indescomponible inyectivo
li = D(Aq). Por otra parte, el cocienfg = P, /rad? es simple e isomorfo al z6calo dpde
li. De hecho, esta correspondencia eRted; es funtorial: Definimos dlintor de Nakayama

v = DHoma(—,A) : modA — modA.
Observamos que hay un isomorfismo de funtorés— @a DA.

Lema 1.1. El funtor de Nakayama induce una equivalencia entre las subcdtsydemodA
formadas respectivamente por los proyectivos y los inyectivos, tal@ie= |;, para cada
i.

Demostraddn. Seav’ = Homa(DA, —) : modA — modA. Entonces se tienen los siguientes
isomorfismos funtoriales:

v(R) =DHoma(gAA) =2 D(Ag) = |j;

V/(Ij) = Homa(DA,D(Ag)) = Homaor(Ag,A) = g A= P, 0

1



2
Lema 1.2. Para todo A-mbdulo M y todo i tal quel <i < n, se tiene que HoxiR,M) =
DHoma (M, ;).

Demostracdn. DHoma (M, ;) = DHoma(M,D(Ag)) = DHomaer(Ag,DM)
>~ D(gDM) = (D°M)g = Mg =2 Homa(6A, M) = Homp(R, M).

|

SeaP la suma directa de los proyectivos deAny seaB = EndPa. Del teorema clasico
de Morita resulta que las categorias M\odmodB son equivalentes, y que dBs-modulos
proyectivos indes-componibles correspondientes a dosgdeentes ortogonales primitivos
distintos no son isomorfos (es dedres un algebraasica. Por lo tanto, podemos suponer
de partida, sin pérdida de genera-lidad, dues basica. Salvo mencion explicita de lo
contrario, supondremos que todas nuestras algebras sexasy basicas.

Ahora definimos el grupo de Grothendieck del algebr&ea.# el grupo abeliano libre
generado por las clases de isomorfiskhale losA—modulos finitamente generaddg y
Z' el subgrupo generado por todas las expresianesl — M, tales que

O—-L—-M—=N-=0

es una sucesion exacta en rdodEntonces efrupo de Grothendieck ¢g{A) de A es por
definicion el grupo cocient& /.’ .

NotamosM] la imagen déVl enKq(A).

Sea{S,S,...,S} el subconjunto de ind de los modulos simples. Resulta inmediata-
mente del teorema de Jordan -Holder que para FadanodA el numeram; (M) de factores
de composicion d& isomorfos aS depende sb6lo dM y de S (y no de la serie de com-
posicion davl). Llamamosvector dimengindeM al vector

dim(M) = [my (M), mp(M), ..., mn(M)] ez

Esto permite definir, para cadaaplicacionesm : % — Z y dim: . 7% — Z", poniendo
m (M) = m (M), dim(M) = dim(M),

Lema 1.3. Las aplicaciones fry dim inducen homomorfismos de grupos

m:Ko(A) —Z y dim:Kgy(A) — Z".

Demostracbn. Basta probar que, si &L — M — N — 0 es una sucesion exacta corta,
entonces para cadae tiene quen (M) = my(L) +m(N).

Podemos suponer queC My N=M/L. Si0O=Lo S L1 & ... & Ls =L es una serie
de composicion d&, y 0= MO/L SM/LG ...SM/L=M/L= N una deN, se ve de
inmediato que G=Lo & L1 & C7iLs =L= Mo C M1 G ... & Mt =M es una serie de
composicion déV. De aqui se deduce la |gualdad deseada O

Teorema 1.4.El grupo Ky(A) es abeliano libre con basgs, |, [S], ..., [Sh]} Y la aplicacbn
dim: Ko(A) — Z" es un isomorfismo de grupos.
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Demostraddbn. Resulta de la existencia de series de composicion dé-tosodulos y de la
definicion deKg(A) que, para todd—moduloM, tenemos:

M) = _im(M) ).

Por lo tanto el conjuntd[S|, [S], ..., [Sh]} gener&Ko(A). En virtud de(1.3), la aplicacion
dim: Ko(A) — Z" es un homomorfismo de grupos. Como el conjui&| , [S], ..., [S]} se
aplica biyectivamente sobre la base canonic@'tlees linealmente independiente y, luego,
una base. Por lo tanto difdpg(A) — Z" es un isomorfismo. O

Corolario 1.5. Sea A uralgebra de dimenén finita sobre un cuerpo algebraicamente cerra-
do k. Entonces, para todo i y todo-Anddulo M, se tiene que:

mi(M) = dimgHoma(R, A).

Demostradbn. Sabemos quey, define un homomorfismi§y(A) — Z tal que

L JO sii#]
m(S) = {1 sii= .
Por otra parte, digHoma(R, —) también define un homomorfisnk@(A) — Z, ya que si
0— L — M — N — 0 es una sucesion exacta, entonces

0 — Homa(R,L) — Homa(R,M) — Homa(R,N) — O

también lo es.
Comok es algebraicamente cerrado, el anillo de endomorfismosd#emadulo simple
tiene dimension 1, y se tiene que

_ 0 sii#]|
d|mkH0mA(F’|,Sj):{1 siifjj.

Como ambos homomorfismos coinciden en la Hgg] }7_;, son iguales. O

Los carcajes ligados forman una fuente inagotable de epanplUncarcaj Q es una
cuadrupla ordenad@ = (Qo, Q1,s,t) formada por dos conjunto®p (el conjunto dguntog
y Q1 (el conjunto deflecha3; y dos aplicaciones,t : Q1 — Qp que asocian a cada flecha
a € Qq suinicio s(a) y sufint(a). De esta manera, un carcaj se puede considerar un grafo
orientado (que puede tener lazos y flechas multiples).

SeanQ un carcaj finito yx,y € Qo. Un caminode longitudl dex ay es una sucesion
de flechasoias...q tales quex = s(a1), y=t(ay), y t(ai) = s(a;+1) para todoi tal que
1 <i <. Ademas asociamos a cada purte Qg un camino de longitud nulg, llamado el
camino estacionarienx. Seak un cuerpo. Ehlgebra de caminos k@e Q es lak—algebra
con base formada por los caminos @€incluidos los caminos estacionarios), dotada del
producto dado por la composicion de caminos:
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_ Joiaz..a BlBZ Bm st t(a) =s(Br)
(0102...01)(B1B2---Bm) = { si t(ay) £ S(B)
y prolongado por distributividad y asociatlwdad teniermaiocuenta que, siey son puntos
y a es una flecha, entonces

_ Ja sis(a)=x _ Ja sit(a)=x _ [& six=y
sxa_{o sis(a) #x asx_{o sit(a) #Xx y EXSV_{O SIX#Y.

Unarelacion sobreQ, dex ay, es un elemento deQ de la formap = Z Aiwy donde, para

cadai, Aj es un escalar no nuloog es un camino de longitud mayor o |gual que dox dg.
Un conjunto de relaciones sol® genera un idedldekQ. Este ideal se diceadmisiblesi
existe un enter@ tal que todo camino d@ de longitud mayor o igual quepertenece & Si
| es admisible, entonces es facil de probar que el algeliantekQ/1 es dek—dimension
finita.

Reciprocamente, #i es un algebra de dimension finita sobre un cuerpo algetmaiate
cerradok, entonces existen un carcaj conexo, fiftg un ideal admisiblé dekQtales que
A=KkQ/I (ver [AuURS] (111.1.10) p. 66 6 [ASS] (11 3.7) p. 64). En estas, las clases modulo
| de los caminos estacionariag,= &+ |, forman un conjunto completo de idempotentes
ortogonales primitivos dA (en particular, estan en correspondencia biyectiva coplmtos
deQ). A cadax € Qg corresponde también uk-modulo proyectivo indescomponibig =
eA. Las clases modulb de los caminos d€ que comienzan er forman una base de
P considerado comk-espacio vectorial. Dualmente, asociade nemos eA—modulo
inyectivoly = D(Ae&), y la base dual de las clases modulie los caminos que terminan en
X.

Ejemplo 1.6. SeaA dada por el carca)p

ligado por la relaciom = a3 — yd (es decirA es el cociente del algebra de caminosge
por el ideal generado pqr). Escribimos brevement = y9, y la llamamos unaelacion
de conmutatividadNotamod = (p). Aqui el proyectivo indescomponibR tiene por base
{e1}, y es simplef{ex, 3+ 1} es una base d&, y el proyectivoP, tiene por basdes, o +

l,y+1,aB+1=yd+1}. Suele ser mas (til representar los modulos por sus sueesite
Loewy (ver [AURS] p.12 6 [ASS] p. 160):

4
Pi=1 P =12, P3—1,P4—213
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Analogamente,
4
l1 = 2.3, lo=1%3,13=3%, la=4.

2. MORFISMOS IRREDUCIBLES Y SUCESIONES QUE CASI SE PARTEN

Nuestra herramienta principal en estas notas es la teerfudlander-Reiten. A con-
tinuacion resumimos sus principales resultados. Paraxpasicion detallada, remitimos al
lector a[AuRS] o, para el caso de algebras sobre cuerpebraligamente cerrados, a [ASS].
En toda esta seccibn, suponemos 4ues un algebra de artin basica y conexa.

Definiciones.(a) Seaf : L — M un morfismo deA—modulos. Entonces se diceminimal a
izquierdasihf = f implica queh es un automorfismo; se dice qlieasi se parte a izquierda
si no es una seccion y, para togdoL — U que no es una seccion, existe M — U tal que
u'f = u. Por Gltimo, se dice qué es un morfismaninimal que casi se parte a izquierda
es minimal a izquierda y casi se parte a izquierda.

(b) Seag: M — N un morfismo deA—maédulos. Entonceg se dicemini-
mal a derechasi gk = g implica quek es un automorfismo; se dice qgecasi se parte
a derechasi no es una retraccion y, para todoV — N que no es una retraccion, existe
vV :V — M tal quegV = v. Por (ltimo,g se diceminimal que casi se parte a derechiaes
minimal a derecha y casi se parte a derecha.

Es claro que cada nocion “a derecha” es dual de la correggurdhocion “a izquierda”.
A modo de ejemplo, enunciamos el siguiente lema, cuya $emgmostracion dejamos a
cargo del lector.

Lema 2.1. (a) Sea P un A-mbdulo indescomponible proyectivo. EntoncesLf— P es
minimal que casi se parte a derecha sigfessi f es un monomorfismo con imageaiP.

(b) Sea | un A-moddulo indescomponible inyectivo. Entonceslig— N es
minimal que casi se parte a izquierda siglssi g es un epimorfismo comicieosod. [

Definicion. Un morfismo deA—modulosf : M — N se diceirreduciblesi no es una seccion
ni una retraccion y, para toda factorizaciba- f1fy, conf;: X - Ny f,: M — X, se tiene
gue f1 es una retraccion & es una seccion.

Es evidente que esta definicion es autodual. Notemos qeentodfismo irreducible es
un monomorfismo o un epimorfismo: En efecto, $ea jp la factorizacion canonica del
morfismo irreduciblef a través de su imagen. $ino es un monomorfismo, entoncps
tampoco lo es. Por tantpes a la vez un monomorfismo y una retraccion. De aqui sigue
guej es un isomorfismo. Luegbes un epimorfismo, como queriamos. Este hecho (con el
lema de Fitting) implica que, para todo médulo indesconifgerM, no existen morfismos
irreducibles deM enM.

El lector puede ver una demostracion del siguiente teomgmaelaciona los morfismos
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irreducibles y los morfismos minimales que casi se partergaierda (0 a derecha) en
[AURS] (V.5.3) p. 167 6 [ASS] (IV, 1.10) p. 103.

Teorema 2.2.(a) Sea L un radulo indescomponible. Un morfismo lf — M es irreducible
siy Dlo si M # 0y existe un morfismo’ f L — M’ tal que [ff,] :L—M&M es minimal
gue casi se parte a izquierda.

(b) Sea N un radulo indescomponible. Un morfismo §l — N es irre-
ducible siy $lo si M+ 0y existe un morfismd gM’ — N tal que[g d] :M@M’ — N es
minimal que casi se parte a derecha. O

Luego, siP es indescomponible proyectivo, un morfismo no nifloL” — P es irreducible
si, y solo si, existd” tal quel’ ¢ L” = radP y f’ es la composicion de las inclusiones
L’ —radP — P. Dualmente, si es indescomponible inyectivo, un morfismo no ngllol —

N’ es irreducible si, y solo si, exisi¢’ tal queN’&N"” = / sod y ¢ es la composicion de
las proyeccioneb— | / sod — N'. Esto sigue directamente de (2.1) y (2.2).

Definicion. Una sucesion exacta corta e modulos

0O-L-MEN-=DO

se diceque casi se partsi f es minimal que casi se parte a izquierdg s minimal que
casi se parte a derecha.

Resulta directamente de la definicion que una sucesiortagiese parte no se parte. El
teorema siguiente (cuya demostracion se encuentra enJAQORL.4) p. 144y (V.5.3) p.
167 6 [ASS] (IV 1.13) p.105) resume las propiedades y cargetciones de las sucesiones
que casi se parten.

Teorema 2.3.Sea0 — L iR M 2 N — 0 una sucesin exacta corta. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) La suceddn casi se parte.

(b) L es indescomponible y g es un morfismo que casi se parte ehderec

(c) N es indescomponible y f es un morfismo que casi se parte @idgui

(d) f es un morfismo minimal que casi se parte a izquierda.

(e) g es un morfismo minimal que casi se parte a derecha.

() L,N son indescomponibles ydg son irreducibles.

Adenas, si estas condiciones se verifican, la sumesish urivocamente determinada por
N (o por L) salvo isomorfismo. O

Para probar la existencia de sucesiones que casi se pateansderan las categorias
proyectivamente e inyectivamente estables. $&§MN dosA—modulos. Definimos? (M, N)
(e 7 (M,N)) como el conjunto de morfismos #&enN que se factorizan padk—modulos
proyectivos (e inyectivos, respectivamente). Es fadbpr que(M,N) e _#(M,N) son
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subgrupos de Hog{M,N) y que, mas aln, estos subgrupos definen idedtes ¢ de
modA, respectivamente.

La categoia proyectivamente estabieodA = (modA)/ & admite por objetos todos los
A—modulos, y el conjunto de morfismos 8& a N en esta categoria es HQM,N) =
Homa(M,N)/Z?(M,N). De manera dual, lo&-modulos son también los objetos dekde-
goria inyectivamente establenodA = (modA)/_¢ , y el conjunto de morfismos d¢ aN
en esta categoria &ma(M,N) = Homa(M,N)/_# (M,N).

Consideremos ahora u-moduloM y una presentacion proyectiva minimal

PLL Ry M0

Se define laraspuesta TrMdeM como el conlcleo de Hogif,A) :
Homa(f,A)
0 — Homa(M,A) — Homa(Po,A) —" " Homp(P1,A) — TrM — 0.
Usando que un morfismb: M — N puede levantarse a un morfismo entre presentaciones
proyectivas dévl y N, puede definirse un morfismo, la traspuestd dge TrM enTrN. Si
bien no es Unico se puede probar que esta operacion inddigetor (de hecho una dualidad)
Tr: modA — modA°P (ver [AuRS] (1V.1.6) p. 104).

Esto nos permite definir las composiciorres DTr y 171 =TrD, llamadas lasrasla-

ciones de Auslander-ReiteAsi, T es una equivalencia de mad@nmodA, de inversa 1 :
modA — modA (ver [AURS] (IV.1.9) p. 106 6 [ASS] (IV 2.3) p. 112).

Recordemos que = DHoma(—,A) y v/ =Homa(DA, —) son los funtores considerados
en la seccion 1.

Lema 2.4.(a) SiR — Py — M — 0 es una presentagn proyectiva minimal, se tiene una
sucesbn exacta

0— ™™ — vP, 2L vRy — VM — 0.

(b) SI0— N — 19 2 1lesuna copresentamn inyectiva minimal, se tiene una
sucesbn exacta )
0—-VIN—-VP A VP — TIN— 0.

Demostraddbn. Basta probar (a), ya que (b) es dual. La sucesion requersdéta de aplicar
la dualidadD a la sucesion exacta

0 — Homa(M, A) — Homa(Po, A) "8 Homa (P, A) — TrM — 0.

O

En lo que sigue, dd designara la dimension proyectiva deimoéduloM, diM su di-
mension inyectiva, y dim.gh la dimension global del algebra

Corolario 2.5. Sea M un A-modulo.
(@) dgM < 1 siy Dlo siHoma (DA, TM) = 0.
(b) diM < 1siy Dlo siHoma(T71M,A) = 0.
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Demostradbn. Basta probar (a), porque (b) es dual. En virtud de (2.4)3)(%e tiene un
diagrama conmutativo con filas exactas

0—Vv'tM —= V/VPL —= V'VR,

Py Py M 0

porquev’ = Homa (DA, —) es exacto a izquierda. LuegoMp< 1 siy so6lo siv'TM =0, que
es lo que queriamos. O

El siguiente teorema es esencial en la demostracion déskzegia de sucesiones que casi
se parten:

Teorema 2.6.(Las ormulas de Auslander-Reiten). Sean M y N desm&dulos. Existen
isomorfismos

Exti(M,N) =2 DHom, (1IN, M) = DHoma(N, T™M),
funtoriales en ambas variables.

Demostraddbn. Indicamos las etapas principales de la prueba, dejandetellel de los
calculos al lector. Necesitamos unas palabras de prepardgdados dog\—modulosX, Y,
consideremos el morfismo funtorial

dxy 1 Y @aHOMa (X, A) — Homa(X,Y)
definido pory® f — (x— yf(Xx)) (paraxe X,yeYy f:X — A). Esclaroque sk oY
es proyectivo, entoncefs y es un isomorfismo. Por otra parte, Colery = Homa(X,Y) :
En efecto, una cubierta proyecti®a— Y induce un diagrama conmutativo con filas exactas

P®@aHOmA(X,A) —— Y @a Homa (X, A) 0
¢X,Pl2 ¢X7Yl
Homa(X,P) Homa(X,Y) Hom,(X,Y) —=0

gue implica nuestra afirmacion.

Sean ahoraM,N dos A—modulos. Evidentemente basta probar el primer isomorfismo
del enunciado del teorema, y para ello podemos suponelaueetiene sumandos directos
inyectivos. Una presentacion proyectiva minimal

f f
PSR 1IN=O
induce, en virtud de (2.4), una sucesion exacta

0—N—vP 2vR 0 v IN) —o0.

De aqui se obtiene el complejo
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0 — Homa(M,N) — Homa(M, vP;) — Homa(M, vRy) — Homa(M, v(TIN)).
Por otro lado, la presentacion proyectiva minimal dada@eduna sucesion exacta
DHoma (P, M) — DHoma(Po,M) — DHoma (1IN, M) — 0.

Ahora, si componemos, para #amodulo X, el dual de¢y x con el isomorfismo de
adjuncion, obtenemos un morfismo

D ~
Ym x : DHoma (M, X) o D(X ®aHoma(M,A)) — Homa(X,vM) |
gue es un isomorfismo cuandoes proyectivo. De esta manera tenemos un diagrama con-
mutativo donde la fila superior es exacta y la fila inferior esomplejo:

DHoma(P1,M) —— DHoma(Py,M) — DHoma(1"N,M) —=0

wM,Pllm WM‘POL& wMJlNl

0 —= Homa(M,N) ——= Homa(M, vP;) ——= Homa(M, VPRy) ——= Homa(M, v(T~IN)).

ComovP; y VP, son inyectivos, deducimos que:

Exti(M,N) = Ker Homa(M, vfo) / Im Homa(M, v fy)
= Ker iy -1y
= Ker Doy -1y
= D Cokergy 15
=~ DHoma (TN, M)
en virtud del enunciado probado mas arriba. O

Corolario 2.7. (a) dgV < 1 implicaExtx(M,N) =2 D Homa(N, T™).
(b) diM < 1implica Exti(M,N) = DHoma (17N, M).

Demostradbn. Basta probar (a), ya que (b) es dual. SMdg 1, entonces, por (2.5),
Homa (DA, TM) = 0. Por consiguiente, ningun morfismo (no nulo)dex TM se factoriza
por inyectivos. Luego Hog(N, TM) = Homa(N, TM). O

SeaM un modulo indescomponible y no proyectivo. Empleandodawtilas de Auslander-
Reiten se puede probar que el bim()dulo};EEM,rM) tiene z6calo simple como E+
modulo y comoEndtM)°P-mbodulo. Ademas estos dos zocalos coinciden y cada eteme
no nulo del z6calo es una sucesion que casi se parte. Pdeanlastracion de estos resulta-
dos, que implican el siguiente teorema de existencia, i@wstal lector a [AURS] (V.2.1) p.
147, 6 [ASS] (IV. 3.1) p 120.
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Teorema 2.8.(a) Paratodo A-mbdulo indescomponible no proyectivo M, existe una sooesi
gue casi se parte
O—-—T™M—-E—-M-—0.

(b) Paratodo A-mbdulo indescomponible no inyectivo N, existe una sooesi
gue casi se parte
0-N—-F-1IIN=O

O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que,t@do modulo indescom-
ponibleM, existe un morfismo minimal que casi se parte a derdchia— M. En efecto,
si M es proyectivo, tomamos la inclusion Md— M, y si no lo es, existe una sucesion que
casi se parte

0—TM—L-M—0.

En particular,L = 0 si y sblo siM es simple proyectivo. Dualmente, para todo modulo
indescomponibl®, existe un morfismo minimal que casi se parte a izquigrdd — N, y
N = 0 si y sblo siM es simple inyectivo.

Corolario 2.9. (a) Sea M un A-mbdulo indescomponible no proyectivo. Existe un morfismo
irreducible f: X — M siy Dlo si existe un morfismo irreduciblé ftM — X.

(b) Sea N un A-mbddulo indescomponible no inyectivo. Existe un morfismo
irreducible g: N — Y siy $lo si existe un morfismo irreduciblé g — 17IN.

Demostradbn. Basta probar (a), porque (b) es dual. $eX — M un morfismo irreducible.
Por (2.2), existag : X’ — M tal que [f g} : X@® X’ — M es minimal que casi se parte a
derecha. Com& no es proyectivo, por (2.3) hay una sucesion que casi se part

f/
/ f
0— 1™ MX@X’LQ]MHO,

de la cual resulta el enunciado, usando nuevamente (2.2). O

Corolario 2.10. (a) Sea S un Amoddulo simple proyectivo y no inyectivo. Si $— M es
irreducible, entonces M es proyectivo.

(b) Sea S un Amoddulo simple inyectivo y no proyectivo. Sil§j — S es
irreducible, entonces N es inyectivo.

Demostradbn. Basta probar (a), porque (b) es dual. Podemos suponévl gaseindescom-
ponible. SiM no es proyectivo, existe, en virtud de (2.9), un morfismalucbletM — S.
Pero esto contradice la hipotesis de §es simple proyectivo. O

Corolario 2.11. Sea M un A-mbdulo indescomponible no proyectivo tal gaedMa es un
anillo de divisbn. Entonces cualquier elemento no nuloE} (M, TM) es una suceén
gue casi se parte.
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Demostradbn. Por la formula de Auslander -Reiten sabemos que
Exti(M, TM) 22 DHom, (M, M) = DEndMa,

de donde ExXt(M,TM) es un espacio vectorial de dimension 1 sobre Egdde lo que
resulta lo enunciado. O

Ejemplo 2.12. Seak un cuerpo algebraicamente cerrada gl algebra dada por el card@j
a
lo=—=o02
ligado por la relaciora 3 = 0 (es decir, como hemos vista,es el cociente del algebra de

caminos de&Q por el ideal generado parf3). Procediendo como en (1.6), vemos que los
proyectivos e inyectivos indescomponibles son:

I
I
N
NS
I
NN

h=2 1,=R.

Construiremos la sucesion que casi se parte que terminaRard.ello, comencemos por

calculartl: Una resolucion proyectiva minimal
2
1 — % —1—0

induce, por aplicacion de, una sucesion exacta

2
O—>2—>1—>%
2

donde 2= 11 (esto se deduce de que qiiHDmA(g, 2) = 1). Como 1 es simple, Efitl) es

un anillo de division y (2.11) implica entonces que todaredato no nulo de Ejg(l, 2) =
Exti(1,71) es una sucesion que casi se parte. Un tal elemento es latsuces

0%2—>%—>1H0.

De igual manera, para calcular la sucesion que casi seqagtErmina en 2, consideramos
la resolucién proyectiva minimal
2
% —1—2—0.
2

De aqui deducimos, por aplicacion deuna sucesibn exacta

2

0—1—

porque ahora digHoma(2, g) = 1. Por lo tantor2 = 1. Nuevamente, basta calcular una

extensibn que no se parte, como la siguiente:

O—>l—>%—>2—>0.
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Es necesario alertar al lector: El calculo de una sucegi@casi se parte (y en particular
de su término medio) es en general muy dificil.

3. EL CARCAJ DE AUSLANDER-REITEN.

El carcaj de Auslander-Reiten permite presentar impaetenrfibrmacion contenida en las
sucesiones que casi se parten bajo forma de diagrama. Paiaekte carcaj, necesitamos
introducir la nocion deadical de una categoria de modulos.

SeaA un algebra de artin W1, N dosA—modulos. Se define radM,N) como el conjunto
de losf € Homa(M, N) tales que, para tod$ € indAy para todo par de morfismgs X —
M, h: N — X, la composiciorh fgno es un isomorfismo.

SiM y N son indescomponibles, esta definicion se simplifica.

Lema 3.1. Sean MN dos A-mobdulos indescomponibles. Entonaesh(M,N) = {f €
Homa(M,N) | f no es un isomorfisnjo

Demostraddn. Si f € Homa(M,N) es un isomorfismo, entoncés LYV e M
también lo es. Por consiguiente el miembro izquierdo@stéenido en el miembro derecho.
Reciprocamente, supongamos gueX — M, h: N — X son morfismos tales quefg=u
es unisomorfismo. En particuldres un epimorfismo g un monomorfismo. Por otra parte,
el morfismo compuesto

MmN x xS
es un endomorfismo dd. Entonces
(gu*hf)(gu *hf) = (gu ) (hfg)(u*hf) = (gu Hu(u*hf) = gu*hf

es un idempotente. Cond es indescomponible, esto implica qge thf =0 6 guthf =
idy. Perogu~thf = 0 implicahf = 0, lo que es imposible, porquefg es un isomorfismo.
Por lo tantogu™th f = idy. Analogamente se prueba que el endomorfimie th deN es
un idempotente no nulo, de donélgu—th = idy. Por lo tantof es inversible a izquierday a
derecha, o sea, es un isomorfismo. 0

Es facil probar que para cada par de modiob!, el conjunto rag(M, N) es un subgrupo
de Homy (M, N) y, mas alin, que estos subgrupos definen un idegid@dnodA (ver [AURS]
(V.7.1) p. 178).

Entonces podemos definir las potencias de este ideal de laranasual. En particular,
para dosA—modulosM, N, se define raf{M,N) = {f € Homa(M,N) | existenX € modA
y morfismosg € rada(M, X),h € rada(X,N) tales quef = hg}.

Ahora se puede probar que un morfisinoM — N entre modulos indescomponibles es
irreducible siy solo sif € rada(M,N)\ radk(M,N) (ver [AuRS] (V.7.3) p. 179 6 [ASS]
(IV.1.6) p. 100). Esta observacion lleva a considerar elartge

Irr(M,N) = rada(M, N) /rack (M, N).
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Es claro que IrfM,N) esta munido de una estructura de End (End\)°P—bimodulo.
Pero nosotros queremos mas. Supongamod/ieson indescomponibles y pongamos:

Km = EndM /rad EndM, Ky = EndN /rad EndN.

Como EndM y EndN son anillos localeKy y Ky son anillos de division. Por otro lado, el
radical del anillo End coincide con rag(M, M), de donde

rad EndN. rada(M,N) C rack (M, N), rada(M,N). rad Endv C radi (M, N).

Luego Ir(M,N) esta dotado de una estructurakig — K{P—bimodulo, y lo llamamos
bimbdulo de los morfismos irreducibles

Ahora podemos definir el carcaj de Auslander-ReiteAde

Definicion. SeaA un algebra de artin. Etarcaj de Auslander-Reiteli(modA) de A se
define como sigue:

(a) Los puntos d& (modA) son los objetos de ird

(b) Hay una (y sé6lo una) flechsl — N si y solo si existe un morfismo irreducible de
M a N. Esta flecha esta munida de un par de entéag), llamado swaluacbn, donde
a = dimg,,Irr(M,N) y b = dimg,Irr(M,N).

Observaciones 3.2.(a) Supongamos quid en indA no es proyectivo, y quéa,b) es la
valuacion de la flechtd — N. Por (2.9), existe una flecheN — M. Se prueba que esta
flecha tiene valuaciofb,a) (ver [AuRS] (VII.1.5) p. 231).

(b) Como no existen morfismos irreducibles de un indescoibjEoan si mismo,
el carcaj de Auslander-Reiten no tiene lazos.

(c) Resulta de la definiciobn qug(modA) es un carcaj finito si y soélo si ird
tiene so6lo un numero finito de objetos, es decir, si y sbéb glgebraA es de representacion
finita.

(d) Describimos ahora la estructura local del carcaj de @#g#r-Reiten. Sea
M un A—mobdulo indescomponible no proyectivo. Entonces existesutesion que casi se
parte

0—T™M— &E™ - M0,
i=1
donde losE; son indescomponibles Bt 22 Ej sii # j. Tenemos una “malla”

E1
W : (ag,by)

™ M

m En (an,bn)

y el carcaj de Auslander-Reiten es la union de estas maliat implica que cada com-
ponente conexa del carcaj de Auslander-Reiten es finita cerabte. Generalmente, un
carcaj de Auslander-Reiten admite infinitas componentes)as. Por otra parte, si una
componente conexXadel (modA) es finita, entonceB = I'(modA) y en particularA es de
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representacion finita. Este enunciado es conocido bajorebre de teorema de Auslander
(ver [AuURS] (VI1.2.1) p. 233 6 [ASS] (IV.5.4) p. 141).

Ahora analizamos la definicion precedente en el siguieade particular de gran impor-
tancia. SeaA un algebra de dimension finita sobre un cuerpo algebranscerradd.
Entonces, para todd—modulo indescomponiblel, tenemos que

Km = EndM /rad EndM) = k.

Asi, para toda flecht! — N del (modA) de valuaciona,b), los enteros y b representan
ambos la dimension déd—espacio vectorial IfM,N). Por lo tanto, la informacion dada
sobre Ir{M,N) por medio de un sola flecha munida de una valua¢&®a), puede darse
también por medio daflechas, todas d&d aN y tenemos, en este caso particular, la siguien-
te definicion.

Definicion. SeaA un algebra de dimension finita sobre un cuerpo algebrantarcerrado
k. El carcaj de Auslander-Reitdn(modA) de A se define como sigue:

(a) Los puntos d€ (modA) son los objetos de ind

(b) Las flechad/m — N estan en correspondencia biyectiva con los vectores die-tivase
de Ir(M,N).

Sigue de (3.2) (a) mas arriba queé\sho es proyectivo y hag flechas deM aN, entonces
también hayn flechas daN aM.

Como en la mayoria de los ejemplos que veremos las algedmade representacion finita,
el siguiente resultado nos sera (til. La prueba que damdisse debe a Bongartz.

Proposicion 3.3. Sea A unalgebra de dimenén finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k. Si A es de representawifinita, entonces (modA) no tiene flechas aitiples.

Demostradchn. Supongamos que existdh N € indA tales que dirglrr(M,N) > 2. Como
todo morfismo irreducible es un monomorfismo o un epimorfigpealemos suponer que
dimgM > dimgN. En particularN no es proyectivo y existe una sucesion que casi se parte
de la forma

0—1N—M?®E —>N-—D0.
Luego dimk TN = 2dimgM + dimgE — dimgN > dimyM > dimgN. Por otro lado, en vir-
tud de la observacion de mas arriba, dim(tN,M) = dimglrr(M,N) > 2. Entonces, por
recurrencia, digN < dimg TN < dim 7°N < ... y la componente conexa démodA) que
contiene a\ es infinita, lo que contradice la hipotesis. O

De manera equivalente, (3.3) dice quéisierifica la hipbtesis del enunciado, entonces
cada flecha d€(modA) tiene valuacior(1,1).

La razon por la cual el carcaj de Auslander-Reiten es thesijue puede ser considera-
do como una primera aproximacion de la categoria de nosduEn efecto, definimos por
recurrencia el ideal

_ -1
rady =rady . rada
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de modh, para cada > 1. Entonces, parA - modulosM y N,

radi (M, N) {ZglfI g crady 1 (X, N), fi €rada(M,X),% € mdA}

Definimos elradical infinitorady de modA como el ideal

rady = | radj .

n>1

Tenemos el teorema siguiente (ver [AURS] (V.7) p.178 6 [AB$5.6) p. 143).

Teorema 3.4.Sea f: M — N un morfismo. Siady (M,N) = 0, entonces f es suma de
composiciones de morfismos irreducibles.

En particular, se puede probar que un algebres de representacion finita si y solo si
rad; = 0. En este caso, cada morfismo es suma de composiciones denosrfireducibles
(entonces, se puede describir a partir del carcaj de Austdreliten).

En general, el carcaj de Auslander-Reiten de un algebitraaid A contiene esencial-
mente la informacion de la categoria cociente Ad@d, .

El lema siguiente sera empleado en el capitulo .

Lema 3.5.Sean A uralgebra de artiny MN dos A - nddulos indescomponibles tales que
rady (M,N) # 0. Entonces, para cada* 0, existen

(a) un camino
M=Mo—5 My — ..~ M,
de morfismos irreducibles entrebeiulos indescomponibles y un morfisme gady (Mi,N)
tales que gif....f1 #0,y

(b) un camino

NI N S Ng=N

de morfismos irreducibles entredeiulos indescomponibles y un morfisma fadz (M, N;)
tales que g.....gif #0.

Demostraadbn.
Basta probar (a), porque (b) es dual. Consideremos el marfisimmal que casi se parte

aizquierda

hy t

h=1] : [:M— _EBlEi

hy -
donde los modulog; son indescomponibles. Comfoes un algebra de artin, su centro
Z(A) es un anillo artiniano, por lo que B(A)- modulo finitamente generado Ha(k;, N) es
artiniano. Por lo tanto existg tal que raf (Ej, N rad;‘ (Ei,N) (ver [AuRS] (V.7.2)). Sea
m el maximo de losn y seaf € rady (M,N) un morflsmo no nulo Entonces, en particular,
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fe rad)\““(M,N), de dondef = ygifi: ficrady,(M,X), gi € rady (Xi,N), con losg; fi # 0

|
y X; en indA (ver [AuURS] (V.7.4)).
Como f1 no es un isomorfismo, existe

k=l - k] GE—X

t
tal quef; = kh= Y kihj. Comog; f1 # O, existei tal queg;kihj # 0, congiki : Ef — N en
i=1

|
rad"(Ej,N) = rad”(E;,N), y h; irreducible. El enunciado sigue por recurrencia. O

Ahora pasamos a la construccion del carcaj de AuslandigerRé&Ssto es, en general, muy
dificil, pues requiere informacion sobre todas las siotes que casi se parten de mod
Existe sin embargo una técnica de construccion llamadgetéfido” que consiste en utilizar
de manera sistematica ciertos hechos ya probados, a saber:

(1) Las fuentes d€(modA), esto es, los puntos que no son fin de ninguna flecha, son los
modulos simples proyectivos.

(2) Toda flecha que sale de un simple proyectivo llega a ungotox.

(3) Toda flecha que llega a un proyectivo, sale de un sumamecidide su radical.

(4) Si un modulo indescomponiblleno es inyectivo, y si conocemos el morfismo minimal
que casi se parte a izquierda L — M, entonces 1L = Coker f, y para cada indescom-
ponibleX, existe una flechX — 1~1L siy sblo si existe una flecHa— X.

También tenemos a nuestra disposicion los enunciaddsgdua

llustramos la técnica con ejemplos. La misma funciona @&téepcion con los carcajes de
Auslander-Reiten finitos y aciclicos.

Ejemplos 3.6. (a) SeaA el algebra de caminos del carcaj

1o
\ O =<—20O
/ 3 4
20
Los modulos indescomponibles proyectivos son

PL=1P=2P=1%yPi=3 .
Aqui A es hereditaria, por ser un algebra de caminos (ver [AuRISL.@) p. 54 6 [ASS]
(VII.1.7) p. 248). Por lo tanto el radical de cada moduloescbmponible proyectivo es
también proyectivo. En efecto, ré&d = P, & P, y rad P, = P;. Ahora se deduce de los pasos

(1) y (3) de arriba que hay un subcarcaj plend d@modA) de la forma
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wh

Como ya estan presentes todos los proyectivos, verenmos gtilizando la propiedad (2)
y aplicando sistematicamente la propiedad (4) podemgarla los inyectivos, con lo que
completaremos el carcaj de Auslander-Reiten. Asi, endide (2), el morfismo minimal
gue casi se parte a izquierda que sale de 1 es la inclusiérf; . Por lo tantogr 11 es el
condcleo en la sucesion que casi se parte

3 3
0—1—°%— 35 —0.
Analogamenter 12 es el conicleo en la sucesion que casi se parte
3 3
0—-2— o= 1 — 0.

Asi tenemos el subcarcaj d¢modA):

3

2
/4
%3

T

3
1 -

N
o

, 4 - , N
Veamos que el morfismg®, — 3 & 2@ 3 es minimal que casi se parte a izquierda.

4
- 3 3 3 ,3esi -
Es claro que cada uno de los tres morfismips— 3, 3, — S 12188 irreducible.

Supongamos qu¥ es indescomponible y qulé2 — X es irreducible. SK es proyectivo,
entoncesf2 es sumando directo de su radical (y por lo taxite 1‘31'2). Si X no es proyectivo,

entonces existe un morfismo irreducith — 3, (de dondeX =161X =2,y luegoX = 3
- N , . « -1

0X = % respectlvamt_apte). Esto muestra lo que queriamos. Poigcoerste, T 132 es el
condcleo en la sucesion exacta

4
3

O_>3_>3®
12 2 12

4
EB%H33HO.
12

Repitiendo varias veces el procedimiento anterior, olese
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3 33 3 4
12/12 /
4
2 .................................................... % ................................................... %

y aqui paramos, porque hemos llegado a los inyectivos codesonibles.
Al graficar, una convencion Gtil es ubicar los trasladatguslander-Reiten en la misma
linea horizontal. Hemos ilustrado esto con lineas puagécuando el dibujo lo permite).

(b) SeaA dada por el carcaj

ligado porafB =yd, aA =0y yu =0.
Los A—modulos indescomponibles proyectivos son:

6
PP=1P=2 P;=3 P,= 1427 P5:2537 P6:425-

Un carcaj ligado aciclico siempre admite al menos un nodirtple proyectivo (en
efecto, éstos corresponden a los pozos del carcaj, estoles,puntos que no son inicio
de ninguna flecha). En este ejemplo tenemos g y Ps. Por (2), toda flecha que sale
de un simple proyectivo llega a un proyectivo y, en virtud2Je €ste tltimo admite al simple
proyectivo como sumando de su radical. Esto nos da los madigmeducibles

PL— P4« P,— P55« P3.

Como ninguno de los modulos de arriba es inyectivo, aplasa). Asit—11 es el conlcleo
en la sucesion que casi se parte

OH1—>142—> ‘21' —0

y analogamente obtenemos'2y 1713 :
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R 14253
S
BT FZJ

Afirmamos que®, — 3 @ ;4% es minimal que casi se parte a izquierda: supongamos en
efecto que;*, — X es irreducible corX indescomponible. SX fuera proyectivo, entonces
1% serfa un sumando directo de ¥adPero esto es imposible, por lo tattmo es proyectivo
y existe un morfismo irreducibleX — 4, . Esto implica querX =1 6 TX = 2, y luego
X =% 06X = ,4%. Por consiguiente~1(%,) es el conlcleo en la sucesion exacta

4
Oﬁlzﬁ

N
o

4 45
D153~ 23

w9

Continuamos de esta manera, construyendo paso a paso lademmmhasta llegar a un in-
yectivo 0 a un sumando directo del radical de un proyectimon{gestro caso, éste debe ser
45 =radPs, que es indescomponible).

2/12\ 45 /23\ 45 /

Aqui, g’ y 1 son inyectivos, mientras qug® = rad. Luego tenemos un morfismo irre-
, 6 . : , :
ducible 4> — 45. Por otro lado, el mismo razonamiento de mas arriba muesiteael

, 6 - . N
morfismo 4,> — 425 @ 5d 4 es minimal que casi se parte a izquierda. Entonces podemos
calcular el condcleo y continuar hasta terminar en losdtiyes:
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S~ T 6
2/12\ 45 /23\45/465\ 6 /4\6

Como vemos, en tanto no haya inyectivos ni proyectivos emmmlirto, la construccion
se hace simplemente calculando los conicleos (o los ogicg uno empieza por los in-
yectivos). Sabemos que un proyectivo va a aparecer cuaraiezai un sumando directo
de su radical (dualmente, inmediatamente después de aativty, aparecen los sumandos
directos del cociente del inyectivo en cuestion sobreosalp).

(c) SeaA dada por el carcaj

o
~

<

[N
Q
NO

1o
wo

ligado por larelacioBa =0. AQUiPL=1, P, =2 Ps=3y Py =
Calculamos facilmente(modA) :

PNA

(d) Sea, como en el Ejemplo 2.1&¢l algebra dada por el carcaj

lo=——=o02

B

ligado por la relaciorm 3 = 0. Ya sabemos quE(modA) tiene ciclos orientados, por haber
calculado en (2.12) las siguientes sucesiones que casitsapa
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O—>l—>%—>2—>0.

Por lo tanto el método del tejido no se aplica aqui. Sin egd)§: P, = rad®. Entonces
podemos ubicar los dos proyectivos:

' 1 /@
@\ NG :
2 1
2
\ :
2
(donde identificamos las dos copias de 2). Ahora, se prueiba emtes que el morfismo

1 1a1 es minimal i te a izquierda. P iguienté}) es el condicl
3 — eB%esmlnlma gue casl se parte alzquieraa. Por consiguien éz) €S el conucieo

en la sucesion exacta

O%%%l@%%%ﬁo.
2

En otros términos, el carcaj de Auslander-Reiten esta gad

Z\i/l

(donde identificamos las dos copias de 2). Observemosrg gul es inyectivoy que = I,

: 2 : :
/ sodz, lo cual confirma que el morflsm%)—> 2 es irreducible.
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CAPITULO Il
MODULOS INCLINANTES

1. ALGEBRAS DEENDOMORFISMOS

La teoria de inclinacion consiste en comparar las categorias de moédulos sobre un algebra
de artin dadaA y sobre el algebra de endomorfism®gsle unA-modulo T, que se elige
“suficientemente proximo” del generadéy.

SeanA un algebra de artin fa un A-modulo a derecha (por el momento, arbitrario).
EscribimosB = EndTa. La accion natural dB enT hace de este Gltimo uB— A-bimoédulo,
dado que la linealidad de cada elemehte B implica

f(ta) = f(t)a= (ft)a

paratodd e TyacA.
Por lo tanto, para tod8-modulo a derechM, el grupo abeliano Hog{T, M) tiene una
estructura d®&-moédulo a derecha dada por

(fb)(t) = f(bt)

paraf € Homa(T,M), be Byt € T. De la misma manera, para toBemodulo a derecha
X, el grupoX ®g T tiene una estructura demodulo a derecha dada por

(x®t)a=x® (ta)
parax € X,t € T y a€ A. Tenemos asi dos funtores aditivos

Homa(T,—) : modA — modB

—®gT :modB — modA.

Es bien conocido que estos dos funtores son adjuntos y que la counidad y la unidad de esta
adjuncibn son respectivamente los morfismos

ev : Homa(T,M)®@g T — M
fet— (1)
(paraf € Homa(T,M)yteT)y
Ox : X — Homy(T,X®pT)
X (t— x®t)
(paraxe Xyt e T).

Lema 1.1.(a)Sea § € addl'. Entoncegr, es un isomorfismo.
(b) Sea Pc addB. Entonce®p es un isomorfismo.
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Demostradbn. Probaremos s6lo (a), pues la demostracion de (b) esasinflesulta de
la aditividad de los funtores involucrados que es suficieetéicar el enunciado cuando
To=T. Eneste caser : Homa(T,T)®@s T =B®pgT — T define la estructura d@modulo
deT y entonces es un isomorfismo Aenoddulos. O

El resultado principal de esta seccion es que el funtor KJ{@m-) aplica los objetos de
addl sobre los de ad#| es decir, sobre loB-modulos proyectivos. Por otro lado, la res-
tricciobn a add de este funtor induce una equivalencia entreTagédd de cuast-inversa
—®pT. Por esta razon, la proposicion siguiente es frecuent@méamada “Lema de
proyectivizacion” (ver [AURS] (11.2.1) p.33 6 [ASS] (\3.1) p. 202).

Proposicion 1.2. (a) Sean § € addl y M un A-nddulo. La aplicacdn f — Homa(T, f)
induce un isomorfismo funtorial

Homa(To, M) — Homg(Homa(T, To), Homa(T, M)).

(b) Los funtoreHoma(T,—) y — ®g T inducen equivalencias cuasi inversas eradel
y adB.

Demostraddbn. (a) Nuevamente, basta verificar la validez del enunciadadolo = T. En
tal caso, los isomorfismos funtoriales

Homg(Homa(T, T),Homa(T,M)) = Homg(B,Homa(T,M)) = Homa(T, M)

aplican Hom(T, f) sobre Hom(T, f)(idt) = f idt = f.

(b) Sealp € addr. Entonces Hom(T, Tp) € add Hom(T, T) = addB. Luego Hom (T, —)
aplica add en addB. Asimismo,— ®g T aplica ad® en add. Resulta de (1.1) que estos
funtores (restringidos a addy addB, respectivamente) son cuasi—inversos. O

Nota 1.3. (a) Una consecuencia inmediata de (1.2)(b) esRjaeEndT es basica si y so-
lamente si en la descomposicitn= P ; Ti deT en sumandos directos indescomponibles,
se tien€el; 2 T; parai # j.

(b) En analogia con (1.2)(a) tenemos que, garen addB y X € modB, la aplicacion
g~ g®T induce un isomorfismo HogiX,P) — Homa(X @ T,P®gT).

Probamos, a modo de corolario, una version del famoso ifeode Gabriel-Mitchell (que
nos sera util en la seccion (I11.6)). Recordamos quéAtmoduloM se dicegenerado por
T si existe un epimorfism@™ — M, para algin enterm > 0. Se designa por Gé&na la
subcategoria plena de madormada por loA-mobdulos generados par.

Ejemplo 1.4. Para todoA-moduloM, se tiene que Hop{T,M) ®g T € Geril. En efecto,
siendo Hom (T, M) un B- modulo finitamente generado, resulta que existe un efisnw
B™ — Homu(T,M), conm > 0. De aqui obtenemos un epimorfisth® = B"@g T —
Homa(T,M)®T.

Corolario 1.5. Sean.# una subcategda abeliana plena denodA y T € .« un objeto
proyectivo tal quess = Gernl'. Sea B= EndTa. Entonces el funtoHoma(T,—) : & —
modB es una equivalencia de categgms.
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Demostradbn. Probaremos primero que el funtor Hg(,—) es denso. SeX un B-
modulo, y searfy, P, € addB tales que hay una sucesibn exacta

PP —X—0

Sabemos por (1.2)(b) que existé&f T, € addT y un morfismof : Ty — Ty tales queg =
Homa(T, f). SeaM = Cokerf. Aplicando Hom (T, —) a la sucesion exacta

TT—-Tpo—M—=0
obtenemos, dada la proyectividadden.«7, un diagrama conmutativo con filas exactas,

Homa(T,T1) — Homa(T,To) — Homa(T,M) —— 0

O

Py Po X 0

del cual resulta lo enunciado.
Basta ahora demostrar que HgiM, —) es fielmente pleno, esto es, que para tbtlo
N € .o/ se tiene un isomorfismo

Homa(M,N) — Homg(Homa (T, M), Homa(T,N))

dado porf — Homa(T, f).

En virtud de (1.2)(a) sabemos que lo enunciado es valitbsiaddT. SeaM arbitrario.
Como.« = GenT, existe un epimorfismp: T™ — M, conm > 0. Como.« es abeliana,
L = Kerp pertenece &7 , por lo que es a su vez generado porSe tiene asi una sucesion
exacta

TT—-To—M—0

conTp, T € addT. Se deduce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 ——— > Homa(M,N) Homa(To,N) Homa(T1,N)

| 1~ l~

0 — Homg(Homa(T,M),Homa(T,N)) — Homg(Homa(T,To), Homa(T,N)) — Homg(Homa (T, T1),Homa(T,N))

lo que termina la demostracion. O

La hipbtesis hecha en (1.5) es bastante restrictiva, yaes gue en general la subcategoria
Genl de modA no es equivalente a m&d Entonces es razonable preguntarse qué subcate-
gorias de moB son equivalentes a la subcategoria Gele modA. Como uno desea que
los funtores Hom(T,—) y —®g T sean equivalencias cuasi inversas entre estas dos subcate-
gorias, un punto de partida posible seria tratar de detarmuando el morfismo funtorial
&w €s un isomorfismo.

Para esto necesitamos una definicion. Bean A-modulo. Elegimos un conjunto de
generadoreg fy, ..., fg} del B-modulo finitamente generado HaT,M) y consideramos
el morfismo

f=[fy,... fq]: T9 =M.
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Se dice qud es una add -aproximacbn a derecha de M.

Lema 1.6. Sea M un A-radulo y f: To — M unaaddT -aproximacdn a derecha de M (con
To € addT ). Entonces

(@) Homu (T, f) : Homa(T, Tp) — Homa(T,M)es un epimorfismo.

(b) f : To — M es un epimorfismo si Yk si M esh enGerr .

Demostraddbn. (a) Resulta de la definicion.

(b) Como la necesidad es evidente, probemos la suficieneaMS: Genl. Entonces
existe un epimorfismg : T™ — M, conm > 0. Por la definicion def (ver (a)), existe
h: T™ — Ty tal queg = fh. Comog es sobreyectiva, también lo és O

Es @til enunciar explicitamente el dual. Sdaun A-modulo. Se elige un conjunto de
generadore$fy, ..., fq} del B°P-modulo finitamente generado Ha(M, T) y se considera

el morfismo f
1

f=|:]:M-T9
fq
Diremos quef es una addl -aproximacbn a izquierda de M.
Recordamos ahora que damoduloM se dicecogenerado por Bi existe un monomor-
fismoM — T™M conm > 0. Designamos por Cogé&na la subcategoria plena de n#d
formada por los\-modulos cogenerados por El lema siguiente es dual de 1.6.

Lema 1.7. Sean M un A-fdulo y f: M — Tp unaaddT —aproximaaddn a izquierda de M
(con T € addT). Entonces

(@) Homu(f,T) : Homa(To, T) — Homa(M, T) es un epimorfismo.

(b) f : M — Ty es un monomorfismo si 9ls si M esh enCogert . OJ

Proposicion 1.8. Sea M un A-radulo. Entoncesy : Homa(T,M) ®g T — M es un epimor-
fismo siy solamente si M GenT .

Demostradbn. Supongamos qu&, es un epimorfismo. Sabemos por (1.4) que
Homa(T,M)®gT € Gerl. LuegoM € GenT. Reciprocamente, supongamos yue Genr
y seaf : To — M, conTp € addT una add” -aproximacion a derecha dé. En virtud de
(1.6)(b), f es sobreyectivo, por lo que hay una sucesion exacta corta

O—>L—>Toi>|\/|—>0.

Aplicando el funtor Hom(T,—) y (1.6)(a), se obtiene otra sucesion exacta corta

0 — Homa(T, L) — Homa(T, To) 220, Homa (T, M) — 0.

Aplicando a continuacion el funter ®g T se obtiene un diagrama conmutativo con filas
exactas

Homa(T,L) ® T — Homa(T,Tp) ®8 T — HOM(T,M)®g T ——— 0

: X -

0 L To M 0.
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Resulta de (1.1) quer, es un isomorfismo, de dondg es un epimorfismo. O

Nota 1.9. (a) Supongamos que en la demostracion precedente tna8tac addT. En-
tonces, en el diagrama, es un isomorfismo y por lo tantg, también lo es. Tenemos asi
gue es condicion suficiente para ggie sea un isomorfismo para todd € Genrl, que el
nucleoL de una add@i-aproximacion a derecha esté en add

(b) El enunciado dual de 1.8 dice que el morfismo funtavigl> Homgor(HOma(M, T),T)
definido porx — (g~ g(X)) es inyectivo si y solo sM € CogerT. Nosotros no lo nece-
sitaremos, por lo que no lo demostramos aqui.

Ejemplo 1.10. En toda esta seccion no hacemos ninguna hipotesis solwmetiuloT. En
estas condiciones es dificil esperar una buena relacifre &as categorias médy modB.
Asi, sedk un cuerpo algebraicamente cerrad@ gl algebra dada por el carcaj

7N\

1 3 5

NS

con todas las relaciones de conmutatividad posibles. Easoel carcaj de Auslander-Reiten
I"(modA) de A esta dado por

— —— 5

S
\/\/\/\/\/

Tomemosl; = 21314 yT,= 2f4. Entonced = T; @ T, tiene exactamente dos sumandos di-

rectos indescomponibles no isomorfos. Entonces, por(f),2l carcaj dé8 = EndTa tiene
exactamente dos puntos. Veamos quextHoma (T, T2) = 2. ComoA es de representacion
finita, todo no isomorfismo entre modulos indescomponibesuma de composiciones de
morfismos irreducibles (ver (1.3.5) 6 [AuURS] (2.7.8) p.183omo en el carcaj hay tres
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caminos dd aT,, la dimension de Hogy(T1, T2) es menor o igual que 3. Ahora bien, como
existe una sucesion exacta (que casi se parte)

0—-Ty— 314@214@213_>T2_>0

entonces la suma de los tres caminos es cero, y ademas tiesoeliera de ellos son lineal-
mente independientes porque sus imagenes tienen distattiores de composicion.

Esto prueba lo deseado.

De la misma manera resulta rad Had= 0, rad Endlz = 0 y Homa (T2, T1) = 0. Entonces,
tanto Endl; como Endl, son anillos de division. Comkes algebraicamente cerrado, tene-
mos que End; = ky EndT, = k. Por consiguienteB es el algebra de caminos del carcaj

-
o Z o .

Esta es el algebra de Kronecker, que es hereditaria y deseqacion infinita (ver [AURS]
(VIII.7) p. 302). El algebra de Kronecker es lo que se demamin algebra mansa, es decir
gue es posible parametrizar sus moédulos indescomporiblesa dimension dada. Por el
contrario, siT’ = 4@ 3, se ve faciimente que el carcaj Be= EndT’'a es

O<——0.
<

Este algebra es lo que se llama un algebra salvaje: sucatael modulos contiene la cate-
goria de modulos sobre cualquier algebra arbitrariapblemos entonces esperar obtener
una descripcion completa de mB8d ComoA es de representacion finita, las categorias de
modulos sobré\, By B’ son muy diferentes.

2. PARES DE TORSON Y MODULOS INCLINANTES PARCIALES

En la seccion precedente estudiamos la subcategorid @emodA. Resulta directa-
mente de la definicibn de esta subcategoria, que la misoam@gla por cocientes (imagenes
epimorficas). Es Gtil ver cuando GErs también cerrada por extensiones. En efecto, en este
caso, determina un par de torsion.

Definicion (Dickson) Un pan(.7,.%#) de subcategorias aditivas plenas de wed unpar
de torsbnsi:

(@) Homy(M,N) = 0 paratoddM € 7 y N € F

(b) Si Homy(M,F) = 0 para todd~ € .#, entonceM € .

(c) SiHomu(T,N) =0 para toddl € .7, entoncedN € .Z#.

En otras palabras, es un par de subcategorias aditivagjizéeno hay ningn morfismo
no nulo de la primera en la segunda, y son maximales con egpéedad. Calcular un par
de torsion en moA nos da informacion sobre la direccion de los morfismos edAnd.as
subcategorias” y .%#, llamadas respectivamertkase de tordiny clase sin torshn, tienen
caracterizaciones intrinsecas.

Proposicion 2.1. (a) Sea.7 una subcategda aditiva plena danodA. Existe una subcate-
goria .# tal que(.7,.%) es un par de toréin si y solamente sV es cerrada por cocientes
y extensiones.
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(b) Sea.# una subcategoda aditiva plena demodA. Existe una subcategiar.7 tal que
(7,.%) es un par de toréin si y solamente s¥ es cerrada por subodulos y extensiones.
(c) Si (7,%) es un par de toréin demodA, entonces para todo @dulo M existe una
sucesbn exacta corta

0—-tM—>M—-M/tM -0

contMe .7 y M/tM € .#, Uinica en el sentido que toda sud@siexacta corta
O—-L—-M-—-=N-—=0
conLe 7 yNe .# esisomorfa a la precedente.

Demostraddbn. (a) Supongamos qu& es la clase de torsion de un par de torgiéh .%) y
conside-remos una sucesion exacta corta

0O—-—M->M-M"=0

de modA. Aplicando el funtor Hom(—,F), conF € .#, se tiene una sucesion exacta a
izquierda
0 — Homa(M” F) — Homa(M,F) — Homa(M’, F).

Ahora, M € .7 implica Homp(M,F) = 0 para todoF € .%, de donde Hom(M”,F) =0
para todoF € .# y por lo tantoM” € .7. Luego.7 es cerrada por cocientes. De la misma
maneraM’;M" € 7 implicaM € 7.

Reciprocamente, seZ una subcategoria cerrada por cocientes y extensiones tdefar
modulo M, seatM la trazade .7 en M, esto es, la suma de las imagenes de todos los
morfismos de objetos d& enM:

tM:Z{Im(p|(p:T—>M,T€§}.

Resulta de la hipotesis qubl € .7 y, mas aun, quéM es el mayor submodulo dd que
esta en7. En particular, se tiene qud € .7 si y solamente s\ = tM. Se tiene asi una
sucesion exacta corta

0—-tM—M— M/tM — 0. (%)

Afirmamos que (M /tM) = 0. En efecto, pongamd$M /tM) = M’ /tM, dondeM’ es un
submoédulo deM que contiene aM. La hipb6tesis queZ es cerrada por extensiones y la
sucesion exacta corta

0—tM—-M — M /tM -0
implican queM’ € .7. Pero entonceBl’ CtM y t(M/tM) = M’/tM = 0, lo que prueba lo
afirmado.

Escribamos ahor& = {M € modA|tM = 0}. En particular, para tod&-moduloM se
tieneM/tM € .#. Veamos qué€.7,.%) es un par de torsion. Sedhe .7, N € .Z. Siun
morfismof : M — N es no nulo, también lo es la aplicacion inducMa=tM — Imf, de
dondetN +# 0, lo que es una contradiccion. Entonces Hokh, N) = 0. Supongamos ahora
que Hom{M,F) = 0 para todd= € .#. Entonces de la sucesioR) (arriba obtenida resulta
queM/tM = 0 y por lo tantoM =tM € .7. De manera analoga se demuestra la Ultima
condicion.

(b) Resulta de (a) por dualidad.
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(c) Hemos probado la existencia de la sucesidnKalta probar la unicidad. Sea
O—-L—-M-—-=N-—-O

unasucesion exacta core .7 y N € .. ComotM es el mayor submodulo dé pertenecien-
te a.7, se tiene una inyeccion: L — tM y por lo tanto un diagrama conmutativo con filas
exactas

0 L M N 0

0 tM M M/tM —— 0

Del lema de la serpiente se tiene que iefrtM/L € 7. ComoN € . y (7,.%) es un par
de torsion, se tiene que K@k 0. LuegotM == L y por consiguient® = M /tM.
0

La sucesibn exacta de (c) se damabnica Una consecuencia inmediata de la existencia
de sucesiones canbnicas es quéwmodulo simple esta o bien e#i, o bien en%.

Es claro que, sT es arbitrario, no hay razén para que Gesea una clase de torsion, es
decir, sea cerrada por extensiones (por ejemplesita dada por un carcaj que contiene una
flechax — y, entonces Ge€i$, @ Sy) no es cerrado por extensiones). Daremos una condicion
suficiente para que éste sea el caso.

Lema 2.2. Sea T un A-adulo tal queExti(T,M) = 0 para todo Mc GenT. Entonces
GenT es una clase de to@. Aderas, la clase sin toréin correspondiente eéM €
modA| Homa(T,M) = 0}.

Demostradbn. Para demostrar la primera afirmacion basta probar qud @srcerrado por
extensiones. Sea-8 L — M — N — 0 una sucesion exacta corta damN € GenT. Como
Exti(T,L) = 0, el funtor Hom(T,—) induce una sucesion exacta

0 — Homu(T,L) — Homa(T,M) — Homa(T,N) — 0
y obtenemos un diagrama conmutativo con filas exactas

Homa(T,L) ®e T — HOoma(T,M)®gT — HOma(T,N)@gT ——— 0

: - -

0 L M N 0.

Sabemos por (I, 1.8 ) que y &y son epimorfismos. Entonceg también lo es, 0 sea
M e GenT.

SeaM sin torsibn. Comd € GenT, se tiene que Hogi{T,M) = 0. Reciprocamente, sea
M tal que Hom(T,M) =0, y sed. € GenT. Entonces existe un epimorfisiid’ — L, con
m> 0. Por lo tanto Hom(L,M) = 0, de dondéV es sin torsion. O

Como mencionamos anteriormente, buscamos modulosifposX a los generadores.
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Definicion. Un moduloT se diceinclinante parcialsi satisface las dos condiciones si-
guientes:

(T1)dpT <1

(T2) Exta(T,T)=0.

Por ejemplo, todo moddulo proyectivo es inclinante parcial

La nocion dual es la dmbdulo coinclinante parcial Asi, unA-moéduloT se dice coin-
clinante parcial sidi <1y Exﬁ(T,T) = 0. Es evidente qu& es unA-modulo inclinante
parcial siy solo sDT es unA°P-modulo coinclinante parcial. Estas dos nociones (iacite
y coinclinante parcial) coinciden evidentementé s un algebra hereditaria.

Lema 2.3. Sea T un A-rddulo tal quedpT < 1. Entonces T es inclinante parcial si §le
si Exti(T,M) = 0 para todo Mc GenT .

Demostradbn. Supongamos quE es inclinante parcial y sed € GenT. Entonces existe
una sucesion exacta corta

0O-L—-T"—=M—0,
conm> 0. Como df < 1 se obtiene un epimorfismo

Extx(T,T™) — Exti(T,M) — 0.

Luego Exk(T,T) = 0 implica Ex}(T,M) = 0 paraM < GenT. La reciproca es inmediata.
O

Una consecuencia directa del lema es que todo modulo amtérparcial induce un par de
torsion(%(T), Z%o(T)), conZ(T) =GenT y Zp(T) = {M € modA| Homa(T,M) = 0}.
Existe una terminologia para esto, debida a Auslander y@ma

Definicion. Sea% una subcategoria aditiva plena de Mgderrada por extensiones. En-
tonces un objettVl de% se dice

(a) Extproyectivo er’ si Exti(M,C) = 0 para todcC € .

(b) Extinyectivo erts si Ext;(C,M) = 0 para todcC € 7.

El Lema 2.3 se reformula diciendo queTses un modulo inclinante parcial, entonces es
Ext-proyectivo en Gem (que es cerrado por extensiones, por (2.2)). En conse@jeadd
objeto no nuldlp € addT es también Ext-proyectivo en G&n

El lema siguiente, debido también a Auslander y Smécilita el calculo de los Ext-
proyectivos y de los Ext-inyectivos.

Lema 2.4. Sea(.7,.#) un par de torsbn.
(a) SiLe .7 es indescomponible, entonces LEd-proyectivo en7 siy Dlo sitlL € Z#.
(b) Si N e .Z es indescomponible, entonces NEsg-inyectivo enZ siy dlosit !N e
T.

Demostraddn. Probaremos s6lo (a), pues (b) es dual.
SupongamosL € . y M € 7. La formula de Auslander-Reiten da:

Exth(L,M) = DHoma(M, TL) C DHoma(M, TL) = 0.
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Reciprocamente, séac .7 un indescomponible Ext-proyectivo ety consideremos la
sucesion canonica para en el par de torsions,.#)
0—t(TL) - 1L LA TL/t(TL) — 0.
SiTL ¢ . entonce® no es un isomorfismo y por lo tanto no es una seccion. Pero@go

., . f . . .
la sucesion que casi se parte OtL — E 9, L — 0induce un diagrama conmutativo con
filas y columnas exactas

0 0
f/ gl
00— t(1L) F L 0
i h =
f g
0 L E L 0

TL/t(TL) —— tL/t(1L)

0 0

Comot(TL) € .7 y L es Ext-proyectivo e, la sucesion de arriba se parte. Entonces existe
g’ :L— F talqued'qg’ = id.. Por lo tantog(hg’) = (gh)g” = d'g” =id. y la sucesion que
casi se parte, se parte, lo que es absurdo. O

En particular, siT es inclinante parcial, entonce$ € .7o(T).

\Volviendo al Lema 2.3, vemos que resulta de su demostragiénsiT es un moédulo in-
clinante parcial, entonces G&rC {M |Exti(T,M) = 0}. Probaremos ahora que este (ltimo
conjunto es también una clase de torsion que contiefig ).

Lema 2.5. Sea T un radulo inclinante parcial. Entonces la clas& (T) = {M € modA|
Exti(T,M) = 0} es una clase de torsn que contiene &(T).

Demostrachn. Basta demostrar quéi(T) es cerrada por cocientes y extensiones. Sea
entonces 0+ M’ — M — M” — 0 una sucesion exacta corta. Comoldg 1 se obtiene una
sucesion exacta

Exti(T,M') — Extx(T,M) — Extx(T,M") — 0.

(T,
Por lo tantoM € 73 (T) implicaM” € Z1(T). De la misma manerd)’,M" € 7 (T) impli-
canM € 7 (T). Por 2.3 tenemos quey(T) € .7(T). O
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ComoT es evidentemente Ext-proyectivo éa(T), resulta de (2.4) queT pertenece a
la clase sin torsion correspondien# (T). En realidad, se puede demostrar qagT) es
la clase CogeftT) de todos los modulos cogenerados por la demostracion es dual de la
de (2.2), utilizando la observacion (11.1.9)(b). Nosstrm las necesitaremos aqui.

Antes de pasar a los ejemplos necesitaremos algunas otisees sobre los moédulos
inclinantes parciales que son fieles. La razon es que,sidnid-modulo inyectivd esta in
Z1(T), no siempre sucede questé también e (T). Veremos que éste es el caso cuando
T es fiel. Recordamos que #amoduloM se dicdfiel si su anulador AnMl = {a € A|Ma=
0} es nulo.

Lema 2.6. Sea M un A-radulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
() Ma es fiel.
(b) TodaaddVl-aproximacén a izquierda A — MY es inyectiva.
(c) Aa € CogemM.
(d) DAA € GenM.

Demostraddbn. (a) implica (b). Seé un A-modulo fiel. Elijamos un conjuntffy, ..., fq}
f1

de generadores del EMA°P-modulo Hom(A,M) y seaf = | - | tA— M9 una addv-

f

aproximacion a izquierda. Supongamos queKerf y x € M. dEI isomorfismo canbnico
M = Homa(A,M) da un morfismady, : A — M tal quex = hy(1). La definicion def implica
quehy se factoriza porf. Entoncesf (a) = 0 implicahy(a) = 0, es decixa= 0. Comox es
arbitrario se tiene quikla= 0, de dondex = 0.

(b) implica (c). Es trivial.

(c) implica (a). Seam : A — MY un monomorfismo ya € A tal queMa = 0. Entonces
g(a) =g(1)a=0implicaa=0.

(d) es equivalente a (c). En efecto, para A, se tiene quéMa = 0 si y solamente si
aDM = 0. LuegoMj es fiel si y solamente $iA € CogeriaDM), 6 equivalentemente,
DAp € GenMa. O

Supongamos quE es un moédulo inclinante parcial. Entonces, com® épl, por (1.2.7)
se tiene que Hog(T,1T) = DEXt;(T,T) = 0. SiT es fiel la reciproca también vale:

Lema 2.7.Sea T un A-iddulo. Si T es inclinante parcial entoncdsma(T,7T) =0. Si T
es fiel, la regproca tambén vale .

Demostraddn. SiT es fiel existe, por (2.6), un epimorfisd" — DA, conm > 0. Apli-
cando Hom(—, 7T) se obtiene un monomorfismo

0 — Homa(DA, TT) — Homa(T™, TT).
Como Hom(T, 7T) =0, se deduce que H(tDA, 1T) =0, de donde dp < 1. Finalmente,
Exti(T,T) = DHoma(T,7T) = 0. O

En particular, un moddulo inclinante parcial fieinduce un par de torsiog(T), %o(T))
con %(T) =GenT y %o(T) = {M| Homa(T,M) = 0}. Resulta entonces de la fidelidad de
T queDA € Z(T).
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Una consecuencia es que todo proyectivo-inyectivo peceeaadd : en efecto, si hubiera
un mobdulo proyectivd® € GenT, existiria un epimorfism@™ — P conm > 0, que debe
partirse, pue® es proyectivo, y por lo tantB € addT .

Ejemplo 2.8. SeaA dada por el carcaj

o4

ly
@) OaO
1 B 2 3

con relaciom 3 = 0. Entonces el carcaj de Auslander-ReiterAdssta dado por

/\/
\/\/\
\/

, 4 : . , . :
El moduloT = : es inclinante parcial (por ser proyectivo). Es facil cédclos indescom-

ponibles generados par. son%1 , 3y 4. Por lo tanto,%(T) = add{ %, 3.4}. Laclase

sin torsion%y(T) es igualmente facil de calcular, pues contiene solameloemoddulogv
tales queMes = 0. Esto da%p(T) = add{ 1, 2, 2, 3, 3}. Ilustramos esto asi:

dondeZ(T )se describe por: y Zo(T) por @ . El' nico moédulo indescomponible
gue no es ni de torsion ni sin torsiond$, y su sucesion canodnica es03 — 3% — 30,

dado que,* € J(T)y 3¢ Fo(T).
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Observamos que los Ext-proyectivos &p(T) indescomponibles SO%], ‘2‘ y 4, puesto

que todos estan edp(T) y T% =0, 14 = 2,14 = 3 estan en%y(T). Calculamos ahora
(AA(T),Z1(T)). ComoM € Z1(T) siy solo si Exk(T,M) = 0, se tiene queZ; (T) = modA,
en tanto queZ1(T) = {0}.

SeaT’ = %@ 34, EntoncesT’ es fiel. En efecto, para probar gag € Coge’, basta
probar que para todé-modulo proyectivo indescomponibl existe un monomorfismo
P« — T4, con T} € addT, lo que vale pues hay monomorfismos-12 — %, 534y

%, 34 c addT’. Por otro lado, se tiene que H@T’, TT’) = Homa(T’,2) = 0 de donde
resulta, en virtud de (2.7), qu€ es un modulo inclinante parcial.
Los indescomponibles generados gdrson {%,‘2‘, 34.4,3}. Por lo tanto, % (T') =

add{%, 3,34, 4,3}. En cuanto &(T') = {M | Homa(T’,M) = 0}, como en un algebra de
representacion finita todo morfismo es suma de composgid@enorfismos irreducibles,
tenemos que todo moédulo indescomponibletal que no existe ningln camino (de un
sumando directo) d&’ enM en T (modA) pertenece &% o(T’). Luego add 1,2,2,3} C
Fo(T'). Como los otros indescomponibles estarg(ir’), se tiene queZo(T') = add{ 1, %,
2,3}. Representamos esto en la figura siguiente

donde, una vez mas, la clase de torsion se des@a y la clase sin torsién@ . En

este ejemplo todo indescomponible es, o bien de torsidierodin torsion. Se dice entonces
gueel par de torsbn es escindidoDaremos abajo una caracterizacion de pares de torsion
escindidos.

Aqui, los Ext-proyectivos indescomponibles.dgT’) son%, 3, 324 y 4.

Calculemos ahoraZ1(T’),.#1(T')). Tenemos qud € 71 (T') siy solo siHom(M, 2) =
Homa(M, TT') = DEXt(T’,M) = 0, es decir si y solo si 2 no es un sumando directo de

M/radM. Por consiguienteZ;(T') = add{ 1, %,%, 3,34,3,4}. En cuanto aZ1(T') =

{M € modA| Homa(L,M) =0 paratodd € Z1(T’)}, se ve enseguida qu& (T') = add{ 2}
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(en efecto, se tiene un morfismo-1 2 con 1€ 71(T')). Representamos esto en la figura

siguiente

N

A

¥

La sucesion canobnica correspondiente al modulo inaegoaible?, el (inico que no esta

en 7 (T') nien.Z1(T'), es
0—1— % —2—=0
porque 1€ 7 (T")y 2 € .71 (T').
_ . . iy 4

Finalmente, los Ext-proyectivos indescomponibles dedarson 1 2, 3%y 3 (peronoj:
en efector§ = 2 ¢ F1(T")).

Segln lo prometido, terminaremos con algunos comentadbee los pares de torsion
escindidos.

Definicion. Un par de torsionf.7,.#) se diceescindidosi cadaA-modulo indescomponible
pertenece, o bien &, o bien a7 .

Este es el caso, por ejemplo, del pap(T’),.Zo(T’)) en el ejemplo arriba. La siguiente
caracterizacion nos sera de utilidad.

Proposicion 2.9. Sea(.7,.%) un par de torsbn demodA. Las condiciones siguientes son

equivalentes:
(@) (7, %) es escindido.
(b) Para todo A-nddulo M, la sucesin carbnica se parte.
(c) T IM € 7, paratodo Mc 7.
(d) TN € .7, para todo Ne .Z.

Demostraddbn. (a) implica (c). Sea
0-M—-E—-1M=0

la sucesibn que casi se parte que comienzisl elcomo para todo sumando directo indes-
componibleE’ deE se tiene que Hog(M, E’) # 0, entonced/ € .7 implicaE’ ¢ .. Luego
E’ € .7, por hipotesis. Por consiguiente e .7 y entoncegs M € 7.

(c) implica (b). Sea

0—-tM—M—M/tM —0
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la sucesion canonica paM. Entonces EX(M/tM,tM) = DHom, (1 1(tM),M/tM) C
DHoma(171(tM),M/tM) = 0, puest ~1(tM) € .7. Luego la sucesion se parte.

(b) implica (a). SeaM un A-moédulo indescomponible. La hipotesis implica due=
tM & M /tM. Pero entonces, o biet =tM € .7, o bienM =M /tM € .7

De manera analoga se demuestra la equivalencia de estisionas con (d). O

Es facil ver que la condicion (b) equivale a la siguiente:
(b") Extx(M,N) = 0 paratoddVl € .#,N € 7.
Esto resulta de la unicidad de la sucesion canonica (v&))(2
Los pares de torsion escindidos seran particularmeiiés @n el capitulo siguiente.

3. MODULOS INCLINANTES

Definiciobn. Un A-modulo inclinante parciall se diceinclinantesi satisface la propiedad
adicional
(T3) Existe una sucesion exacta corta

O—>AA—>TA—>TA’—>O
conT’ . T"” € addT.

Recordamos qué es inclinante parcial sidp< 1y Ex&(T,T) = 0. Por ejemplo, todo
progenerador es un modulo inclinante.

La nocion dual es la denddulo coinclinante Asi, un A-modulo T es coinclinante si
diT <1, Exti(T,T) = 0y existe una sucesion exacta

O—>TA’{—> A’—>DAA—>O

conTy, T € addT. Es claro que uA-moduloT es inclinante siy solo $0T es coinclinante.
Finalmente, sA es hereditaria, todo médulo inclinante es coinclinantecjprocamente.

Puede interpretarse que los axiomas de modulo inclinagiéfisan que un moédulo in-
clinante es “bastante proximo” al modudq. Una condicion suficiente para quesfTsea
verificada es que, para todemodulo proyectivo indescomponiblg exista una sucesion
exacta corta

0O—-P—-T —-T"-0

conT’, T” € addT. No es inmediatamente evidente que esta condicion selarignte nece-
saria. Probaremos esto mas adelante en (3.8).

Una consecuencia directa del axioma)(¥ de (11.2.6) es que todo modulo inclinante es
fiel. Se deduce una primera caracterizacion de los moduttieantes.

Lema 3.1. Un A-nbdulo T es inclinante si yodo sSiHoma(T,7T) =0y T satisfacdTs).

Demostraddn. En efecto, sT es inclinante, dp < 1y luego Hom (T, TT) = DEXxtL(T,T)
= 0. Reciprocamente, 3i satisface (%) entonces es fiel. Luego, por (I.2.7), es inclinante
parcial y, por lo tanto, inclinante. O

Por otra parte, no es valido en general que un modulo axetaparcial fiel es inclinante.
Asi, el modulo fielT’ del Ejemplo (2.8) no es inclinante, como veremos mas atkelan

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



38

Necesitamos el lema siguiente.
Lema 3.2. Sean MT € modA . Entonces existe una sudasiexacta corta
(%) 0—-M—-E—-Tp—0

con b € addr, tal que el morfismo de conéxid : Homa(T, To) — Exti (T, M) inducido por
el funtorHoma(T, —) es sobreyectivo.

Demostraddn. Si Exti(T,M) =0 el lema es trivial. Supongamos entonces qué ExM)

# 0y seale,,...,e} un conjunto de generadores del Bagmodulo Exg(T,M).
Representamos a cadgpor una sucesion exacta:

0—MLE ST 0

El morfismo codiagondt = [idw, .. .,idwm] : M9 — M induce un diagrama conmutativo con
filas exactas

i T 0

- E
l u l Ui l u’
f g

O—>Md—>@id:1Ei—>Td—>O

Lk lv Lid.rd
§! /
E g

0 M Td 0

dondeu;, U/, u son las inclusiones respectivas en la coordenmddma yf,g son las apli-
caciones inducidas en la suma directa. Cdto= idy, del precedente se deduce otro
diagrama conmutativo con filas exactas:

fi gi

0 M Ei T 0
| e
f/ g/
0 M E Td 0. (%)

Si e designa al elemento de I,'%Xﬂ'd, M) representado por la sucesiti) fle abajo, este
Gltimo diagrama se expresa diciendo ggie- Exti(u’,M)e = §(u') para cada. Luegod
es sobreyectiva y la sucesif) satisface lo pedido. O

Una consecuencia inmediata de (3.2) es el llema siguidateatio Lema de Bongartz,
gue dice que todo mbédulo inclinante parcial puede ser cetagd a un modulo inclinante.

Lema 3.3. (Bongartz)Sea T un radulo inclinante parcial. Entonces existe uaualo E tal
que T@ E es inclinante.

Demostraddbn. Aplicando (3.2), existe una sucesion exacta
(%) O—-—A—E—-Typ—0
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tal queTo € addT y el morfismo de conexiod : Homa (T, To) — Exti(T,A) inducido por el
funtor Homy (T, —) es sobreyectivo. Aplicando HQ((iT, —) a (x) se obtiene una sucesion
exacta

...HOma(T, To) 2 Exti(T.A) — Exti(T,E) — Ex&(T,To) = 0.
Comod es sobreyectivo, resulta que EKT,E) = 0.

Si se aplican sucesivamente los funtores HOmMT) y Homa(—, E) a la sucesion«) se
obtienen analogamente sucesiones exactas

0= Exti(To,T) — EXtA(E,T) — Exta(A,T) =0

0 = Exti(To,E) — Extx(E,E) — Exti(A E) = 0.

Luego Exﬁ\(T @E, T®E)=0. Comodd <1, lasucesion exacta)da también dg < 1.
Finalmente, la sucesior) es la sucesion de ¢). Esto prueba qué& ¢ E es un médulo
inclinante, como queriamos. O

Es importante observar que hemos probado que, para todsiGuegacta
O—-—A—E—-Typ—0

conTp € addr tal que el morfismo de conexi@: Homa (T, To) — Exti(T,A) es sobreyec-
tivo, el moéduloT & E es inclinante. Cada tal sucesion se dice sueeshn de Bongartpara
T, y el mdduloE se dice urcomplemento de BongadeT.

La consecuencia mas notable del Lema de Bongartz es que@duannclinante parcial
es inclinante si y solo si el nUmero de clases de isomorfegreumandos indescomponibles
deT esigual al rango del grupo de GrothendiégKA) de A, es decir al nUmero de clases
de isomorfismo dé&-modulos simples (en virtud de 1.1.4). Probaremos estalteg en
(11.5.6).

Corolario 3.4. Sea E un complemento de Bongartz dédmio inclinante parcial T. En-
tonces7(T) = ZA(T E).

Demostraddn. Es claro que, para usmoduloM, la condicion Ext(T @ E,M) = 0 implica
Exti(T,M) = 0. Luego.Z1 (T @ E) C ZA(T).
Reciprocamente, sedhec 73(T) y

0-A—E—-T4-0

una sucesion de Bongartz para Aplicando el funtor Homa(—, M) resulta una sucesion
exacta

0= Ext(T9, M) — Exti(E,M) — Exti(A,M) = 0.

Luego Exk(E,M) =0y por lo tanto Ext(T ©E,M) = 0. Esto muestra quéi(T) = %A (T @
E). O

El teorema siguiente da varias caracterizaciones equiesele los modulos inclinantes.
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Teorema 3.5.Sea T un A-iddulo inclinante parcial. Las condiciones siguientes sguiea-
lentes:

(@) T es un mdulo inclinante.

(b) %(T) = Z(T).

(c) Para todo Me .73 (T) existe una sucesin exacta

o— T —=T1—=Tg—M-—-0

con T € addT paratodoi.
(d) L es Ext-proyectivo e (T) siy Dlo si L e addT .

Demostraddn. (a) implica (b). Sabemos ya, por (Il. 2.5), qdg(T) C 71(T). Reciproca-
mente, seaM € 73 (T) y

0—-tM—M— M/tM —0
la sucesion canodnica dé en el par de torsioQ%(T), Zo(T)). ComoM /tM € .%o(T), se
tiene que Horma(T,M /tM) = 0. Por otro lado, el funtor Hogt{ T, —) da una sucesion exacta

Extx(T,M) — Exti(T,M/tM) — 0
puesto que dp < 1. Luego Exk(T,M) = 0 implica Ex§(T,M/tM) = 0. Apliquemos ahora
el funtor Homy(—, M /tM) a la sucesion exacta del axioma)T
O—=AA—TL—Ti—0
conT’,T” € addT. Esto da una sucesion exacta
0= Homa(T',M/tM) — Homa(A, M /tM) — Extx(T”, M /tM) = 0.

Por lo tantoM /tM =2 Homa(A,M /tM) = 0. LuegoM =tM € F(T).
(b) implica (c). Seavl € 71(T) = Z(T). Comenzamos probando la existencia de una
sucesion exacta
O—-L—-Tg—M-—=0
conTocaddT yL € Z3(T). ComoM € GenT, resulta de (11.1.6) que una ad@idaproximacion
f: To — M, conTp € addT, es sobreyectiva. Pongambs= Ker f y apliguemos el funtor
Homa(T,—) a la sucesion exacta corta

O—>L—>Toi>|\/|—>0.

Obtenemos una sucesion exacta
.. .Homa(T, To) 2™ ™0, Homa(T, M) — Exti(T, L) — Exti(T,To) = O.
Dado quef es una add@-aproximacion, el morfismo HogtT, f) es sobreyectivo. Luego
Exti(T,L) = 0. Esto prueba entonces ques 7(T) = %(T). El enunciado de (c) se
obtiene entonces por recurrencia.

(c) implica (d). Supongamos quie= addT. Entonces es claro quees Ext-proyectivo en
J1(T) = {M| Exts(T,M) = 0}. Reciprocamente, supongamos ¢ues Ext-proyectivo en
Z1(T). Por (c) sabemos que existe una sucesion exacta

0O—-L —-Tp—L—0

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



41

conTp € addT y L’ € Z1(T). ComoL es Ext-proyectivo er¥;(T), se tiene Exf(L,L") = 0.
Luego esta sucesion se parte ¥ addT.

(d) implica (a). Sea 8- A— E — Tg — 0 una sucesion de Bongartz pdraPara probar
queT es inclinante basta probar qiiec addT. En virtud de (d), esto se reduce a pro-
bar queE es Ext-proyectivo er;(T). En efecto, comd@ @ E es inclinante, se tiene que
Extx(T,E) =0, de dondé& € 71 (T). SeaM € Z1(T). Aplicando Hom,(—, M) a la sucesion
de Bongartz encontramos una sucesion exacta

0 = Exti(To,M) — Extx(E,M) — Extx(A,M) =0,
de donde Ex{(E,M) = 0, probando lo deseado. O

Por lo tanto, siT es unA-modulo inclinante, las clases de torsigy(T) y Z1(T) coinci-
den. Notaremos/ (T) = %(T) = A(T)y Z(T) = Zo(T) = .Z1(T). Asi, el par de torsion
inducido e .7 (T), Z (T)).

Extraeremos ahora algunas consecuencias de 3.5.

Corolario 3.6. Sean T un A-@dulo inclinante y B= EndTa. Entonces:
() El funtorHoma(T, —)| 7(1) preserva sucesiones exactas cortas.

(b) El funtor Exti(T, —)| 7(T) Preserva sucesiones exactas cortas.
Demostraddn. (a) Sea 0—- L — M — N — 0 una sucesion exacta d&(T). Como
Exti(T,L) = O se tiene una sucesion exacta en Bod

0 — Homa(T,L) — Homa(T,M) — Homa(T,N) — 0.
(b) es similar, teniendo en cuenta el hecho qu&Bxt-) = 0. 0

Corolario 3.7. Sean T un A-@dulo inclinante y B= EndTa. Entonces M= .7 (T) siy $lo
Si &v : Homa(T,M) ®g T — M es un isomorfismo.

Demostraddn. La suficiencia resulta de (11.1.8). Probemos la necesi@&a@aM € .7 (T).
Existe, por (3.5)(c), una sucesion exacta

O—-K—-T1—=Tpo—M—=0
conTy, To € addT y K € 7 (T). Utilizando (3.6), obtenemos una sucesion exacta
Homa(T, T1) — Homa(T, To) — HOoma(T,M) — 0.
Aplicando el funtor exacto a derecha®g T tenemos un diagrama conmutativo con filas
exactas

HomA(T,Tl) T —— HomA(T,To) KT —— HOITIA(T,M)®BT — 0

. | |

T1 — To e M — 0.

Sabemos por (11.1.1) que,, £, son isomorfismos y, por lo tantey también lo es. O

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



42

Corolario 3.8. Un mbdulo inclinante parcial T es inclinante si 9l si para todo A-radulo
proyectivo indescomponible P existe una sumesixacta

O—>P—>T0'—>T6'—>O
con Ty, Ty’ € addT.
Demostradbn. Siendo la suficiencia evidente, probemos la necesidad. €Si inclinante,

existe una sucesion exacta0A — T’ — T” — 0 conT’, T” € addT. Entonces una retrac-
cion p: Aa — P induce un diagrama conmutativo con filas exactas

0 A T/ T" 0
L]
0 P F T" 0.

Basta demostrar que € addT. Comop es sobreyectivo entoncédambién lo es, de donde
Fe7(T). SeaM € .7 (T). Entonces Hom(—, M) aplicado a la sucesion de abajo induce
una sucesibn exacta

0=Extx(T”,M) — Exti(F,M) — Exti(P,M) = 0.
Luego Exk(F,M) = 0. Del teorema resulta que< addT . O

Corolario 3.9. Sea T un A-tadulo inclinante. Entonces &€ addT siy ©losiLe 7(T)y
L e Z(T).

Demostraddbn. El resultado es consecuencia del teoremay de (11.2.4). O

Nota 3.10.SeaT unA-modulo inclinante. Se sabe que los Ext-proyectivosdd ) son los
objetos de add@. Por otro lado, los Ext-inyectivos d& (T ) coinciden con lo#\-modulos
inyectivos. En efecto, es claro que, como todosAerodulos inyectivos indescomponibles
estan en7 (T), entonces son Ext-inyectivos en esta subcategoriapfeeimente, 91 es
un A-modulo Ext-inyectivo de7 (T), seaj : M — | una capsula inyectivay consideremos la
sucesion exacta

0—-M—1—-I1/M—0.

Comol € 7 (T), también /M € .7 (T), Por lo tanto Ext(1 /M, M) = 0 y la sucesibn prece-
dente se parte. Luedd es inyectivo.

A continuacion probaremos que un modulo inclinante es aduto inclinante parcial que
tiene un niumero maximal de sumandos indescomponiblenwigos.

Corolario 3.11. Un A-nmbdulo T es inclinante si y&do si es un radulo inclinante parcial
tal que, para cada mdulo E tal que T® E es inclinante parcial, tenemos&addT .

Demostraddn. La suficiencia es facil: seah un modulo inclinante parcial que verifica
la condicion del enunciado, i un complemento de Bongartz para Entoncesl G E es
inclinante y, en particular, es inclinante parcial. Poioigsis tenemos que € addT. Luego

T es inclinante.
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Reciprocamente, sednun A-modulo inclinante \E tales queT & E es inclinante parcial.
En particular, Ext(T,E) = 0 implicakE € .7 (T). SeaM € .7(T). ComoT es inclinante,
existe un epimorfismé : To — M, conTp € addT. Como diE < 1, tenemos un epimorfismo
Exti(E, f) : Exta(E, To) — Exti(E,M). Entonces EX(E, T) = 0 implica Ex§(E,M) = 0.
Por lo tantoE es Ext-proyectivo et (T) y, por (11.3.5)(d), tenemoEk € addT. 0

Ejemplo 3.12. (a) El modulo fiel T’ = %@ 324 del Ejemplo (1.2.8) no es inclinante. En
efecto, el contcled de lainclusion - % no pertenece a add.
Mostremos que, por el contrarid,= %@ 3@ 3% @ 4 es un modulo inclinante.
(T1) dpU < 1 resulta de las resoluciones proyectivas
34

4 4 4
OH1H2—>‘21—>O,OH%—>2€BS—>2—>O,OH%—>2—>4HO
1 1 1

y de que el m(')dulél} es proyectivo.

(T2) Puesto que el médul% es proyectivo e inyectivo, y comd* @ 4 es inyectivo,

tenemos que Ex{U,U) = Exty(4® 3% @ 4, 4). Entonces, como dp < 1, obtenemos

Exta(,4) = DHoma(4,7(3)) 2 DHoma(%,%) =0,
Exti(3,4) = DHoma(4,7(3})) = DHoma(4,2) =0,y

Exta(4,4) = DHoma(4,7(4)) = DHoma(4,3) = 0.
(T3) Esto resulta de las sucesiones exactas cortas
4

4 4
0—-1—2—5—0: 022 52->54—-0 y
1 2 1 1

324—>4—>0.

0— g’ —
Entonces se tieng (U) = GenU) = add{%, 3.3434y7(U)

= {M|Homa(U,M) =0} = add{1, 2,2, 3}. Se tiene asi
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donde7 (U) se designa po% y % (U) por Q . Se reencuentra asi uno de los pares
de torsion del Ejemplo (11.2.8).

. , 4 e . ., ,
Consideramos ahora el modio= 1® 28 3'@ 4. Verificamos a continuacion que éste

es también un modulo inclinante.

(T,) Para probar que §p< 1 consideramos las resoluciones proyectivas

4 4
O—)%H%@%H%‘l—)o y OH%H%—>4—>O

4 .
y recordamos que @ 2es proyectivo.

(T2) Para demostrar que BxV,V) = Extz (3,4 @ 4,1) = 0 basta considerar

Extz(3%,1) = DHoma(1,7(%})) 2 DHoma(1,2) =0y

Exts(4,1) = DHoma(1,7(4)) = DHoma(1,3) =0

donde se ha utilizado quedp< 1.

4 . . .
(T3) Como 1 yz son proyectivos, basta considerar las sucesiones exactas ¢

O—)%H%H4—>O y OH%H324—>4—>O,
Calculamos ahora el par de torsion correspondiente

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



45

7(V)=GenV) =add1..4.%.,3.4}.

en tanto que
F (V) = {M| Homa(V,M) = 0} = add{2, 3}.
Se tiene asi

Notamos que el modulo indescomponiBleo pertenece ni & (V) nia.# (V). En efecto,
Homa(V, 2) #0,y lasucesion 8- 2 — % — 4 — 0 muestra que EXtV, 2) # 0. La sucesion
canonica correspondientefaesta dada por

0—1— % —2—0.

(b) SeaA el algebra de caminos del carcaj

o3
O <— O/
1 2\
o4,
El carcaj de Auslander-Reiten deesta dado por

N SN S
NN

34

N
34 3

RN

3 4.

2
1
4
2

PNw
Lol V)

PN

4 34 . o
Veremos qul = 2 @ 2 & 3@ 4 es un modulo inclinante.
1

(T1) Resulta del hecho guees hereditaria.
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(T2) Para probar que E(T,T) = Ext}\(g’%4 DI 4, %69 4) =0, se usan los isomorfismos

Exth(3,2) = DHoma(2,7(%)) = DHom(

7(%)) = DHomy(

Y

Extx( ) 22 DHomx(

)

w w
PR PR
NA PN
NA PR

EXIA(3,

PNA

) = DHomx(

PNA

4
,7(3)) = DHoma(2,
Exta(4, 4) = DHoma(%,7(4)) = DHoma(4,

Extx (4,

PN

) = DHoma(
Exta(4,4) = DHoma(%,7(4)) = DHoma(4,3) =0.
(T3) Como%1 es sumando directo die, basta considerar las sucesiones exactas

4 4 3 34
O—»l—e%-—)é—eO, O—»%-—)%—»4—+O, O—»%«—»% —4 0.

Calculamos ahora el par de torsig# (T),.#(T)). Un calculo rapido nos da

[¢]

Y
®
\
®

(o]

9
(o]

donde los sumandos directos indescomponibl€E se indican con los cuadrados| .
, . .. 34 . L . - L.
El modulo mdescomponlblez% no es ni de torsion ni sin torsion. Su sucesion candnica

enelpan.7(T),#(T)) es
4 34
0—2— 22 H%HO.
1 1

(c) Un ejemplo de interés mas teorico es el siguiente. @duto inclinante construido
como lo haremos ahora se llammadulo inclinante APRpor Auslander, Platzeck, Reiten).
SeaS, un modulo simple proyectivo no inyectivo. Entonces el modly = 1-(S,) @

(Dy.xPy) es un modulo inclinante.
En efecto, consideremos la sucesion exacta que casi ge part

0—-S—P—-11S)—0.
Por (1.2.10) sabemos gurees proyectivo. Esta sucesion prueba)(f (T3), porque ningln
sumando indescomponible Bees isomorfo &.
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Finalmente, como dp < 1, se tiene
Exta(Tx, Tx) = DHoma(Ty, TTy) = DHoma(Ty, S) =0

dado ques; es simple proyectivo.

Probamos ahora que el par de tors{éni(Tyx),.# (Tx)) se escinde. En efect™ € .7 (Tx)
si y 5010 si 0= Ext} (Tx, M) = DHoma(M, TTy) =2 DHoma(M, Sy). Este es el caso siy solo si
ningn sumando directo indescomponibleMies isomorfo &,. ComoS, = 1Ty € .# (Ty),
se deduce que&’ (Ty) = addS,, mientras que7 (Ty) = addindA\ {S}).

4. EL TEOREMA DE INCLINACION.

SeanA un algebra de artin basica y conexdgyun A-modulo inclinante. El teorema de
inclinacion, debido a Brenner y Butler, compara las categade moédulos sobrky sobre
B = EndTa. Ya sabemos, por (l1.1.2), que el funtor Hgfi, —) proyectiviza al. Comen-
zaremos por probar que la restriccion de este funtor a leasegoria” (T) = GenT) =
{M] Exti(T,M) = 0} es un funtor pleno, fiel y preserva extensiones.

Lema 4.1. Sean A urélgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. ParaM,N € .7 (T)
hay isomorfismos funtoriales:

(@) Homy(M,N) = Homg(Homa(T,M),Homa(T,N)).

(b) Exti(M,N) = Exti(Homa(T,M),Homa(T,N)).

Demostraddbn. En virtud de (11.3.5) sabemos que existe una sucesiort@&xac
U LTS A A R VG
conT; € addT para todad.

(a) Como la sucesion precedente se encuentra enteranmefi€le, que es cerrada por
cocientes, resulta de (I1.3.6) que hay una sucesion exacta

.. — Homa(T, T1) — HOma(T, To) — HOomMa(T,M) — O.

Aplicando el funtor Horg(—,Homa(T,N)) obtenemos la fila superior del siguiente dia-
grama conmutativo, cuyas filas son exactas,

0 — Homg(Homa(T,M),Homa(T,N)) — Homg(Homa(T,To), Homa(T,N)) — Homg(Homa (T, T1),Homa(T,N))

| 1~ l~

0 ——— > Homa(M,N) Homa(To,N) Homa(T1,N)

donde los isomorfismos verticales resultan de (II.1.2F&jliagrama prueba lo enunciado.
(b) Aplicando el funtor Horg(T, —) al complejo

U, R N AR (T.)
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se obtiene, por (11.1.2(a)) y (11.3.6), una resolucionyectiva de Hom(T,M) en modB. Por
definicion, Exk(Homa(T,M),Homa(T,N)) es el primer grupo de cohomologia del com-
plejo

Homa(Homa(T, T,.),Homa(T,N)) = Homa(T,,N)

(donde el isomorfismo resulta de (a)), o sea coincideHttitioma(T,,N)).
Seal = Imd; y sead; = jp la factorizacion canonica d. Se tiene una sucesion exacta

0-LLTo®M-0
que induce, como EktTo,N) = 0, una sucesion exacta

Homa(j,N)
_

0 — Homa(M,N) — Homa(To, N) Homa(L,N) — Exti(M,N) — 0.

Probaremos quelt(Homa(T.,N)) = Extk(M,N).
Consideramos asi el complejo Hg(il.,N):

HomA(dl,N) HomA(dz,N)
B - =

0— HomA(To, N) HomA(Tl, N) HomA(Tg, N) —
La exactitud a izquierda de Hf+,N) implica que Hom(L,N) = KerHoma(dz,N), de
modo queH!(Homa(T,,N)) =2 Homa(L,N)/ImHoma(dy,N). Sea Hom(dy,N) = & la
factorizacion canonica de Hyfd;, N) a través de su imagen. Entonces Hoda, N)&m=
Homa(d2, N) Homa(d1,N) = 0 implica Honmp(d2,N)&é = 0, dado quet es un epimorfismo.
Luegoé se factoriza por Hom(L,N) = KerHomu(d2,N), 0 sea, existe : ImHoma(dy,N) —
Homa(L,N) tal que Hom(p,N)¢ = ¢.

Homa(d
Homa(To, N) O (N Homa(To, N)
ImHoma(dg, N) Homa(p,N)
Homa(j,n) \¢\ N
Homa(To, N) Homa(L,N)

Por otra parte¢ es un monomorfismo, porqudelo es. Se tiene asi:

Homa(p,N)¢ = & 1= Homa(d;,N) = Homa(jp,N) = Homa(p,N) Homa(j,N),

de dondep = Homa(j,N). Como¢ es un monomorfismo, mientras qmees un epimor-
fismo, se tiene que ImHoxid;, N) = ImHoma(j,N), de donde

H(Homa(T.,N)) = Homa(L,N)/ImHoma(j,N) 22 Coker Hom(j,N) = Exti (M, N).
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La observacion base de la teoria de inclinacion es qug, & unA-modulo inclinante y
B = EndT, entoncegT es unB°P-modulo inclinante. Esto hace simétricos los papeles de
Ay B.

Lema 4.2. Sean A urélgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. EntoncegT es un
B°P-modulo inclinante y la aplicadn a— (t — ta) es un isomorfismo A~ (EndgT )°P.

Demostraddbn. A fin de probar quegT es inclinante, verificamos los axiomas.
(T1) ComoT, es inclinante, existe una sucesion exacta corta, — T’ — T” — 0 con
T’,T" € addT. Entonces Hom(—, gTa) induce una sucesion exacta

0— HOITIA(T//, BTA> — HOITIA(T/, BTA> — HomA(A, BTA) — 0.
Como Hom\(A, gTa) = gT y Homa(T, gTa) = BB, se obtiene que ¢ < 1.
(T2) Observemos que(gT) = D(gT ®aA) = Homa(T, DA), donde el Gltimo isomorfismo
resulta de la adjuncion. Coni?A € .7 (T) se tiene, en virtud de (4.1)(b)
Extg(DT,DT) = Exts(Homa(T,DA), Homa (T, DA)) = Extx (DA, DA) = 0.

Por lo tanto Exgp(T, T) = 0.
(T3) Dado que dpa < 1, se tiene una resolucion proyectiva de la forma @, — Py —
T — 0. Entonces Hom(—, gTa) induce una sucesion exacta

0 — Homu(T, gTa) — Homa(Po, BTa) — HOmMa(Py, Ta) — O

dado que EX{(T,T) = 0. La conclusion resulta de los isomorfismos Hgfg T) = gBYy
Homa(A, gTa) = gT.

Esto establece qusI es inclinante.

Paraa € A, la aplicaciornp, : t — taes un endomorfismo @¢d . Por otro lado, la aplicacion
¢ : ar— p, es un morfismo de algebrés— (EndgT)°P. Sia e Ker¢, entoncesTa= 0,
de dondea = 0, pues todo mbédulo inclinante es fiel. Agies inyectivo. Como, ademas,
DA< 7 yDT =Homy(T,DA), resulta de (4.1)(a) que hay isomorfismos de grupos absliano
A= EndDA = EndHonm(T,DA) = EndDT = EndT. Luego¢ es un isomorfismo. O

Corolario 4.3. Sean A urélgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. Entonces los
centrosZ’(A) y Z(B) son isomorfos. En particular, B es @tgebra conexa.

Demostraddbn. Se defingp : Z°(A) — Z(B) por a— (pa:t+—ta). Enefecto, sae Z(A),
entoncegp, € EndTp = B dado que, paratodo= T y c € A, se tiene que

pa(tc) = (tc)a= (ta)c = pa(t)c.
Por otro ladop; es central, pues $i € EndTa entonces se tiene, paratade T,

(Paf)(t) = f(t)a= f(ta) = (fpa)(t).
Para construir la inversa, identificamdson (EndgT )°P por el morfismaa +— p, de (4.2)
y definimosy : ' (B) — Z(A) porb— (Ap: t+— bt). Es claro quap es un morfismo de
algebras. Sea e Z(A). Entonces)¢(a) = Ap, esta definido pot — pa(t) = ta, es decir
por el element@ € A identificado go, € (EndgT )°P. Asi, ¢ (a) = aparatodac Z(A).
De la misma manera se prueba qug = id » g, O
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Corolario 4.4. Sean A uralgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. Entonces A
induce un par de toréin (2 (Ta), % (Ta)) en mod B, dond€ (Ta) =D.Z (8T) = {Xg | X ®8
T=0}e#(Ta) =DJ(gT) = {Ys| Torg(Y,T) = 0}.

Demostraddn. Por (4.2) y (11.3.5), el modulo inclinantgT induce un par de torsion
(7 (sT),#(sT)) en modB°P, donde
7 (T) = {8U | Extgop(T.U) = 0} y F (8T) = {8V | Homeop(T,V) = 0}.

Definimos entonces el par de torsipfd" (Ta), % (Ta)) en modB por 2°(Ta) = D.Z (gT) €
% (Tp) = D7 (BT). Asi, Xg € Z°(Ta) siy solamente dDX € .#(gT), es decir,

X @ T = DHomg(X,DT) 22 D Homgos(T,DX) = 0.
Asimismo,Yg € %' (Tp) si y solamente DY € .7 (gT), es decir,

Torg(Y,T) =2 DExt§(Y,DT) =2 DExtsep(T,DY) = 0.

Los isomorfismos funtoriales utilizados resultan de [CELLRO, [Ro] (9.51) p. 257 6 [A]
(1X.4.2) p. 259. O

Un B— A-bimoduloT determina el par de funtores adjuntos Hgi, —) : modA — modB
y —®gT : modB — modA. Ahora bien,T puede considerarse también codfty — B°P-
bimoédulo, determinando el par de funtores adjuntos kbe(fi, —) : modB°P — modB y
—®pr T = T®a : modA°P — modB°P. Nos sera de gran utilidad el hecho que la counidad
0 de la adjuncion asociada al primer par y la unidadke la adjuncion asociada al segundo
par son duales, en el sentido que para cadamodB existe un diagrama conmutativo

X & Homa(T, X 25 T)
VXL J/Gx
D2X ——2 D(T @ Homgos(T, DX))

dondeBy es un isomorfismo funtorial, yx : X — D?X es el isomorfismo dado por la evalua-
cion: yx (x)(f) = f(x), parax € X, f € DX.

Para definiBx comenzamos recordando que, comes unB — A-bimédulo, hay un iso-
morfismo de funtoreg : —®@g T — DHomgor(T,D—) definido pornx (x®t)(f) = f(t)(x),
paraX en mod, x € X,t € Ty f € Homgop(T,DX) (ver [CE] (VI.5.3) p.120, [R0] (9.51)
p.257 6 [A] (1X.4.12) p. 259).

Considerando & comoA°P — B°P—bimodulo, notamogt : T ®a — — DHoma(T,D—) al
isomorfismo definido de la misma manera.

Definimos el morfismo funtoria® : Homa(T, —®gT) — D(T ®aHomgop(T,D—)) como
la composicior = Du.y.Homa(T, n). Asi, para cadX € modB, 8x es la composicion

Homa(T,nx)
_—

Homa(T,X®gT) Homa (T, DHomgoep(T,DX))

YHomp (T,DHomgop(T,DX))

D?Homa(T, D Homgop(T, DX))
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Duy T.DX
—eRT, B (T @ Homges(T, DX)).

Lema 4.5. Con las notaciones anteriore@y es un isomorfismo tal que el diagrama anterior
conmuta, es decix dx = D(epx ) k- En particular,dx es un isomorfismo si Yk siepx 10
es.

Demostradbn. Sabemos qug, yy n son isomorfismos funtoriales. Por lo tarftdambién
lo es. Probaremos ahora g@edx = D(&px ) Yx-
Seax e X,t e Ty f € Homg(T, X). Comenzamos evaluando el miembro de la derecha:

(Depx Y (X)) (t@ f) = yx (X) (epx (t® T))
— eox (t® )(X) = F(1) ().

Ahora evaluamos el miembro de la izquierda

(Bx0x ) (X) (t @ ) = (D Homgop(T,DX) VHoma(T,D Homgop(T,DX)) HOMA(T, Nx ) Ox (X)) (t @ f)
= YHoma(T,D Homgop(T,DX)) (Mx X (X)) Uromg (1) (t @ T)
= Hnomg(T.x)(t® T)(NxOx (X))
= Nxx (X)(t)(f)
= nNx(t@x)(f)
= f(t)(x).

Luego, los dos miembros coinciden, probando lo deseado. O

En lo que sigue sera de gran utilidad el hecho qudass unA-modulo inclinante y
B = EndTy, entoncegT es unB°P-modulo inclinante, probado en (4.2).

Lema 4.6.Sean A urdlgebra, T un A-rédulo inclinante y B= EndTa. Entonces Y& %/ (Ta),
siy Dlo si el morfismo funtoriady : Y — Homa(T,Y ®g T) definido por y— (t — y®t) es
un isomorfismo.

Demostraddbn. El resultado se obtiene por dualidad utilizando (3.7). teate,Yg € % (Ta)
siy sblo siDY € .7 (gT). ComogT es inclinante, resulta de (3.7) que esto equivale a decir
queepy : Homgop(T, DY) ®a0p T — DY es biyectiva, y sabemos por lo arriba demostrado que
esto vale siy s6lo gy : Y — Homa(T,Y ®gT) es un isomorfismo. O

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema prirdgpasta seccion (y de este
capitulo), el teorema de inclinacion.

Teorema 4.7.Sean A uralgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. Entonces:

(a) Los funtoredHoma(T,—) y — ®g T inducen equivalencias cuasi-inversas er#féT)
e (T).

(b) Los funtore€xts (T, —) y Tor¥(—, T) inducen equivalencias cuasi-inversas enfféT)
y 2(T).
Demostraddn. (a) Comenzamos probando queYse % (Ta) entoncesy g T € .7 (Ta).
SeaY € #(T). Sabemos que existe un epimorfisBid— Y, conm> 0, y por lo tanto un
epimorfismoT" = B"@gTa — Y ®g T. Por lo tantoY @ T € GenlTa = 7 (Tp).

SeaM € .7 (Tp). Probaremos que Hof(iT, M) € %/ (Tp) por dualidad, teniendo en cuenta
quegT es un moduloinclinante y que= (EndgT)°P por (4.2). ComdV € .7 (Ta), entonces
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DM € # (gT), de dondeT @A DM € 7 (gT), por lo que acabamos de demostrar. Luego
Homa(T,M) = D(T ®aDM) € #(Tp), lo que prueba lo deseado.

Ya sabemos que HogT,M) @ T =M, paraM € .7 (Ta), por (3.7). Por otro lado, usando
(4.6) tenemos qu¥ = Homa(T,Y ®p T), paraY € #'(Ta), lo que termina la demostracion
de (a).

(b) SeaN € .7 (Ta). Existe una sucesion exacta corta

O—=N—=I—M-—=0

conl inyectivo. Entonce$,M € .7 (Ta). Como Hom(T,N) =0y Ext;(T,I) = 0 se deduce
una sucesion exacta

0 — Homa(T, 1) — Homa(T,M) — Extx(T,N) — 0.
En virtud de (a),M € 7 (Tp) implica Homp(T,M) € #/(Ta). Esto quiere decir que

TorB(Homa(T,M), T)) = 0 y tenemos entonces un diagrama conmutativo con filas exacta

0 — Torf(Extz(T,N),T) — Homa(T,1) ® T — Homa(T,M) @ T — Extx(T,N) @ T — 0

S

M 0

0 N

dondeer,, v son isomorfismos. Se deduce enseguida quk(EExrt\l) ®g T = 0 (de donde
Exti(T,N) € 2°(Ta)), y que ToB(Extk(T,N),T) = N.

La reciproca resulta nuevamente por dualidad.)>sea? (Ta). EntonceDX € .#(gT),
de donde T} Exthop(T,DX), T) =2 DX por lo recién probado. Esto es,

X 22 DTor}(Extgop(T,DX), T) 2 Exthop(Exthop(T,DX),DT)

=~ Exthop(DTorS " (T,DX),DT) = Extx(T, Tor¥(X, T)),

usando los isomorfismos funtoriales de ([CE] p. 120, [R&31DPp. 257 6 [A] (I1X.4.2) p.
259.). Ademas, combX € .7 (gT), tenemos qu®Tors™ (T, X) = Extsop(T,DX) pertenece
a2 (gT) por lo recién probado. Entonces §o(T,X) € D2 (gT) = .Z (Ta).

O

Es posible visualizar las equivalencias inversas de iacion en los carcajes de Auslander-
Reiten deAy deB. En efecto, en un carcaj de Auslander-Reiten, disefadcathera tal que
los morfismos vayan de izquierda a derecha, una clase dert@esencuentra siempre “hacia
la derecha” del carcaj mientras que la clase sin torsiGespondiente se encuentra “hacia la
izquierda”. Se obtiene asi la figura siguiente, que muéasralases” e % (representadas

por = )y las clases# y 2" (representadas po@ ) asi como las equivalencias
inversas.
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I'(mod A)

Ext}(T, -)

~®pT

I'(mod B) é ‘; ’

A

PR

)
\

Ejemplo 4.8. (a) Sea, como en (I1.3.12)(a), el algelfraada por el carcaj
4
y

NO<—0

o
a 3

Vo)
=

ligado pora8 = 0.
(i) SealU = P+ ,U;, dondeU; = %, Uo = 4,Us= 3} yUs = 4. En (11.3.12)(a) verificamos
queU es inclinante y calculamos el par de torsiofi(Ua),-# (Ua))

4
/ 2 7
— 1| =4
|
X
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EntoncesB = EndUx esta dada por el carcaj

sin relaciones. Hemos designado Jaal punto cuyo proyectivo indescomponible corres-
pondiente e€y = Homa(U,U;). Entonced (modB) esta dado por

La accion de los funtores Hoifl, —) y Extx (U, —) sobre losA-modulos indescomponibles

se calcula directamente. En efecto: 4
4 / 3 f
Homa(U, ) = 1's Homa(U.$) = Z: Homa(U. %) = 2 Homa(U.4) = 3

y Homp(U,3) =3
en tanto que, como dp< 1,

4/
Exti(U, 1) 2 DHoma(1,TU) = 2; Ext3(U, 2) 2 DHoma(%,7U) = 3; Exti(U, 2)

2/
=~DHoma(2,TU) =4y Extz(U,3) =DHoma(3,7U) = .

(i) SeaV = @f‘zl\/i, dondeVy = 1,V = %, V3 = 324 y V4 = 4. En (3.12) verificamos que
V es unA-modulo inclinante y calculamgs” (V),.# (V)).
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Aqui, B esta dada por el carcaj
% H A
o o

1/ 2/ 3/ 4/

ligado por la relacioruv = 0, donde, parae {1,2,3,4}, se ha designado p@ral punto
cuyo proyectivo correspondiente®s = Homa(V,V;). Asi, la relacionuv = 0 proviene del

hecho que
HomA(Vl,Vg) = HomA(l, 324> =0.

El carcaj de Auslander-ReitdimodB) deB es

r

w

LN

1
K|

Aqui,
Homa(V,1) = 1 ; Homa(V, %) = 2; Homa(V, 4) = 3
2/

4 / /
Homa(V, 2) = %; Homa(V, ) = 5 s Homa(V, 3) = 3
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en tanto que, como dp< 1,

Extz(V, 2) = DHoma(2,TU) = 4; Ext3(V,3) = DHoma(3,7U) = #.

(b) SeaA, como en el Ejemplo (11.3.12)(b), el algebra de caminoscdetaj

o3

e
RN

o4

-

)
1

y seal = EBf‘ZlT-, dondeT; = %, T = 3’%4, T3 = ‘2‘ y T4 = 4. Hemos verificado qué& es un
modulo inclinante y hemos calculado el par de torgi6f(Ta),-Z (Ta))

ligado por la relaciora 3 = yd. Una vez mas, hemos notado poal punto tal queQy =

Homa(T,T;). Larelaciona 8 = yd corresponde al hecho que las composiciq‘ilﬁes 3:2L4 —4

4 . . . ,
y % — ‘2‘ — 4 son iguales (a menos de escalares). El carcaj de AuslamienRieB esta
dado por
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Aqui se tiene
HomA(T,‘zl)zl’; HomA(T,S%) 2 Homa(T, %) = 3;

/o) 4
Homa(T, 31) = %7 HOMa (T, 4) = 32 ; Homa(T, 3) = 2,y

Ext(T,1) =3 ; EX(T,2) = & ;Exti(T,2) = 4; Extl(T,%) — 4 e (T, 3) =«

(c) SeaA dada por el carcaj
a
lo=—=02

: . 2 2 .
ligado porafB = 0. Consideramosa = %GB 2. Entonces dpa < 1 pues% es proyectivo y
hay una sucesion exacta corta

2

0 3 1 2 0

con } proyectivo. La misma sucesion dasfT(por (11.3.8)). Finalmente Ei(T,T) =
DHoma(T,7aT) = DHoma(T,1) = 0. Asi, T es unA-modulo inclinante. EIl carcaj de
Auslander-Reiten dA esta dado por

2]
[ 1
2]

donde se identifican las dos copias de 2, y hemos calculadw degorsion .7, .#). Aqui,
B esta dada por el carcaj
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1To —= 02

donde 1 es tal queQy = Homa(T, g) y 2/ es tal queQy = Homa(T,2). Como la com-

posicion 2— 1— 2 es nula, se tiene la relacipgm = 0. El carcaj de Auslander-Reiten de
B esta dado por

donde se identifican las dos copias de 1
Aqui se tiene

/

)= %; Homa(T,%) =1,

Homa(T,2) = Z; Homa(T,

NN

en tanto que EX{(T,1) = DHoma(1,1T) =2, de dondg.2", %) corresponde a lo indicado
en la figura.
(d) SeaA dada por el carcaj

ligado porae =0,ym=0 y aff =yd. Seal =1¢3a Za3aia ‘{235' Dejamos al lector

la tarea de verificar quE es un modulo inclinante y que el par de torsioh, .# ) esta dado
por
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5. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE INCLINACON

La primera consecuencia importante del teorema de indétinags la relacion entre las
dimensiones globales del algebra de partida y del alggdendomorfismos de un médulo
inclinante.

Sea% una subcategoria plena de una categoria de médulosnisi@dss” al supremo de
las dimensiones proyectivas de los médulogde

Lema 5.1. Sean A urélgebra y% una clase sin toréin demodA que contiene los proyec-
tivos. Entoncedim.gl.A < 1+ dp%.

Demostradbn. Para toddA-moduloM existe una sucesion exacta corta
0O—-L—-P—-M-—=0
conP proyectivo. Pero entoncésc %'y, por lo tantol € . Luego
dpM < 14dpL <1+dp¥.
0

Lema 5.2. Sean A urélgebray T un A-radulo inclinante. Para todo Mt 7 (T) se tiene
dpHomu(T,M) < dpM.

Demostradbn. Por recurrencia sobire= dpM. Sin = 0 entonced es proyectivo. Como
M e 7(T), se tiene qud € addT. En consecuencia, HQiT, M) es proyectivo y no hay
nada que probar. Supongamos 1. Por (11.3.5), existe una sucesion exacta

0O—-L—-Tp—M-—=0
conTp€ addT yL € (T). Usando (11.3.6), deducimos una sucesion exacta
0 — Homu(T,L) — Homa(T, To) — Homa(T,M) — 0.
SeaN un A-modulo arbitrario. El funtor Ho(—,N) aplicado a la primera de las sucesiones
precedentes da una sucesion exacta
ExtA(To,N) — ExtA(L,N) — Exty™*(M,N) =0

(puesn = dp M). Consideramos ahora dos casosnSi 1, consideremobl € .7 (T). En
la sucesion precedente se tiene quesElxt N) = 0y por lo tanto Ext(L,N) = 0. LuegoL
es Ext-proyectivo er/ (T). Por (11.3.5),L € addT). En consecuencia HofiT,L) es un
B-modulo proyectivo y la segunda sucesion exacta da dpAfflorv) < 1.

Sin> 1, entonces dfip < 1 implica que Ext(L,N) = 0 para toddA-moduloN, de donde
dpL < n—1. De la hipotesis de recurrencia resulta que dp KAnL) <n—1y de la
segunda sucesion exacta corta de arriba obtenemos estonce

dpHomy(T,M) < 1+dpHomu(T,L) <n.

Teorema 5.3.Sean A urdlgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. Entonces
|dim.gl.A—dim.gl.B| < 1.
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Demostraddbn. La clase sin torsio® (T) en modB contiene los proyectivos (en virtud de
(1.1.2)(b)). Seay € #'(T). Por el teorema de inclinacion hay un modioc .7 (T) tal
queY = Homa(T,M). Por (5.2), diy < dpM < dim.gl.A. Por lo tanto dg’ (T) < dim.gl.A.
Resulta entonces de (5.1) que

dim.gl.B <1+dim.gl.A.

Considerand@ como unB°P-modulo inclinante se tiene también que
dim.gl.A<1+dim.gl.B

porqueA = (EndgT)°P, en virtud de (11.4.2). O

Ejemplo 5.4. En el Ejemplo (11.4.8)(a)(i), tenemos dim.gk= 2y dim.glB= 1. En el Ejem-
plo (11.4.8)(a)(ii), se tiene dim.gh= dim.gl.B = 2. Finalmente, en el Ejemplo (11.4.8)(b), se
tiene dim.glA=1ydim.glB = 2.

El calculo de la dimension global se realiza mas semoiate construyendo las resolu-
ciones proyectivas de los modulos simples. En efecto, suiteelo de M. Auslander dice
gue, para un algebravale que

dim.gl.A = sup{dpS| Ses urA — modulo simplé

(ver [AURS](I.5.1) p.17 6 [A] (X.2.8) p. 282). A manera deegjplo, calcularemos las
dimensiones proyectivas de I8smoddulos simples para el algebtade (11.4.8)(a). AquiA
esta dada por el carcaj

@)
IS

<

[N
1o
NO
Q
wo

ligado pora8 = 0.
Se tienen las siguientes resoluciones proyectivas
0O—-1—-1—0

O—>1—>%H2—>O

%\2/3

0— % — g — 4 —0.
1
Por lo tanto, dp =0, dp 2= 1= dp 4, en tanto que dp=3 2. Luego dim.glA = 2.

Por otro lado, el proceso de inclinacion induce tambiéisomorfismo entre los grupos
de Grothendieck de las algebras involucradas (ver (1.1))
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Teorema 5.5.Sean A uralgebra, T un A-radulo inclinante y B= EndTa. La aplicacbn
f : Ko(A) — Ko(B) definida por M— dimHoma(T, M) —di_mExt};(T, M) es un isomorfismo
de grupos.

Demostracbn. Sea 0— L — M — N — 0 una sucesion exacta corta Aeanodulos. Se
deduce una sucesion exacta larga

0 — Homa(T,L) — Homa(T,M) — Homa(T,N) —

— Extx(T,L) — Extx(T,M) — Exti(T,N) — 0.

Resulta entonces de la definicion flg de las de&Kq(A) y Ko(B), que f esta bien definida
y es un homomorfismo de grupos.

SeaSunB-modulo simple. Com¢.2"(T), %/ (T)) es un par de torsibn tenemos que, o bien
Sc Z'(T), obienSe #(T). En el primer cas3= Homa(T,S®pT) y ExtA(T,S®pT) =0.
En el segundoS = Exti(T, Torf(S T)), mientras que Hog(T,Torf(S,T)) = 0, en virtud
del teorema de inclinaciobn. En ambos casos,Sjpartenece a la imagen de Luego f
es sobreyectiva y por consiguiente el rangdsgA) de Ko(A) es mayor o igual que el de
Ko(B). ComogT es también inclinante obtenemos que&ggB) > rg Ko(A). O

El resultado mas importante de esta seccion, debido adtmgs una consecuencia de
(5.5), y facilita mucho la tarea de determinar si un moédadales inclinante o no.

Corolario 5.6. Sea T= Tl”l @TZ”Z @---®T"™ con los Tindescomponibles y tales qQueAT;
parai# j. Entonces T es un Adduloinclinante siyslosi T es inclinante parcial y verifica

(Tg) t =rgKo(A).

Demostraddn. Necesidad. ST es inclinante, entonces es inclinante parcial y, ademas,
rg Ko(B) (por (11.1.2)(b) y (5.5)). Pero entonces (5.5) implica{T

Suficiencia. SiT es inclinante parcial, resulta de (11.3.2) que existe urdul@ E tal
queT @& E es inclinante. En virtud de gf), el nUmero de sumandos indescomponibles no
isomorfos deT @ E, que es igual al rango d&(A), debe también coincidir can Por lo
tanto,E € addT, de dond€l es inclinante. O

El resultado siguiente, conocido comema de Skowrtski puede verse como una genera-
lizacion de (5.6) y es de importancia capital por sus apimees.

Corolario 5.7. Sea T= Tlnl eBTZ”2 @®---®T" con los Tindescomponibles y tales qQUEAT;
parai# j. SiHoma(T,TT) = 0 (6, dualmenteHHoma(7~1T, T) = 0), entonces K rgKo(A).

Demostraddn. Seal el anulador deT y B = A/l. Puede demostrarse (ver [AuRS], Ex-
ercise (I1.5), p. 186-187) que el trasladado de AuslandsteR1gT de T en mod es un
A-submodulo del trasladadT de T en modh. Por lo tanto Hom(T, 7aT) = O implica
Homg(T,78T) = 0. ComoTg es fiel, resulta de (11.2.7) que es inclinante parcial. Etudir
del Lema de Bongartz (11.3.2), existe 8amoduloE tal queT & E es inclinante en mdgl
Luegot no supera el nUumero de sumandos indescomponibles no igs@T ¢ E, que es
igual, por (5.6), al rango dKg(B). Como rdlo(B) < rgKo(A), se deduce que< rgkg(A).

O
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Si, en particular,T es un modulo inclinante parcial, entonces el nUmero deeslae
isomorfismo de sumandos indescomponible$ a® puede superar el rango Kg(A).

El lema siguiente, llamado "lema de conexion”, dice quaroe en la "frontera” entre
2 (T)ew (T).

Lema 5.8. Sean A uradlgebra, T un A - radulo inclinante y B= EndTa. Sean R un
proyectivo indescomponible g un inyectivo indescomponible tales gsed = P/radP.
Entonces

T 1Homa (T, 1) = Extx (T,P).

En particular, P€ addT siy $lo siHoma (T,I) es un B - mddulo inyectivo.

Demostracbn. ComoT es un modulo inclinante, existe una sucesion exacta corta
O—>P—>T/L>T”—>O

conT/, T" € addr. Aplicando Hom (—,T) obtenemos una resolucion proyectiva B&t-
modulo Hom, (P, T)

0— Homa (T”,T) — Homa (T',T) — Homa (P, T) — 0.
Por otra parte, existe un isomorfismo funtorial
Homa (T, To) — Homgop (Homa (To, T),Homa (T, T))

dado pomu+—— Homa (u, T) : en efecto, es un isomorfismo cuanie=T y los funtores son
aditivos. Entonces el cuadrado conmutativo

Homges (Homa (T/, T),Homa (T, T)) —= Homa (T, T')
HomBop(HomA(f7T)7HomA(T7T))l lHomA(Tj)

Homges (Homa (T”,T),Homa (T, T)) —= Homa (T, T")
y la sucesion exacta

0— Homa(T,P) — Homa (T, T') "™ Homy (T,7") — Exth (T,P) — 0

muestran que
Extx (T,P) = Coker Hom (T, f)
= Coker Hongoer (Homa (f,T),B)
=TrHoma (P T).
Por (1.1.2), tenemos que H(P, T) = DHoma (T, 1), de donde
Exts (T,P) = TrDHoma (T, 1)

=7 Homa (T, 1).
El Gltimo enunciado sigue del hecho que un modulo proye®iesta en add si y solo si
esta en7 (T) = GerlT, siy solo si Ext (T,P) = 0. O
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Corolario 5.9. Sean A uralgebra, T un A - radulo inclinante y B= EndTa. Sean |l un A -
modulo inyectivo y M un A - Bdulo arbitrario. Entonces, para cadasi O, tenemos

Exts (Homa (T,M),Homa (T, 1)) = 0.
Demostradbn. Sea
RS P L R Homa (T, M) — 0

una resolucion proyectiva de Hartir, M) en mod, y ponemo<; = Im f; para cada > 0.
Como todos lo8 - mbdulos proyectivos estan en la clase sin torgid(T ), entonces; €
% (T) para cada. Ahora, empleando la formula de Auslander-Reiten y el ldmaonexion
(11.5.8) tenemos

Exts (Homa (T, M), Homa (T, 1)) 2 Ext} (Ki_1, Homa (T, 1))
~ D Homg (7 *Homa (T, 1),Ki_1)
=~ D Homg (Exta (T,P),Ki_1)

=0
porqueK_1 € Z (T) y Extx (T,P) € 2 (T), como se deduce facilmente aplicando H¢ —)
a la sucesion canonica pdvhrespecto del par de torsi@, .7 ). O

Terminaremos esta seccion con un teorema, debido a Hoshiagermite determinar si
un par de torsidbn asociado a un modulo inclinante se escind

Lema 5.10. Sean A uralgebray T un A-radulo inclinante. SiMe 7 (T)yNe .#(T), se
tiene
Exta(M,N) = Exts(Homa(T, M), Extx(T,N)).

Demostraddn. Sea 0— N — | — N’ — 0 una sucesion exacta corta , danyectivo. Como
N € .7 (T), se deduce una sucesion exacta
0 — Homa(T,1) — Homa(T,N’) — Extx(T,N) — 0.

El funtor Hormg(Homa(T, M), —) induce una sucesion exacta

Exts(Homa (T, M), Homa(T, 1)) — Exts(Homa(T,M), Homa(T,N’)) —

— Exti(Homa(T,M),Extx(T,N)) — Ext3(Homa(T,M),Homa(T,1)).
En virtud del Corolario 5.9, y combe .7 (T), tenemos que

Extg(Homa(T,M), Homa(T,1)) =0

y
Ext3(Homa(T,M), Homa(T,1)) = 0.
Por lo tanto, comd&’ € 7 (T),

Extg(Homa(T,M), Exti(T,N)
Exts(Homa(T, M), Homa(T,N')) = Ex

3.

Z\ ~—
I

[Tl

X

1R

=

Z
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Teorema 5.11.Sean A uralgebray T un A-radulo inclinante. Entonces
(@) (Z(T),#(T)) se escinde si ydo sidi #(T) < 1.
(B) (7(T),#(T)) se escinde si yodo sidp 2 (T) < 1.

Demostradbn. Probaremos (a). La prueba de (b) es similar.
Supongamos en efecto que el par (T),# (T)) se escinde. En particular, Bxy,X) =0
paratodoy € (T)y X € Z°(T) (en virtud de (11.2.9).
Sea entoncel € .7 (T). Consideramos una copresentacion inyectiva minimal
d® o dt 1
O—N-—7I"—1I

y pongamo4.® = Imd! y L! = Coked?. Se tiene entonces

Exti(L,L%) = ExZ(LY, N) = Ext(Homa(T, L), Exta(T,N)) = 0,
dado que Hom(T,LY) € #(T) y Exti(T,N) € 2°(T). Entonces la sucesion exacta corta
0—-L°=11=1t—=o
se parte. Luegt® es inyectivo. Por lo tanto dil < 1.
Reciprocamente, supongamos#@(T) < 1. SeanY € #(T)y X € 2°(T). Entonces

existenM € 7 (T) y N € .7 (T) tales quer = Homa(T,M) y X = Extx(T,N) (por el teorema
de inclinacion). Se tiene entonces

Exts (Y, X) = Exti(Homa(T, M), Extx(T,N)) = Ext2(M,N) = 0
dado que dN < 1. En virtud de (11.2.9), el pat.2"(T),# (T)) se escinde. O

En particular, s es un modulo inclinante sobre un algebra hereditgrel par de torsion
(Z°(T),#(T)) en modB siempre es escindido.

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



CAPITULO Ill
ALGEBRAS INCLINADAS

1. ALGEBRAS INCLINADAS

De todas las clases de algebras con las que se trabaja en teoria de representaciones, las
algebras hereditarias son las que mas se han estudiado (ver, por ejemplo, el capitulo VIII de
[AURS]). Las algebras inclinadas forman una clase muy cercana a éstas.

Definicion. Un algebra de arti\ se diceinclinadasi existen un algebra hereditatiay un
modulo inclinantely tales queA = End Ty.

En el resto de estas notas supondremos, como en los capitulos anteriores, que las algebras
consideradas son siempre basicas y conexas.

Como asumimos qu es basica, ST = @ ;T es una descomposicion del moédulo incli-
nanteT en sumandos directos indescomponibles, entoficgsT; parai # j. Esto sigue de
(11.1.2) (b).

Por ejemplo, toda algebra hereditaria es trivialmente inclinada. Un ejemplo distinto es el
algebraB del ejemplo (11.4.7) (b) dada por el carcaj

2

(@)
Aﬁ/ \
1o o4
@)
ligado por la relaciom 3 = yo .
Una primera consecuencia sencilla del teorema de inclinacion es el lema siguiente.

Lema 1.1. Un algebra A es inclinada si y&do si existe un mdulo inclinante X tal que
H = EndTx es hereditaria.

Demostradbn. Supongamos qu& es inclinada. Entonces existen un algebra hereditéria
y un modulo inclinant&Jy tales queA = EndUy. ComoH es hereditaria, diy < 1 por lo
gueUy es coinclinante. En virtud (del dual) de (11.4.2)) es unA°P - modulo inclinante y
H =( End AU )°P . Por consiguiente, el modulfy = D (aU) es unA - modulo inclinante y
H = EndD (aU) = EndTa . La reciproca se prueba en forma analoga. a

En particular, de (1.1) y de (11.4.3) sigue gdees conexa.
Ahora vamos a probar que el carcaj de un algebra inclinada es aciclico. Para ello utilizare-
mos el lema siguiente, debido a Happel y Ringel.

Lema 1.2. Sea H unalgebra hereditariay T, T» dos H- ndbdulos indescomponibles tales
que Ext}, (T, T1) = 0. Entonces todo morfismo no nulo dedl T, es un monomorfismo o
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un epimorfismo. En particular, si T es indescomponibExg, (T,T) = 0, entonce€nd Ty
es un anillo de divigin.

Demostradbn. Supongamos que el morfismho Ty — T, no es ni inyectivo ni sobreyectivo.
Seaf = gh su factorizacion canonica a través deflnEntonces la longituti(M) deM =
Im f verifical (M) <I(Tp) y I (M) <1(T,) . La sucesion exacta corta

O—>Kerh—>T1L>M—>O

induce una sucesion exacta

Exth (T2/M, T1) — Ext (To/M,M) — Ext3 (To/M,Kerh) =0

puesto quéd es hereditaria. Se deducen un diagrama conmutativo coefigasas en madd
como sigue

0 Ty E /M —— 0
I |
0 M T /M —— 0

y la sucesibn exacta corta
0O—T—E®eM —T, — 0.

Como Ex}, (T, T1) = 0, esta (ltima sucesion se parte. Cohidl) <1 (Ty) y | (M) <
I (T,), entonces del Teorema de Krull-Schmidt se deduceMjue0 y, por endef =0. O

SeaA un algebra de artin M , N dosA - modulos indescomponibles. daminoen indA
deM aN es una sucesion de morfismos no nulos

M:MOLMll LMt:N

con cadavi; en indA. Diremos entonces qué es unpredecesodeN, y queN es unsucesor
de M. Un tal camino es llamado uciclo si M = N y al menos uno de lo$ no es un
isomorfismo. Un algebra se dit@angular si no existen ciclos de la forma

Ph—PL—..—R=R

conPy,...,R proyectivos. Esto equivale a decir que el carcapdes aciclico (ver [AuURS],
pag. 69).

Corolario 1.3. Todaalgebra inclinada es triangular.

Demostraddn. SeaA un algebra inclinada. Sabemos que existen un algebraiteaia

H y un moédulo inclinantély tales queA= End Ty . SeanT;, T, y T3 sumandos indes-
componiblesd& y f: T/ — T, , g: T, — T3 morfismos no nulos. No pueden ser si-
multaneamentd un epimorfismo propio yy un monomorfismo propio: en efecto, en tal
caso tendriamos quef # 0 y quegf no es ni inyectivo ni sobreyectivo, lo cual contradice
(1.2).
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Supongamos qu& no es triangular. Todo ciclo entre médulos indescompesiployec-
tivos induce, en virtud de (11.1.2), un ciclo

f f f
To—T—>Th— - —T=Tp

entre sumandos indescomponiblesTdelLa observacion anterior implica que un ciclo no
puede contener un epimorfismo propio seguido de un monomarfisopio. Luego, todos
los fi son epimorfismos o0 todos son monomorfismos. Por consiguiEntmposicion
fi...f1 es un epimorfismo o un monomorfismo y, por lo tanto, es un isgnow. En
cualquiera de los dos casos resulta que dada un isomorfismo, una contradiccion. O

Las propiedades siguientes son consecuencia del teoremaidacion.

Proposicion 1.4. Sea H unalgebra hereditaria, {f un nbdulo inclinante y A= End Ty.
Entonces:

(a) El par de torsbn (2" (T),# (T)) enmodA se escinde.

(b) dim.glA < 2y, para todo A - rodulo indescomponible M, se tiene qiygM < 1 6
diM < 1.

Demostraddbn. (a) Resulta de (11.5.9).

(b) La primera parte sigue de (11.5.3). Sklaun A - modulo indescomponible. Por (a),
tenemos dos casos. Bic # (T) entonces exist¥’ € .7 (T) tal queM = Homa (T,M') y
entonces digl = dp Homa (T,M’) < dpM’ < 1 (aplicamos (11.5.2)). Si, por el contraribl €
2 (T) entonces, por (11.5.9), tenemas'M € 2" (T) mientras queés € % (T) . Luego,
Homa (17!M,A) =0y por lo tanto dl < 1. O

Una consecuencia inmediata de (a) y de (11.4.6) es quel eg hereditaria de repre-
sentacion finita, entoncéstambién es de representacion finita. La reciproca nq valao
lo muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.5. SeaH dada por el carcaj
O
/ 2\
1o o4
O .
Aqui, H es hereditaria y de representacion infinita (ver [AuRS)I(¥14), pag. 293). Con-

. 4 4 :
sideremosl; = 1, To = % T3 = % T4 = 4. Es claro que cada uno de estos modulos es

indescomponible. Para demostrar que: @i4:1Ti es inclinante, basta probar que

Ext}(T,T) =0, ya queH es hereditaria con 4 simples no isomorfos. Para probar este
enunciado probamos primero qu = 1~ 1T3 = 3. Para ello construimos una presentacion
proyectiva minimal dé3
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f 4 4
0—>P3:?—>P4:% %%T?):%_A)_

Aplicando el funtor de Nakayama= DHoma (—,A) a f, resulta que el nicleo def es
el nicleo del inico morfismo no nulo (a menos de escalaegg)ahl, , por lo tanto

TT3=Ker(§ —4) =3.

De manera analoga se prueba quéTs; 2 3. Por simetria se tiene qua, = 11T, = 2,
Luego, podemos deducir que

Exty (Ta, T3) = DHomy (17173, T4) = DHomy (3,4) =0

Ext (Ts, T1) = DHomy (T1. 1Tg) = DHomy (1,3) = 0.

Por simetria, Ext (Ty, T2) = 0y Ext} (T2, T1) = 0 . Finalmente,

EXtﬁ (T3, T2) = DHomy (T, TT3) = DHoMy (%,3) =0,

y de manera analoga se prueba que EXs, T3) = 0 . Por lo tanto, EXf (T,T) =0y T es
unH - moédulo inclinante.
El algebra inclinad®& =End Ty esta dada por el carcaj

ligado por las relacioneg3 =0, yd = 0 . Este algebra es de representacion finita y su
carcaj de Auslander-Reiten es

en donde las lineas punteadas indican las sucesionesgjse garten. Observamos que el
A-moduloUp = 23332 5% es tal queH =~ EndUa .
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2. MODULOS INCLINANTES CONVEXOS

La definicion de algebra inclinada hace mencion a untalgbereditaria y a un modulo
inclinante sobre ésta. Para verificar si un algebra dad#zksada, seria bueno saber como
construir el algebra hereditaria y el médulo inclinamecaestion. Este es el objetivo de esta
seccion.

SeaA un algebra de artin. Una subcateg&fiae modA se diracerrada por predecesores
(o por sucesorassi, para toddM € ind%’, todo predecesor (0 sucesor, respectivamente) de
M pertenece también@. Ejemplos de tales subcategorias aparecen en el lemarsigui

Lema 2.1.Sea(.7,.%) un par de torsbn en mod A. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(@) (7,%) se escinde.

(b) .7 es cerrada por predecesores.

(c) .7 es cerrada por sucesores.

Demostraddn. Por dualidad, basta probar la equivalencia entre (a) y3bjpongamos en-
tonces qué.7,.%) se escinde y sdd <€ .7 indescomponible. Para todoc indA, tenemos
que o bierL € .7, o bienL € .#. SiHomx (L,M) # 0, se debe tendre .%. Por inducccion
se prueba inmediatamente que todo predeces gertenece & . Por lo tanto, (a) im-
plica (b). La reciproca resulta de (11.2.9) ya que, paratowduloM indescomponible no
proyectivo,TM es un predecesor dé . O

Un A - modulo inclinanteTp se diceseparantesi el par de torsion.7 (Ta),# (Ta)) se
escinde. Asi, (11.3.10)(c) implica que todo modulo inelhte APR es separante. Daremos
otro ejemplo, para lo cual recordaremos que un algAlea inclinada si y soélo si existe un
A - modulo inclinant€l tal que EndTa es hereditaria (en virtud de (1.1)).

Lema 2.2.Sea A uralgebrainclinada, y T un A - 6dulo inclinante tal que H= EndTp es
hereditaria. Entoncesales separante.

Demostraddn. Por (11.4.2),4T es inclinante y el par de torsion2” (HT),% (HT)) se
escinde en mo&PP, por (1.4)(a). Ademas, por (11.4.4)Y7 (Ta) =DZ (WT)y F (Ta) =
DZ (HT) . LuegoTy es separante. O

Un conjuntoZz de modulos indescomponibles de Ande diceconvexosi, para todaV,
N € 2 y todo camino

M:MOLMli LMt:N,

todos losM; pertenecen a. Un A - moduloM se diceconvexasi el conjunto ind! de los
sumandos directos indescomponiblediies convexo.
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Lema 2.3.Un A - nbdulo inclinante T es convexo si §ls si
indT ={M €indA:M € .7 (T)y Homy (M, T) # 0}.
Adends, en este caso, H EndTxp es hereditaria.

Demostraddn. Supongamos quE es convexo. Seld € ind.7 (T) tal que Hom (M, T) # 0.
ComoM € GerT, existe un morfismo no nul® — M, conT’ € indT, de donde obtenemos
un caminol’ — M — T” conT’, T” € indT. La convexidad d& implica queM < indT.
Luego,

{MeindA:M e .7(T)yHomy (M, T) # 0} CindT.
La otra inclusion es trivial.

Reciprocamente, supongamos queTird {M € indA: M € .7 (T) y Homy (M, T) # 0}.
Comencemos probando qtle=End Tp es hereditaria. Se@y un H - modulo proyectivo
e Y un submodulo indescomponible @@ Debemos probar qué es proyectivo. Como
Qu es proyectivo, tenemos quge % (T) y, por lo tanto,Y € ' (T). Por el teorema de
inclinacion, existeM’ € addl y M € .7 (T) indescomponible tales q@@= Homa (T,T’) e
Y =2 Homa (T,M). Lainclusion Hom (T,M) 2Y — Q= Homa (T, T’) induce, aplicando el
funtor — @y T, un morfismo no nuldd — T’. Luego, Hom (M, T) #0. ComoM € .7 (T),
nuestra hipotesis nos da ghee indT. Por lo tantoY = Homa (T, M) es proyectivo. Esto
establece quEl es hereditaria.

Por (2.2),Ta es separante. Consideremos entonces un camino

T=My—M;— -+ —M=T"
en indd, conT’, T” € indT. ComoT’ € .7 (Ta) que es cerrada por sucesores por (2.1),
tenemos qué/; € .7 (T) para todd. Como Hom (My_1,T”) 20y M;_1 € 7 (T), nuestra
hipotesis nos da quil;_1 € indT. Por recurrencia podemos obtener dWiec indT para
todoi. Luego,T es convexo. O

Lema 2.4. Sea 'k un nmbdulo inclinante. Cada una de las condiciones abajo indasad
implica la siguiente:
(a) Para todo Me .7 (T), existe una sucesn exacta corta

0—T1—Tp—M—0
con T, T € addr.
(b) Ex& (M,N) = 0 paratodo M N € 7 (T).
(c) diM < 1 paratodo Me 7 (T).
(d) Homa (T7*M,T) = 0 para todo Me .7 (T).

Demostraddn. (a) implica (b) SeaMm, N € 7 (T). Aplicando Hom, (—,N) a una sucesion
exacta corta
0O—T—Tpo—M—0

conTy, T1 € addrl, obtenemos la sucesion exacta
0 = Extx (Ty,N) — Ext& (M,N) — Ext4 (To,N) =0
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y, por lo tanto, Ext (M,N) = 0.

L £0 1 . . .
(b) implica (c) Sea 0— M — 19 — |1 una copresentacion inyectiva minimal be
EntoncesN® =Coker f®y N =Coker f! estan en7 (T). La sucesion exacta corta

0—M-—I12—N°—0
induce una sucesion exacta
0= Extg (N*,19) — Extg (N*,N%) — Ex§ (N, M) =0

(el Gltimo término se anula por hipotesis). Por lo tarrt; (N*,N°) = 0. En particular, la
sucesion exacta corta
0—N— 1t —N'—0
se parte. Luegd\? es inyectivo.
(c) implica (d) Seavl € 7 (T). La hipobtesis dl < 1 implica que Horm (7M, T)
DEXxt} (T,M) =0, por (1.2.7).

O R

En virtud del teorema de inclinacion (11.4.6), la condici(a) del lema precedente equivale
adp? (T) < 1. Por lo tanto, aplicando (11.5.1) obtenemos que dimA.¢l.2.

Observacbn 2.5. Es razonable preguntarse en qué casos se verifica la cam¢#&i Esto
ocurre, por ejemplo, cuanddes un algebra hereditaria. En efecto, supongamosidae
sea. Sed € 7 (T). Por (11.3.5) sabemos que existe una sucesion exacta corta

0O—L—Tp L M—0
conL € .7(T), de la cual se obtiene una sucesion exacta de funtores

Extx (T, —) — Exta (L, —) — ExtZ (M, —) =0.
Como para tod® € .7 (T) se tiene que Ext(To,N) = 0, entonces Ext(L,N) = 0, es decir,
L es Ext-proyectivo erZ (T). Por (11.3.5),L € addT, obteniéndose entonces la sucesion
buscada.

Deduciremos varias caracterizaciones de los modulosariks convexos.

Proposicion 2.6.Sea |k un nbdulo inclinante. Las condiciones siguientes son equitate
() EndTx es hereditaria.
(b) Ta es separante y, para todo .7 (T), existe una sucesn exacta corta

0—T1—Tp—M—0
con T, T; € addr.
(c) Ta es separante £xt (M,N) = 0, para toddV,N € 7 (T).
(d) Ta es separante gliM < 1, para todaVl € .7 (T).
(e) Ta es separante floma (171M,T) = 0, para todM € .7 (T).
(f) indT ={M €indA:M e 7 (T) y Homy (M, T) # 0}.
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(9) Ta es convexo.

Demostraddbn. (a) implica (b) Sed € .7 (T). Por (11.3.5), existe una sucesion exacta corta
O—L—Tp—M—0

conToeaddlr yL € (T). SeaH = EndTa. La sucesion anterior induce, por (11.3.6), una
sucesion exacta corta en ntbd

00— HomA(T,L) — Homp (T,To) — HomA(T,M) — 0.

Como Hom\ (T, Tp) es H - proyectivo yH es hereditaria, Hog(T,L) también eH -
proyectivo. Dado qué € 7 (T), sabemos por (I.1.2) que € addl'. FinalmenteTa es
separante, por (2.2).

(b) implica (c), (c) implica (d) y (d) implica (e) siguen de42.

(e) implica (f) SeaM € .7 (T) indescomponible tal que HonM, T) # 0. Por (11.3.5),
basta probar qu# es Ext-proyectivo en (T), esto es, por (11.3.9), queM € .7 (T).
Supongamos queM ¢ .% (T). ComoT es separante, debe sl 20y T™M € .7 (T). Pero
entonces Hom(M, T) = Homa (71 (TM), T) = 0. Contradiccion.

Por ultimo, sigue de (2.3) que (f) y (g) son equivalentes igoplican (a). O

Como consecuencia de la proposicion anterior, destacknsgguiente caracterizacion de
las algebras inclinadas.

Teorema 2.7.Un algebra de artin A es inclinada si Yok si existe un A-@dulo inclinante
convexo.

Demostraddn. Si A es inclinada, existe, por (1.1), ua- modulo inclinanteTa tal que
H = EndTa es hereditaria. Por (2.6Ja s convexo. Reciprocamente,Tsies un moédulo
inclinante convexo, por (2.3), EAd es hereditaria. Luegh es inclinada. O

Ejemplo 2.8. Sea, como en el ejemplo (11.4.7) (& dada por el carcaj

04
y

O O (e)

1B 2 a 3

ligado por la relacior 3 = 0.

(i) Sabemos quel = @ ,U;, conU; = ‘2‘, U =4,Us= 3%y Us =4, es unA- modulo
inclinante (ver (11.3.12) (a)) y que su alglebra de endomsportis Endl es hereditaria (ver
(1.4.7) (a)). Ademas, es facil ver glie es un modulo convexo. Esto resulta de la ubicacion

de los sumandos directos indescomponibleld @ el carcaj de Auslander-Reiten AeEn
particular,A es inclinada.
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3
1 2/2\324
\2/ 4" — 3
1 p 2
2
1

.. ., 4
(i) Sabemos también que = @i“zl\/i, conVi =1, Vo =2, V3 = 324 y V4 =4 es un

A - modulo inclinante (ver (11.3.12) (a)) y que su algebraatelomorfismos End no es
hereditaria (ver (11.4.7) (a)). Ademag,no es un modulo convexo. Por ejemplo, el camino

4 . : . .
devVi=1aV, = % se factoriza por el mdescomponl@eque no es un sumando directo de
V.

7 /3\ 34 ‘
1 2
.\2/ \A4/i 5
1 ? 2
2
1

3. MODULOS SINCEROS

A fin de enunciar (y probar) nuestra segunda caracteriaaigolas algebras inclinadas,
vamos a necesitar la siguiente definicion.

Definicion. Un A - méduloM se dicesincerosi cadaA - modulo simple es un factor de
composicion dév.

La siguiente es una caracterizacion inmediata de los foédinceros.

Lema 3.1.Sea M un A - radulo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(&) M es sincero.
(b) Para todo A - nddulo proyectivo B£ 0, se tiene quéloma (P, M) # 0.
(c) Paratodo A - nddulo inyectivo £ 0, se tiene queHoma (M, 1) # 0.

Demostradbn. Es claro, a partir de (1.1.2), que paraAn modulo simpleSlas siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) Ses un factor de composicion d&
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(if) Si P(S) es la cubierta proyectiva d& entonces Hom(P(S),M) # 0.
(iii) Si 1(S) es la capsula inyectiva d& entonces Hom(M, I (S)) # 0. O

Asi, todo modulo fiel es sincero. La reciproca no es vexgadEn efecto, ghes el algebra
hereditaria con carcaj

17 a2
entonces el modulo semisimpe= 14 2 es sincero, pero no es fiel, ya qier = 0.
Lema 3.2.Sean M un A - iddulo,
v = add{N € indA: existe M € indM y un camino M~ N}

y
Fm = add(indA\ Jv).
Entonces %, %m) €s un par de toréin que se escinde.

Demostradbn. Es claro queZy es cerrada por sucesores. Por lo tanif, es cerrada
por imagenes epimorficas y por extensiones. Luego, eslasa de torsion. Entonces la
conclusion sigue de (2.1). 0

Definicion. Un ganchoes un camino de irde la forma
XLy 2 x

conf y girreducibles. Sed un A-modulo. Se dice queingin camino entre dos sumandos
de M contiene un ganclg, para todo camino de idde la forma

conL, N € indM, ninguno de los subcaminos

fi fira
Mi_1 — Mj — Mi;1

es un gancho.

Lema 3.3.Sea M un A - radulo sincero tal que nirigh camino entre dos sumandos de M
contiene un gancho. Entonces el par de tongi. 7y, %u ) verifica:

(a) Paratodo Ne 9, diN < 1.

(b) M es Ext-proyectivo e#jy.

(c) DA € .

(d) Todo nddulo Ext-proyectivo desy es inclinante parcial.

(e) El numero de clases de isomorfismo dedulosExt-proyectivos indescomponibles de
Im es menor o igual que el rango de ().

Demostraddbn. (a) Sea\ € 9 indescomponible tal que Mi> 1. Entonces existe uA -
modulo proyectivo indescomponibketal que Hon;\(rlN,P) # 0. ComoM es sincero,
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existeM” € indM tal que Hom (P,M") # 0. Ademas, com® € 9, existe un camino
M’ ~~ N, conM’ € indM . De aqui se deduce la existencia de un camino con un gancho

M ~sN— % — T IN—P— M

conM’,M” € indM. Contradiccion.
(b) SeaN € Fu un modulo indescomponible tal que ExM,N) £ 0. Como Exk (M, N)
=~ DHom, (T_lN,M), existe un morfismo no nulo~IN — M”, conM” € indM. Como
N € I, existe también un camind’ ~~ N, conM’ € indM. Nuevamente obtenemos un
camino con un gancho

M ~s N — % — T IN ~ M”

conM’,M” € indM. Esta contradiccion prueba que £, N) = 0 para toddN € .

(c) Sed unA- modulo inyectivo indescomponible. Corives sincero, Hom(M, 1) # 0.
Luego existe un morfismo no nuM — I, conM’ € indM. Por lo tanto) € %y, de donde
DA € Y.

(d) SeaTp un Ext-proyectivo de%y. En particular, E)ﬁ(To,To) = 0. Por otro lado,
TTo € Zm (por (11.2.4)). ComaDA € Y, a partir de (c) tenemos que HafbA, tTp) = 0.
Luego, ddp < 1.

(e) Resulta de (d) y de (11.5.7). O

Resulta de (d) y (e) que la suma directa de un conjunto compketrepresentantes de
clases de isomorfismo @e- modulos indescomponibles Ext-proyectivos#g es un modulo
inclinante parcial.

Lema 3.4.Sea M un A-mbdulo sincero tal que nirigh camino entre dos dadulos dendM

contiene un gancho. Sea T la suma directa de un conjunto edonde nddulos Ext-

proyectivos indescomponibles no isomorfos4g Entonces T es un@dulo inclinante
convexo y Me addr .

Demostradbn. SeanM y T como en el enunciad@or la observacion de mas arriags
un moédulo inclinante parcial. Por (3.3)(IW, € addrl. Luego basta ver quE es inclinante y
convexo. Probaremos esto en cuatro etapas:

(1) SeaK — T’ un morfismo irreducible, co en indAy T’ en indl . Entonces

(@) SiK € 9 entonce«K € indT:

En efecto, basta probar qliees Ext-proyectivo erfy y para esto, por (1.2.4), es su-
ficiente mostrar queK € %y . Si K ¢ 7y, entoncesK € ind%y ya que(Ju,#m) se
escinde. Sabemos que existe un camino

M s TK — % — K—T’

conM’ € indM. Si T’ es proyectivo, entonces, al 9drsincero, tenemos HogfiT’,M) # 0.
Luego, existe un camino con un gancho

MK — %« —K—T — M
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conM’, M” en ind\. Contradiccion. Por lo tantd,” no es proyectivo. Pero entonces, el
morfismo irreduciblé — T’ induce un morfismo irreducibleK — 1T’. Esto es absurdo,
porquetK € Iy y 1T’ € #\m. Luego,TK € Fy, lo que prueba (a).

(b) SiK € Z\ entonceK € add 1T):

Por nuestra hipotesi€ no es inyectivo, y hay un morfismo irreduciblé — 17K.
Luego, 771K € Zy. Comot (171K) =K € Fy, resulta quer 1K es Ext-proyectivo en
I\, 0 sea, esta en alldEsto esK € add 1T).

(2) T es un modulo inclinante:

Como ya dijimosT es un modulo inclinante parcial. Entonces so6lo nos rastagp (T3).
Sea

0—ALE 9 T 0

una sucesion de Bongartz para(ver (11.3.3)). Queremos probar qlec addl. Como
(Im,Fm) se escinde, podemos escriBie= XY, conX € Jy eY € Fn.

A continuacion probaremos qué= 0. Supongamos qué # 0. SiY es proyectivo, la
sinceridad deM implica que Hom (Y,M) # 0, de donde Hom(Y,T) # O puesM € addr
(por (3.3) (b)). S¥ no es proyectivo entonces la restricciovi del morfismag de la sucesion
precedente es no nula. En cualquier caso resulta que\¥6im) # 0. Por otro ladoT © E
es inclinante, luego

Homa (Y, TT) = DExt; (T,Y) = 0.

Seav; : Y — T; un morfismo no nulo, com; € indT. Vamos a construir en forma recursiva,
para toda > 2, morfismosy; : Y — T; y morfismos irreducibles;_; : T — Ti_1 con los

T; € indT, tales quauius...ui_1v; # 0. Supongamos que, us, ..., Ui_1 han sido construidos.
Para construiv;, 1, Ui consideramos el morfismo minimal que casi se parte a deragha q
termina enl;, al que escribimos en la form§,g] : Ki®Lj — T, conK; € Iu y Li € Fm.
ComoY € #y y Ti € 9u, el morfismoy; : Y — T, no es una retraccion, por lo que se
factoriza a través del morfismd, gi] : Ki & L; — T;. Por (1) sabemos qu§ € addl y L; €
add1T), de donde Hom(Y,L;) = 0O, por lo observado arriba. Como Hg(Y,L;) =0, V; se
factoriza porf; : Ki — T;. ComoujUs...u;i_1V; # 0, hay un sumando direcif, ;1 deK; y
morfismosy; : T g — Tj, Vir1 Y — Ty tales queugus...ui_1U;vi 1 # 0. ESto termina la
construccion.

Como, para todo tenemos qua;u,...u;_1 # 0, obtenemos una contradiccion, ya que to-
dos estos morfismos se encuentran efEadT ), que es un ideal nilpotente. Asi concluimos
queY = 0.

Hemos probado que la sucesion de Bongartz es de la forma

0—A—X—T9 >0
conX € . SeaN € 9. Aplicando el funtor Hom (—, N), obtenemos una sucesion exacta
0= Extx(T9 N) — Ext (X,N) — Extx (A,N) =0

Por lo tanto, E>§k(x, N) =0y X es Ext-proyectivo ey. Luego,X € addr y esto prueba
queT es inclinante.
@ m=T(T)yIm=7(T):
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SeaN € . ComoT es Ext-proyectivo ey, Extx (T,N) = 0. Por lo tantoN € .7 (T).
Reciprocamente, séindescomponible et/ (T). Entonces Hom(T,N) # 0, de donde
N € Ju. Asi probamos quéiy = .7 (T). En consecuenciagZy = .7 (T).

(4) Por tltimo,T es un modulo inclinante convexo:

En efecto, de (2) y (3) sigue qudees un modulo inclinante separante. Por otro lado, de
(3.3) (a), tenemos queNi< 1 para toddN € .7 (T). En virtud de (2.6)T es convexo. O

A continuacion presentamos el teorema principal de estacse

Teorema 3.5.Un algebra A es inclinada si yado si existe un A - @dulo sincero M tal que
ningin camino entre dos sumandos de M contiene un gancho

Demostradbn. La suficiencia de la condicion sigue de (3.4) y de (2.7).

Reciprocamente, supongamos éwes inclinada. Por (2.7), existe éamodulo inclinante
convexol. ComoT es inclinante, es fiel y, por lo tanto, sincero. Supongamesegiste un
camino que contiene un gancho

T ~stL— % —L~T"

conT’, T” enindT. La convexidad d& implica queL, TL € indT. Pero Ex} (L, TL) # O,
lo que contradice que Ej&((T,T) = 0. LuegoM = T satisface lo deseado. O

El corolario que sigue es una consecuencia interesanteatehha anterior. UA - modulo
indescomponible se diakrigido si no existe ningln ciclo

M=Mg—M; — --- — M =M
en indA.

Corolario 3.6. Sea A uralgebra que admite un @dulo indescomponible sincero y dirigido.
Entonces A es inclinada.

Demostracbn. SeaVg f—1> My — - L M; un camino en ind, conMg, M; € indM. Como
M es indescomponible, entondds = M; = M. ComoM es dirigido, f; es un isomorfismo,
para todd. Luego el camino no contiene ganchos. Ahora el enunciadeslg (3.5). O

La reciproca de este corolario es falsa. En efecto, ebédgedel ejemplo (2.8) es incli-
nada, pero no existe tlsmodulo indescomponible sincero.

Demostraremos un resultado que muestra la importanciasdaldabras inclinadas: si
M es unA - modulo indescomponible dirigido arbitrario, entoncesst un algebra in-
clinadaB tal queM es unB - modulo. Asi, para estudiar la estructura de los modulos
indescomponibles dirigidos sobre un algebra arbitrasasuficiente estudiar los modulos
indescomponibles dirigidos sobre las algebras inclina8din de probar esto, necesitamos
la siguiente definicion.
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SeaM unA - mbdulo indescomponible. Broyectivo gy que soporta a Mes por definicion
la suma directd = ©P de un conjunto completo de representantes de clases derisomo
fismo deA - mobdulos proyectivos indescomponiblBstales que Hom(P,M) # 0. El
soporte de Mes el algebra Supp = EndPy. Asi,M es un modulo indescomponible sincero
siy sblo si Supm = A

Corolario 3.7. Sea A uralgebra de artin y M un @dulo indescomponible dirigido. En-
tonces B= SuppM es unalgebra inclinada.

Demostradbn. En virtud de la definicion de soporté, es unB - médulo indescomponible
y sincero. Por otra parte, un ciclo en Bithduce un ciclo en ind. El enunciado resulta
entonces de (3.6). 0

En el caso considerado, el soporte es ademas convexo. @e@mefecto, que Subbes
convexo en Ai, para toda sucesion

Pbh—PL— -+ —R

de morfismos no nulos entre indescomponibles proyectiooh; B € addiy, tenemos que
R € addAy para toda. La demostracion siguiente esta inspirada en la hechBqogartz
para algebras sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Para demostrar este resultado utilizaremos el siguiemiz. le

Lema 3.8. (a) Sea PL Q 9, X un camino erindA, con PQ proyectivosy gf = 0.
Entonces existe un camino en indA de la formieaeP — U — X.

(b) Dualmente, sea xf—> | %5 J un camino erindA, con I,J inyectivos y gf= 0.
Entonces existe un camino grA de la forma X— V — sodl.

Demostraddn. Demostraremos la parte (a). La parte (b) se deduce podddali
SeanS=P/radP y U = Q/f(radP). En el diagrama de abajo, Keyf) = f ~1f (radP) =

radP + Kerf = radP = Kerp. Luego el morfismof induce un monomorfismé : S— U.

Ademas el modulty es indescomponible, por ser imagen epimorfica no nula dgkptivo

indescomponibl€. Por Gltimo, Keg = f(radP) C Kerg, de donde el morfismg se factori-

za a través del epimorfismo canonigocomo se indica en el diagrama. Esto completa la

demostracion.

P09 x
pl ql |

S-»U--X
T g

O

Proposicion 3.9. Sea M un A-modulo indescomponible dirigido. Entonces=-BSuppM es
convexo en A

Demostraddn. Supongamos que Sujdpno es convexo eA. Entonces existe un camino
Pp— PL—...— R, cont> 2, Py,R €indRy, y Pi,...,R_1 proyectivos que no estan en
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indRy. Consideremos un tal camino con longitudinima. Se& = R /rad?, con 1<i <t.
Entonced?_1 2 B. Dado que HomR(P_1,S) = 0, podemos aplicar (3.8)(a) a cada uno de
los camino$}_1 — B — § para deducir que existe un camino

(1) S—U—S—...—S_1.

Como, por hipbtesig} esta en Sugd y B_1 no esta en Supy, existe un camin®_1 —
R — M con composicion nula. Aplicando (3.8)(a) a este caminojdene un camino

(2) S.1— U — M.

Ahora vamos a usar la equivalencia de Nakayama entre proygetinyectivos para aplicar
(3.8) nuevamente. Sda= v(R). ComoR, € indRy, P; ¢ indRy, y Homa(R,M) =0 siy
so6lo si Hom\(M, ;) = 0, hay un camino de la formd — Ig — |1 con composicion nula.
Deducimos, usando (3.8)(b), la existencia de un camino

@) M—U —S.

Concatenando los camin@b), (2) y (3) obtenemos un camind —U; — § — U, —
S —..— S 1 — U — M. Como el mdduldV es dirigido, todos los morfismos de
este camino deben ser isomorfismos. Lubbé& S;. Pero esto es un absurdo, ya que por

hipotesis, Hom(P,M) = 0. O
Ejemplo 3.10
(a) SeaA dada por el carcaj
02
N
N N
N

ligado por todas las relaciones de conmutatividad posilElesalculo de” (modA) muestra
gue éste es aciclico
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6
El médulo indescomponible proyecti\z"@“2 es sincero y dirigido. Por lo tantd es incli-
1

nada.
(b) Para que un algebra sea inclinada no es suficiente gueuraynodulo indescom-
ponible sincero. En efecto, séalada por el carcaj

2
S
W

ligado por la relaciom 3 = 0. Entonce$ (modA) es

2 3
1/1\32/2\3
\3/21\32/

@/21\i/1\@

donde identificamos las dos copias del simple 2. Aqui teserados modulos indescom-
ponibles sinceros, pero todos estan sobre ciclos. Sin gmbA no es inclinada, pues
dp% =2=di % y (1.4) (b) afirma que los modulos indescomponibles de dgid® proyec-
tiva 2 sobre un algebra inclinada tienen dimension inyachenor o igual que uno.

En cambio, es facil ver que el soporte del modulo indesawrifyte dirigido? es el algebra
dada por el carcaj

1 B 2
O <«<— O

mientras que el del médulo indescomponible diriggjes el algebra cuyo carcaj es

2 o 3
O <«— O

y estas dos algebras son inclinadas, ya que son hereslitaria

4. RODAJAS Y RODAJAS COMPLETAS

Si queremos verificar si un algebra dada es inclinada debedsoun modo u otro, re-
conocer el algebra hereditaria de la cual ella es origandjemplos simples muestran que
esta informacion esta codificada en el carcaj de AuslaRdden. Para explicar la idea,
retomamos un ejemplo visto anteriormente.
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Ejemplo 4.1. SeaA dada por el carcaj

Ya vimos (en (2.8)) que el mbduld = @ U, conU; = %, Up=4%,Us=3yUs=4
es inclinante convexo, y que el algeltta= EndUx es el algebra hereditaria de carcaj

o
N©O
wo
O

Sabemos qud es unH°P - modulo inclinante y el carcaj dd°P reproduce exactamente
el subcarcaj pleno

2—)‘21—> > — 4

del (modA). En otros términos, mirdr (modA) permite “recuperar” el algebra hereditaria
H tal queA es el anillo de endomorfismos de Hamodulo inclinante. En efecto, por (11.4.2)
sabemos quA = (EndyU )°P = EndDUy.

Notamos que, mirando el carcaj de Auslander-Reitefrl dpodemos también hallar un
modulo inclinanteTl tal queA = EndTy. Para ello buscamdd-modulos tales que el sub-
grafo del carcaj de Auslander-Reiten determinado por &lggoduzca” el carcaj da°P:

Notas de Algebra y Analisis, Vol 21, 2008



84

4

Tenemos uid - modulo inclinantel = er‘ZlTi (conTy=1,T, = % T3=3yT= g) tal que
1

A= EndTy.

A partir de este ejemplo, llegamos a dos conjuntos difesageaxiomas, que son el objeto
de esta seccion y de la seccion siguiente.

Definicion. Un conjunto finito.” C indA es unarodajaen mod si satisface los axiomas
siguientes:

(S1) Bye.~U es unA - modulo sincero.

(S2) - es un conjunto convexo en iAd

(S3) Si0— L — M — N — 0 es una sucesion que casi se parte entonces a lo sumo
uno de los modulok y N esta en?.

El conjunto.” se llamarodaja completasi, ademas de los axiomas anteriores, satisface la
condicion:

(S;) Si0— L — M — N — 0 es una sucesion que casi se parte y un sumando
indescomponible d& esta ens entonced € ¥ 6N € .7

Es facil ver que en el ejemplo precedente, el conjt{r%o‘z‘, 324 ,4} es una rodaja com-

4 .
pleta. Por otra parte{%, 3 324 } es una rodaja, pero no es completa, como lo muestra la
sucesion que casi se parte

0%3%324—>4—>0.

Lema 4.2.Sea T un A - iddulo inclinante convexo. EntonceslT es una rodaja completa
enmodA.

Demostraddbn. Verifiguemos los axiomas de la definicion de rodaja comaplet

(S1) T es sincero por ser inclinante.

(S) Decir queT es convexo es decir que ifido es.

(S3) Sea 0— X — E — X — 0 una sucesibn que casi se parte en md@lponga-
mos querX y X estan en in@. Entonces Ext(X, 7X) # 0 contradice que EX(T,T) = 0.
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(S;) Sea 0— X — E @ Top — X — 0 una sucesion que casi se parte Tog indT.
En virtud de (2.6),T es separante. Coniy € addl y Homa (Tp, X) # 0, tenemos que
X e 7(T). Supongamos qu¥ ¢ indT. ComoT es inclinanterX ¢ .% (T), por (11.3.9).
Por lo tantogrX € 7 (T). Finalmente, de Hog(17X, Tp) # 0y (2.3), resulta queX € indT.
O

Necesitaremos también el lema siguiente.

Lema 4.3.Sea M un A - radulo convexo. Entonces:

(a) rady(M,M) = 0.

(b) Si, aderas, EndM es conexo, el subcarcaj pleno 8émodA) definido porindM es
conexo.
Demostraddn. (a) Seam un numero natural tal que rd¢EndM) = 0. Basta ver que

rady (X,Y) = 0 siempre queX,Y € indM. Consideremos un camind = Xn m, Xm-1 —

N Xo =Y, con cadaX; € indAy cadaf; € rada(X,X_1). Por la convexidad d#,
tenemos qu; € indM para cada. Como rad'(EndM) = 0, resulta qud; ... f, =0, lo que
prueba que rgfi X,Y) = 0.

(b) SeanX,Y dos sumandos indescomponiblesMi¢ales que Homg(X,Y) # 0. Por (a) y
(1.3.4), existe un camino

x:)(OLxl_)...i)xt:Y

de morfismos irreducibles con caac indA. Por la convexidad d#l, tenemos que; €
indM para cada, de lo que resulta el enunciado. O

En lo que sigue notarem@s”| al cardinal del conjunto”.

Nuestro probximo teorema muestra la relacion entre lagones de rodaja completa 'y de
modulo inclinante convexo.

Teorema 4.4.Sea.” una rodaja enmodAy M= @y ~U. Entonces existe una rodaja
completay’D .. Adenas, las siguientes condiciones son equivalentes:

(&) M es un nddulo inclinante convexo.

(b) . es unarodaja completa.

(€) |.7] = rgKo (A).

Demostracdbn. Supongamos primero que existe un camino que contiene whgdf ~
X — x — X ~ M’, conM’,M" € .. Por (), tenemos que&, X € .¥. Pero esto
contradice (). LuegoM satisface las hipotesis del Lema (3.4). Por lo tahte H{X €
indA : X es Ext-proyectivo deZu} es un modulo inclinante convexo, y exidtetal que
T =Ma®N. Luego|.”| = |[indM| < |indT| = rgKo(A), y la igualdad vale siy solo W =
T. De aqui se desprende inmediatamente la equivalencia ge(¢)y también el primer
enunciado del teorema, ya qu€ C indT, que es una rodaja completa por (4.2). El mismo
(4.2) muestra que (a) implica (b).

Solo resta probar que (b) implica (a), y para ello basta uer\j = T. Supongamos en-
tonces que” es una rodaja completa, y s€ac indT. ComoT’ € 9y, existe un camino
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M/:TOLT1_> i)'rt:'r/

conM’ € . CindT. ComoT es convexo, entoncés € indT para todo . Claramente,
basta probar qué; € .. ComoT es inclinante y entonces conexo (ver (11.4.3)), por (4.3)
podemos suponer que en el camino precedente los morfismageuncibles. Vamos a
considerar dos casos:

Caso 1:T; es proyectivo. ComM es sincero, exist®l” € .7 tal que Hom(Ty,M”) #£ 0.
A partir del caminaVl’ — T; — M” y de la convexidad d& , obtenemod; € ..

Caso 2:T; no es proyectivo. Entonces existe una sucesion que casire(p— 1T, —
M'&E — Ty — 0. ComorT; ¢ indT, entonceg Ty ¢ .7y, por ($), tenemos qué; € .7,
como queriamos. O

Corolario 4.5. Sea.” una rodaja en modAy sea M= @ U. Entonces.”| < rgKo(A),
UesS
existe una componente @émodA) que contiene &, M es un mdulo inclinante parcial y

rady (M,M) = 0.
Demostraddn. Se deduce inmediatamente de (4.3) y (4.4). O

El corolario siguiente justifica el nombre de rodaja conglet

Corolario 4.6.Si.’ es unarodaja emodA que contiene una rodaja completé, entonces
S =

Demostraddn. A partir de (4.4), tenemos que&”’| = rgKo (A) v |-’ < rgKo (A). Entonces
el corolario sigue de las desigualdades

rgko (A) = |.7] < || <rgKo (A).

Deducimos también la reciproca de (4.2).

Corolario 4.7.Un A - nbdulo T es inclinante convexo si y solament&di es una rodaja
completa ermodA.  En particular, una rodaja completa induce un subcarcaj cande
I (modA).

Demostradbn. Este corolario resulta de (4.2), (4.3) y (4.4). O

La consecuencia mas interesante es una nueva caradtaridadas algebras inclinadas.

Teorema 4.8.Sea A uraélgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es unalgebra inclinada.
(b) Existe una rodaja completa enodA.
(c) Existe una rodaja emodA.
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Demostraddbn. (a) implica (b) SiA es inclinada, existe un modulo inclinante convdxo
Pero entonces, por (4.2), ihdes una rodaja completa en n#ad

(b) implica (c) Esta implicacion es trivial.

(c) implica (a) De (4.4) resulta que existe Aamodulo inclinante convexo. O

Finalmente, el resultado siguiente muestra como comgtaglas) las rodajas completas.

Teorema 4.9. (a) Sea H unalgebra hereditaria, § un nbdulo inclinante y A= EndTy.
Entoncesnd(Homy (T,DH)) es una rodaja completa enodA.

(b) Redprocamente, sea A ualgebra y.# una rodaja completa emodA. Entonces
M = @ye.~U es un nddulo inclinante convexo, B EndM es hereditaria, §f =D (4M) es
inclinante y.# = ind(Homy (T,DH)).

Demostraddn. (a) SeaMa =D (aT). ComoTy es co-inclinante, T también lo es. Luego,
Ma es inclinante. Coméd = EndMp es hereditaria, el modull, es inclinante convexo,
por (2.6). Por lo tanto, en virtud de (4.2), Mdes una rodaja completa en nfodPor otro
ladoMa =D (AT) = D (AT ®4 H) = Homy (T,DH). Asi queda demostrado (a).

(b) Resta probar que, reciprocamente, toda rodaja coangtetnod es de la forma vista
en (a). Sea¥ una tal rodaja. Por (4.2M = @&yc~U es inclinante convexo. De (2.6),
obtenemos quel = EndMa es hereditaria yM es inclinante, luego, co-inclinante. Por lo
tanto, Ty = D (4M) es inclinante. En virtud de (11.4.2), tenemAs= EndTy. Pero entonces

@Ueyu =Mp= D(AT) = Homy (T,DH)
Esto prueba que” es de la forma requerida. O

Ejemplo 4.10. En general, la categoria de modulos de un algebra irddicantiene varias
rodajas completas. Por ejemplo, el algebra dada por edjcarc

e
I

/NS

L
e

con todas las relaciones de conmutatividad posibles, #tmarcaj de Auslander-Reiten
siguiente (ver el ejemplo (3.8) (a))
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VAVASAVAN VAN
NV VAVAVA VSV
A VAVAVAN

La regibn |nd|cada contiene varias rodajas completas egiezan todas las orientaciones
posibles del diagrama de DynKiiy.

O O O

Por lo tanto, para cada orientacion de este grafo, existeddulo inclinante sobre el algebra
de caminos del carcaj resultante cuya algebra de endomosdiss isomorfa A.

5. LAS SECCIONES: EL CRITERIO DELIU Y SKOWRONSKI.

Si bien la existencia de rodajas es un criterio muy satisfecctuando queremos saber si
un algebra de representacion finita es inclinada o no,ceiséeio es mas dificil de aplicar a
algebras de representacion infinita. En efecto, estéicamion presupone un buen conoci-
miento de la categoria de modulos. Sin embargo, el Caoaldus) nos dice que en realidad
basta conocer localmente el carcaj de Auslander-ReitenelRgp en esta seccion estudia-
remos subcarcajes especialed dmodA) con el objeto de obtener un criterio mas facil de
aplicar. Este criterio fue obtenido simultanea e indeartdmente por Liu y Skowrohski.

En lo que sigue del capituld,designa una componente démodA).

Definicion. Seal” una componente de(modA). Unaseccdn X del” es un subcarcaj pleno
gue satisface los axiomas siguientes:

(01) Z es aciclico.

(0») Para cada puntodel’, existe exactamente ume Z tal quet™x € 3.

(03) Z es convexo e Six=Xg— X — --- — X =Yy €S un camino efl con
X,y € 2o, entonces; € 2 para todd.

Notemos que la nocion de seccion es puramente combiaapiservemos que la nocibn
de convexidad endi) es diferente de la definida en la seccibn 2: en efecto, sedrui de
caminos erf, es decir de caminos formados por morfismos irreducibles,pon morfismos
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arbitrarios. Es claro que si un conjunfioC I' es convexo (en el sentido de la seccion 2),
entonces es convexo €npero la reciproca es falsa en general.
Por ejemplo, la rodaja completa del ejemplo (4.1) es unad®cc

Lema 5.1. Seal" una componente conexa BémodA) y 3 una secdn del". Supongamos
gue x— Yy es una flecha eh.

a) Si xe %o, entonces o bieng 2y, 0 bienty € 3.

b) Siye Zp, entonces o bien & Zp, 0 bient1x € 2.

Demostracbn. Probemos (a), ya que (b) es dual. Rop), existe un enteren tal que
™y € 3. Sim< 0, entonces existe un camife—y — x — T 1y — ... — Ty en
. Comox, ™y € Z, entonces por la convexidéds), tenemos qug € y. Luego,(o2) nos
dam= 0. De la misma manera, 81> 0 tenemos quey € . O

Lema 5.2. Seanl" una componente conexa igmodA) y >~ una secdn del tal que
Homp (U, V) =0 paratodo UV € %y. Entonces

(a) |Zo| < rg Ko (A).

(b)rady (U,V) =0paratodo U,V € >,.

(c) Homa (171U,V) = O paratodo U,V € 5.

Demostradbn. (a) Esto sigue del lema de Skowronski (11.5.7).
(b) SearlJ,V € 2 tales que rafl(U,V) # 0. Por el lema (1.3.5), existe, para cada O,
un camino de morfismos irreducibles entre modulos indepoaibles

Vi—Viog— - — V1 — VW=V
tal que ra@ (U,V;) # 0. Comoz es finita y aciclica, existey > 1 tal queV,,_1 € > pero
Vi, ¢ Zo. Por el Lema (5.1), tenemas Vi, € Zo. Pero entonces Hom{U, 7 (171V,,)) =
Homa (U, V,) # O contradice la hipotesis.

(c) SearlJg, Vg € 2 tales que Hom(r‘luo,vo) =# 0. Entonces no existe un camino de
morfismos irreducibles U ~ Vp: en efecto, si existiera un tal camino, entonces habria
un camino compuestdy — x — T 1Ug ~» Vg enT, y la convexidad d& en [ daria
T-1Up € 3o, una contradiccion. Entonces gaa—luo,vo) =# 0. Comoz es finita y aciclica,
podemos suponer quik no tiene predecesor directd € > tal que raf (rlw,vo) #0.
Por otra parte, observando que el morfismo minimal que casirse a derechE — 1 1Uq
es sobreyectivo, tenemos quefadp, Vo) # 0, para algin sumando indescomponibfede
E. Como existe una flecHdg — Wp enT, resulta del Lema (5.1) que uno de los mbdulos
Wp, TWp pertenece &y. Por nuestra hipotesis soldg, tenemos queWp ¢ . Entonces
Wp € 2oy esto contradice (b). O

El lema siguiente es dual de (5.2).

Lema 5.3. Seanl’ una componente conexa @iémodA) y ~ una secdn del tal que
Homa (771U,V) = O paratodo U,V € Z,. Entonces
(@) [Zo| < rg Ko (A).
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(b) radz (U,V) =0 paratodo U,V € Zo.
(c) Homa (U, 1V) =0 paratodo U V € . O

Una primera consecuencia evidente es el corolario sigaient

Corolario 5.4. Seanl” una componente conexa dé(modA), ~ una secdn de I y
T =@yes,U. EntoncedHoma (T, 7T) = 0siy Dlo siHoma (71T, T) =0. O

Un subcarcaj plena del se dicefiel si su anulador AnZ = () AnnM =
MeZg

{a€ A:Ma=0 paratoddv € 2y} es el ideal nulo.

Lema 5.5.Seal” una componente de(modA) y X un subcarcaj finito y dclico derl .

(a) Si, para todo Me %y y morfismo irreducible M— N, tenemos que N 2g 0 TN €
>, entonces todo morfismo no nulo-M- U, con M€ %y y U ¢ Xy indescomponible, se
factoriza poradd(1~1%).

(b) Si, para todo Me %, y morfismo irreducible — M, tenemos que E Zpo0 171 €
29, entonces todo morfismo no nulo-4d- M, con Me 2y y U ¢ Xy indescomponible, se
factoriza poradd 7).

Demostradbn. Es suficiente probar (b), ya que (a) es dual. $edJ — M como en

el enunciado. Vamos a proceder por recurrencia, puest@ggaciclico. Supongamos
primero queM es una fuente dg, y seag : E — M el morfismo minimal que casi se parte a
derecha. ComM es una fuente dg, ninglin sumando directo depertenece &y. En virtud

de la hipotesisk € add1Z). Comof se factoriza pog, hemos terminado. Supongamos
ahora queM no es una fuente y que el enunciado se verifica para todo @satepropio

M’ deM sobreZ. Seag: E — M el morfismo minimal que casi se parte a derecha. Por
hipotesisE = E' ©E”, dondeE’ € add 1), mientras que todos los sumandos directos de
E” pertenecen &y y son predecesores t. Entoncest se factoriza pog=[g' g"] : E'®

E” — M, o sea, existb = [Q] U — E'@E" tal quef = gh= ¢’ +g¢"h". Finalmente,
por la recurrencidy’ se factoriza por addZ). O

Lema 5.6. Seanl” una componente conexa @émodA) y ~ una secdn fiel del” tal que

Hompa (U, V) = 0 paratodo U V € Zy. Entonces T= & U es un nddulo inclinante con-
Uey
vexo.

Demostraddn. Por (11.2.7),T es un modulo inclinante parcial. Ademas, sigue de (1).1.7
que una add - aproximacion a izquierdé : A — T9 es inyectiva. Entonces tenemos una
sucesion exacta

0—sA— T4 9 x_ .0

Afirmamos quel X esinclinante. Como dp< 1y Aes proyectivo, tenemos queXigc 1.
Entonces dfil ¢ X) <1.
Aplicando el funtor Hom (—, T), obtenemos una sucesion exacta
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f
.« — Homa(T%,T) "D Homg (A, T) — Exth (X, T) — Exty(T9,T) =0.
Por (11.1.7), Hom (f,T) es sobreyectivo. Por lo tanto, ExiX, T) = 0. Aplicando suce-
sivamente Homm(X, —) y Homa (T, —) a la misma sucesion exacta, se tiene

0= Exti(X,T9) — Extx (X, X) — Exta (X,A) =0

y

0= Exty(T,T9) — Extx (T,X) — Ex% (T,A) =0
dado que dfif ©X) < 1. Entonces Ext(X,X) =0y Ext (T,X) = 0. Por consiguiente,
Exti(T@X, TeX)=0yT®X esinclinante.

Para probar qu& es un modulo inclinante, es suficiente mostrar ue addl . Si esto
no ocurre, exist&) € indX tal queU ¢ addl. Como Hom, (T,U) # 0, existe un sumando
indescomponiblég de T tal que Hom (Tp,U) # 0. ComoX es finita y aciclica, podemos
suponer quéy no tiene sucesor direc € g tal que Hom (TO’,U) # 0. ComoU ¢ X,
tenemos que rddy,U ) # 0. Considerando el morfismo minimal que casi se parte a imdpiie
empezando efy, existe una flechd — V enl tal que Hom (V,U) # 0. Por (5.1)V € 2
0 1V € Xp. Por nuestra hipotesis sobfg tenemos qu¥ ¢ X, pero

Exts (U, V) = DHoma (7 (17V),U) = DHoma (V,U) #0

contradice que E*t(X,T) = 0. Esto prueba que es inclinante.

Finalmente, para probar qlees convexo, hay que probar gde= EndTp es hereditaria
(ver (2.6)). Sea® unH - modulo proyectivo indescomponible,fy. Y — P un monomor-
fismo conY indescomponible. Tenemos que probar {uwes proyectivo. Comy¥ +# 0, existe
un morfismo no nuld’ : Q — Y, conQ proyectivo indescomponible. Confy Q son
proyectivos, tenemos qu Q € # (T). LuegoY € # (T), puesY es submodulo d@.
Entonces existen morfismgs M — Toy g : T1 — M, conTp, Ty € addl y M € .7 (T),
tales queP = Homa (T, Tp), Q = HOomA (T, T1), Y = Homa (T,M), f = Homa(T,g) y f' =
Homa (T,d’). Comof es un monomorfismo, tenemos g # 0. Entoncegd # 0. Si al-
guno de los morfismag, g’ estuviera en el radical infinito de magentonces ral(Ty, To) #
0, lo que contradice (5.2)(b). Entonces existen caminds@sT; aM y deM aTy. La con-
vexidad dex enl” implica queM € addrl, de dondeY es proyectivo. O

Ahora estamos preparados para probar el resultado primig@sta seccion.

Teorema 5.7.Searl” una componente conexa BémodA) y = un subcarcaj pleno y convexo
de I'. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) Z es una sec6in fiel tal queHomy (U, V) = 0, para todo UV € 2.

(b) £ es una secon fiel tal queHoma (172U, V) = 0, para todo UV € .

(©) T = @yes,U es un mdulo inclinante convexo.

Demostraddbn. Por (5.4), (a) y (b) son equivalentesy, por (5.6), tenenuas(g) implica (c).
Entonces basta probar que (c) implica (a).
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Supongamos gqu€ es un modulo inclinante convexo. En particular, es fiel. IBaéanto,
> es fiel. Ademas, Hog(T,1T) = DEXxt; (T,T) = 0. Finalmente, = indT es convexo
en indA, luego a fortiori convexo ef. Por (2.6), End es hereditaria. Luego Efdes
triangular yZ es aciclico. Nos resta probar,).

Comenzamos por verificar quecorta a cada - orbita del". Para ello basta ver que,
siM e 3y yLerl pertenecen a dos orbitas vecinas, entoricesrta a la oOrbita dé..
Supongamos que existe un morfismo irreducili®!l — L o L — 1"M, para un cierto
n € Z. Renombrando si es necesarib,gpodemos suponer qui@ es minimo para la familia
de morfismos irreducibles que conectan un modulo de lasodeiV con uno de la orbita de
L. Consideramos tres casos :

Caso 1. n < 0. En este caso no existe morfismo irreducible- T"M, porque de lo
contrario también tendriamos unt™M — L, contra la minimalidad d@|. Luego tenemos
un morfismo irreducibla™"™ — L. Analogamentel debe ser proyectivo, ya que de lo
contrario tendriamos un morfismo irreducilaf& M — L, contra la minimalidad dén|.
Entonces, por la sinceridad de existe un morfismo no nulb — M’, conM’ € Z,. Luego
tenemos un camino eniAdM — --- — "M — L — M’, de dondé. € Z, por la convexidad.

Caso 2n > 0. Este caso es dual del anterior.

Caso 3.n= 0. Tenemos un morfismo irreducitié — L 6 L — M. En el primer caso,
Le 7 (T). SiL es proyectivo, entoncésc Xy. Suponemos entonces quao es proyectivo.
SitLe 7(T), de (2.3) obtenemos qué € Xy, sitL ¢ 7 (T), resultaqual € % (T), de
dondelL € 3. De modo que en el primer caso, 0 blea %y, 0 bientL € Zy. En el segundo
caso tenemos un morfismo irreducible- M. SiL es inyectivo, entoncdse 7 (T) y, por
(2.3),L € 3o. Por (ltimo, siL no es inyectivo, hay un morfismid — 7~1L y usando el
primer caso concluimos que, o bien'L € 3, o bienL = 1(17L) € 3.

Esto termina la demostracion de queorta a cada-6rbita del". A continuacion pro-
baremos que la corta una sola vezMsly 7™M (conm > 0) pertenecen ambosX, del
caminot™ — --- — T™M — x — M deducimos queM € %y, porqueT es convexo. Pero
Ext}\(M, ™) # 0, lo que contradice la hipotesis qiiees inclinante. Asi, hemos probado
gueZ verifica las condiciones de (a). 0

La primera consecuencia de este teorema es el criterio d8kawronski.

Corolario 5.8. Sea A uralgebra de artin. Las condiciones siguientes son equivaten
() A es inclinada.
(b) F'(modA) contiene una secon fielZ tal queHoma(U, 7V) = 0 para todo UV € 2.
(c) I(modA) contiene una secdi fielZ tal queHoma(11U,V) = 0 para todo UV € 3.

Demostraddbn. ComoA es inclinada, por (2.7) existe un modulo inclinante covgyor
(11.4.3) sabemos que EAd es conexo. Resulta entonces de (4.3) que el subcarcaj péeno d
I"(modA) determinado por intl es conexo y por lo tanto esta contenido en una componente
conexa dd (modA). El resultado es entonces consecuencia de (5.7). O

El resultado siguiente es menos inmediato.
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Corolario 5.9. Un conjuntoZy C indA es una rodaja completa emodA si y lo si el
subcarcajz determinado po&g es una secéin tal que:

(@) Homy (U, 1V) =0 paratodo UV € %,.

(b) dgJ < 1paratodoUe .

(c) diu < 1paratodoUe 2.

Demostraddn. SeaZ una rodaja completa en mad Por (11.4.4),T = Pye5,U es un
modulo inclinante convexo, cuyo anillo de endomorfismosaggexo (ver (11.4.3)). En par-
ticular, por (4.3)(b).X esta contenida en una componente corfexte I'(modA). Asi, de
(5.7) deducimos (a) y (b). Por dualidad,es también co-inclinante, por lo que obtenemos
también (c).

Reciprocamente, s@auna seccion ef que satisface (a), (b) y (c). Por (5.2)es finita,
de dondeT es un modulo finitamente generado. ComoXEkiT) = DHoma(T,TT) =0,
tenemos qud es inclinante parcial. Luego, exidketal queT @ E es inclinante. Supong-
amos quée ¢ addl. Como EndT & E) es conexo (por (11.4.3)), existe un sumando directo
E’ deE que no esta en addtal que Hom (T,E’) #0 6 Homa (E',T) # 0. Por (5.5) ten-
emos que Hom(T 'T,E’) £0 6 Homn (E',TT) # 0. En el primer caso, EX{E/,T) #0
(yaque dir < 1)y, en el segundo caso, ﬁ){ﬂ', E’) £ 0 (ya que dp < 1). Esto contradice
la hipotesis qud @ E es inclinante. Por lo tant&, € addl' y T es fiel. Entonces, a partir de
(5.3), obtenemos quEy es una rodaja completa. O

Mucho trabajo ha sido dedicado al estudio de las componéetesarcaj de Auslander-
Reiten de un algebra inclinada. Aunque actualmente seceonouenas caracterizaciones,
este estudio se sitla fuera del marco de esta monogradslirNitaremos a algunas obser-
vaciones. Para comenzar, damos una definicion.

SeaA un algebra inclinada. Llamamaesmponente de conéxi del" (modA) a una com-
ponente que contiene rodajas completas. A partir de (hémes qué (modA) contiene al
menos una componente de conexion.

Proposicion 5.10. Sean A urélgebra inclinada, n=rg Ko(A), Z una rodaja completa en
modA y I la componente dE(modA) que contiene &. Entonces:
()T es agclica y tiene exactamentemorbitas
(b) rady(X,Y) =Oparatodo XY €.
(€)SIT=&ysU yI' #T es otra componente d§modA), existen dos casos posibles:
(i) ' € 7(T) y entonce$’ no contiene proyectivos.
(i) I’ € #(T) y entonce$’ no contiene inyectivos.

Demostraddbn. (a) Supongamos por el absurdo que existe un ciclo de modisneducibles
Mg — M1 — --- — M; = Mg enl". ComoZ es una seccion (ver (5.9)), para caeaiste
ni € Z tal quet"M; € Z. Podemos suponer que exisigal quen; > 0y j tal quen; < 0.
En efecto, sh; > 0 para todad, consideramos = min; n; y aplicamosr—™ a todo el ciclo.
De la misma manera, gj < 0 para todad, escribimosn = max n; y aplicamosr*”f. Esto
establece nuestra afirmacion.

Por lo tanto, tenemos dos caminos de morfismos irreducibib ~» M; y Mj ~» T M;.
Componiendo, obtenemos un camino de morfismos irreducibles
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T""Mj ~» Mj — Mjz1 — -+ — Mg — M1 — -+ — Mj ~ T"iM;.
Comot"M; € 2 y t"iM; € Z, por la convexidad tenemos que todos Msestan erx, y
esto contradice quE es aciclica, por ser una seccion. Esto pruebalgas aciclica. Por
otro lado, por (4.4)|| = n, y como la secciox corta a cada-o6rbita exactamente una vez,
resulta inmediatamente qldiene exactamente r-Orbitas.

(b) SeanX,Y €T tales que rafl(X,Y) # 0. Por (1.3.5), existe un camino infinito de
morfismos irreducibles

X=Xg—X ==X — -

tales que rafl(X;,Y) # 0 para cada Veamos que existe > 0 tal queX, es sucesor d& en

. Comol tiene solan 1-6rbitas, una de ellas contien&igpara infinitos valorek del indice

i. ComoX corta a cada-orbita, existeM en X y nUmeros enterok tales quex, = T%M.

Por (a),l" es aciclica. Luego la sucesifip) es estrictamente decreciente y entonces existe
m tal quety < 0. Pero entoncep = i satisface lo deseado. Ahora bien, 2&Xp,Y) # 0
implica que existe un camino infinito de morfismos irreduesbl

tal que raff(Xp,Yj) # 0 para cadg. Ahora se deduce igual que antes que exjste0 tal
queYq es predecesor deenl .

Tenemos asi un caminfy — Z3 — --- — Z = Xp — Yg=Ug — --- — Us en indA,
con Zp,Us € Z. Por la convexidad d& en indA, deducimos queXp,Yq € Z, de donde
rady (Xp,Yq) = 0, por (4.3). Esto contradice que [, Yj) # 0 para cadg, probando
(b).

(c) Supongamos que! € I'. ComoT es separante, tenemos dos caddss .7 (T) 0
M € .7 (T). Supongamos que € .7 (T). Entonces, probaremos qiieC .7 (T).

Sir'¢ 7(T), existeN € I’ tal queN € .Z (T). Como la componentE’ es conexa,
podemos suponer que existe un morfismo irredudible—~ N 6N — M. ComoN € .7 (T)

y M e 7 (T), tenemos un morfismo irreducikie— M. Por otra parteM € ' no pertenece
aX CTI yentonceM no es Ext-proyectivo el¥ (T ). Pero tenemos un morfismo irreducible
™™ — Ny esto es absurdo, porqiec .#(T). Asi,I" € 7(T).

La segunda parte de (i) a saber, dui@o contiene proyectivos, resulta del hecho que los
Unicos proyectivos de7 (T) pertenecen & vy, por lo tanto, a”. Hemos probado quE’
verifica (i).

Finalmente, sM € .% (T), se prueba analogamente dueverifica (ii). O

Este enunciado dice que cada componente de condXxitsepara” a la categoria de
modulos del algebra inclinadade la manera siguiente.
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donde los morfismos van de izquierda a dereEhes aciclica, toda componeritecontenida
en.7 (T) esta “a la derecha” de, y todos sus modulos son generados pobDe la misma
manera toda componenfé¢ contenida en% (T) esta “a la izquierda” d€, y todos sus
modulos son cogenerados par

Ejemplo 5.11.(a) SeaA dada por el carcaj

@) O (¢}

1 2 3
y tal que radA = 0 (esto quiere decir que la composicion de dos flechas auatea es
nula). El carcaj de Auslander-Reit€rfmodA) esta dado por

e A sAr L BE

....... P

2

La componente centrfl que contiene a,2s una componente de conexion (y, de hecho, la

(nica componente de conexion), puesto que ella contiémeoalaja completd 22,2, 3, }.
Las componentes que precedeh son la componente postproyectiva, que contiene a 1, y
una familia de tubos estables: estos son en efecto las ca@nfgsnpostproyectiva y regular
del algebra de Kronecker

o=——o

1 2
(ver [AURS], pag. 302). Dualmente, las componentes qugesi@l” son tubos estables y
una componente preinyectiva que son las componentes potiveyy regular del algebra de
Kronecker

o=—o0
2 3

(en efecto, esto sigue del hecho dues de radical cuadrado nulo, ver [AURS], pag. 344).

(b) El ejemplo anterior muestra porqué suponer que una eoerge contiene una seccion
no es suficiente para concluir que la componente es de ameiii efecto, la componente
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postproyectiva contiene una secciph ;2 }, pero ésta no es fiel, ya que el proyectiyg
no es cogenerado por ella. Por lo tanto, la componente no @neion.

6. ALGEBRAS DE ENDOMORFISMOS DE MDULOS INCLINANTES PARCIALES

Vamos a concluir este trabajo con un teorema, de Happel,ige@de siT es un mbédulo
inclinante parcial sobre un algebra hereditaria, ent®igal es un algebra inclinada.

Lema 6.1.Sea H urélgebra hereditariay T un H - gdulo inclinante parcial. Entonces T
es inclinante si y@lo si, para todo H - mmdulo M O tal queExtﬁ (M,M) =0, se tiene que
Homy (M, T) # 006 Ext} (M, T) #0.

Demostradbn. SeaT un H - modulo inclinante. Por la observacion (2.5), existe una
sucesion exacta corta
0—T4—Tp—DH—0

conTo, Ty € addr, ya queDH € 7 (T). Aplicando el funtor Hom (M, —) a la sucesion
anterior obtenemos

0 — Homy (M, Ty) — Homy (M, To) — Homy (M,DH) — Ext} (M, Ty) — Ext} (M, T) — O.

Luego, Hony (M, T) =0y Ext} (M, T) = 0 implican Hony (M,DH) = 0y, por consi-
guiente M = 0. Esto prueba la necesidad.

Para probar la suficiencia, s&éaun modulo inclinante parcial que verifica la propiedad
enunciada. Para mostrar quees inclinante, vamos a probar que una&daproximacion a
izquierdaf : Hy — Tp (conTp € addr ) es inyectiva y, luego, que el conlucl€a= Cokerf
pertenece a add

Si aplicamos el funtor Hom(—, T) a las sucesiones exactas cortas

0—Kerf —H-—-Imf—0 y 0—Imf—To—C—0

obtenemos, respectivamente, las sucesiones exactas

0 — Homy (Imf,T) "°™ " Homy, (H, T) — Homy (Kerf, T) —

— Ext}, (Imf, T) — Ext} (H,T) = 0 — Ext}; (Kerf,T) — 0

0 — Homy (C, T) — Homy (Tp, T) — Homy (Imf, T) —
— Ext}, (C,T) — Ext (To,T) = 0 — Ext}y (Imf, T) — 0,
ya queH es hereditaria. En particular, ﬁb(([Kerf,T) =0y Ext,l4 (Imf, T)=0.

Como Hony (f,T) es sobreyectivo, ¥ es una ad@l - aproximacion a izquierda, también
tenemos que Hom(Kerf, T) =0. Ademas, aplicando el funtor Heni—, Kerf) a la sucesion

0— Kerf —H N Imf — 0 obtenemos en forma analoga quejFxerf,Kerf) = 0.
Por hipotesis, Kef =0, y f es inyectiva.
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Entonces tenemos la sucesion exacta corta

0—H--T-%c—o.

Aplicando Hony (T, —), obtenemos un epimorfismo
0= Ext} (T,To) — Ext} (T,C) — 0

de donde Ex (T,C) = 0. Aplicando Hong (—, T) a la misma sucesion, se obtiene una
sucesion exacta

0 — Homy (C, T) — Homy (To, T) "™ Homy (H, T) — Ext} (C,T) — 0.

Como Hony (f,T) es sobreyectivo, Ext(C,T) = 0. Por Gltimo, Hong (C, —) aplicado a
la misma sucesion exacta corta nos da un epimorfismo

0= Ext}; (C, To) — Ext}y (C,C) — 0
de donde EX§ (C,C) = 0. Luego, Ex, (T ®C,T ®C) =0y T @C es un modulo inclinante.
Para probar qué& es inclinante nos resta mostrar dtie addl'. Supongamos que # 0.

Como Ex}, (C,T) = 0, de nuestra hipotesis resulta que Hpi@,T) #0. Seah:C — Ty
(conT; € addr ) una add -aproximacion a izquierda. Aplicando el funtor Hgif+-,T) a
las sucesiones exactas cortas

O—>Kerh—>CL>IthO

y
0 — Imh— T; — Cokeh — 0

obtenemos las sucesiones exactas
0 — Homy (Cokeih,T) — Homy (T3, T) — Homy (Imh, T) —
— Ext}, (Cokeh, T) — Ext}; (T1,T) =0 — Ext} (Imh,T) — 0
0 — Homy (Imh, T) Hom (. T) Homy (C, T) — Homy (Kerh, T) —
— Ext}y (Imh,T) — Ext} (C,T) = 0 — Ext}; (Kerh,T) — 0.
En particular, Exf (Imh,T) =0 y Ext, (Kerh,T) = 0. Como Hong (h,T) es sobreyec-

tivo, tenemos que Hom(Kerh, T) = 0. Finalmente, aplicando Hai{Kerh, —) a la primera

sucesion de mas arriba, obtenemos una sucesion exacta
h,h
0 — Homy (Kerh,Kerh) — Homy (Kerh,C) Homy (Kerh.h) Homy (Kerh,Imh) —

— Ext}, (Kerh,Kerh) — Ext}, (Kerh,C) — Ext}; (Kerh,Imh) — 0.

La inclusion Inh — Ty induce un monomorfismo HagiKerh, Imh) — Homy (Kerh, T;) =
0, entonces Hom(Kerh, Imh) = 0 y tenemos un monomorfismo

0 — Ext}, (Kerh, Kerh) — Ext; (Kerh,C).
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Por otro lado, Hom (—,C) aplicado a la primera sucesion nos da un epimorfismo

0= Ext (C,C) — Ext}; (Kerh,C) — 0.

Por lo tanto, Ex} (Kerh,C) = 0. Luego, Ex (Kerh,Kerh) = 0. Por nuestra hipotesis,
Kerh = 0. Entonce$ es inyectiva y tenemos una sucesion exacta

O%CLT1%C0keh—>O. (%)
Aplicando Hony (—, T) a(x), se tiene una sucesion exacta

Homy (T1, T) 0T Homy (C,T) — Ext}; (Cokeh, T) — Ext}; (T1,T) = 0.

Como Hony (h, T) es sobreyectivo, resulta que gxCokeh, T) = 0. Luego, aplicando
Homy (Cokeh, —) a la sucesion exacta corta

0—H -To-%c—o0
obtenemos un epimorfismo
0 = Ext}, (Cokeh, Ty) — Ext}; (Cokeh,C) — 0,
de donde Exf (Cokeh,C) = 0. Por lo tanto, la sucesiofx) se parte yC € addl. Esto
termina la demostracion del lema. O
Probaremos el principal resultado de esta seccion porregatia. La nocion clave es la
categoria perpendicular definida por Geigle y Lenzing.

Definicion. SeaA un algebra de artin ¥ un A - modulo inclinante parcial. Laategoia
perpendicular T- deT es la subcategoria plena de marlya clase de objetos es

T+ = {X € modA: Homa (T,X) =0y Ext; (T,X) =0}.

En la notacion de la seccion (11.2), tenemos
T+ = AA(T)NFo(T).
Hay una caracterizacion de moédulos inclinantes en tesmde la categoria perpendicular.

Proposicion 6.2. Sea T un radulo inclinante parcial. Entonces T es inclinante sbjossi
T+ =0.

Demostraddn. Seal un modulo inclinante. Entonces, por (11.3.5) tenemi@éT ) = 71(T).
Por lo tantoT+ = .24 (T) N.%(T) = Z%(T)N.%(T) = 0.

Reciprocamente, s@aun modulo inclinante parcial tal que- = 0. Para probar quE es
inclinante, basta probar qu#(T) = 71(T) (ver (11.3.5)). Como ya sabemos qug(T) C
(T) (por (11.2.5)), tenemos que probar que catla 71 (T) pertenece &p(T) = Genr .
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Podemos suponer qe# 0. ComoX € Z1(T) y, por hipbtesis, 71 (T) N.%o(T) = 0, tene-
mos queX ¢ .%o(T) y entonces Hom(T, X) # 0. Seafp : To — X una add -aproximacion
a derecha, coiiy € addl'. Tenemos una sucesion exacta

To5X 5C—0

conC = Cokerf. SeaN = Imf y f =ip la factorizacion canbnica die En particularN esta
generado pofy, de dondeN € 7(T). Asi, aplicando el funtor Hog(T, —) a la sucesion
exacta corta .

0—-N-X—-C—0

conseguimos primero E}((([T,C) = 0 (porqueX € 71(T) ) y segundo una sucesion exacta
corta

0 — Homa(T,N) — Homa(T,X) — Homa(T,C) — 0.
Ahora, seqy: T — X un morfismo. Comd : To — X es una ad@- aproximacion a derecha,
existeh: T — Tp tal queg = fh = (ip)h=i(ph). Entonces Hom(T,i) es un epimorfismo
y Homu(T,C) = 0. Esto muestra qué € T+ y entonce<C = 0. Por lo tantaX € Gerll =
Z(T) y luegoT es inclinante. O

Ejemplo 6.3. SeaA el algebra de caminos del carcaj

03
ie_@///
\\\M.

Entonces el carcaj de Auslander-ReitenAdesta dado por

~

34

—
—
\)
SNy

\
|
|
|

|
2N
/ 324 ,

Ca =

SIT= g es facil ver quel es un modulo inclinante parcial indescomponible. Los

modulos indescomponibles de- son aquéllos que estan sombreados. En efecto, es in-
mediato que, pard € indA, se tiene

%Y
N
)
N
N
N

[ S
[ 8]
[ 5]

[\S TN

—
IS -
N
(S5

(]

Homa (T, X) # 0 siy solosiX € {3,343}
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Extx (T,X) # 0 siy solo siX e {1, 2 %}
(lo que puede verse usando el isomorfismojEXtX) = DHoma (X, 7T), valido porque
dpT <1).
Lema 6.4.Sea T un radulo inclinante parcial. Entonces la categaperpendicular T es
una subcategda abeliana demodA, cerrada por extensiones.

Demostrachn. Para probar qu& - es una subcategoria abeliana de Mogs suficiente
mostrar que, para todo morfisnfia X — Y en mod\, conX,Y € T+, los moduloK =
Kerf,J=Imf yC = Cokerf estanerr .

Se tienen las siguientes sucesiones exactas cortas

0O—K—X—J—0 vy 0—J—Y—C—0.

Puesto que dp < 1, al aplicar el funtor Hom(T, —) obtenemos las sucesiones exactas

0 — Homu (T,K) — Homu (T, X) — Homu (T, J) —

— Exty (T,K) — Extx (T,X) — Ext3(T,J) — 0

0 — Homu (T,J) — Homa (T,Y) — Homa (T,C) —
— Exti (T,J) — Extx (T,Y) — Ext3 (T,C) — 0

ComoX,Y € T+, de la primera sucesion exacta obtenemos: K@TK) =0y Ext; (T,J) =
0, y de la segunda: Hog{T,J) =0y Ext; (T,C) = 0. Luego,J € T+, Ext} (T,K) =0 (de
dondeK € T+)y, por dltimo, Hom\ (T,C) = 0 (de dondeC € T+).

Finalmente, si

0O—X—Y—Z72—0

es una sucesion exacta corta ¢QZ € T+, se prueba de la misma manerayue T+. O

Ahora vamos a presentar un teorema de reduccion, debidme@d_enzing.

Teorema 6.5.Sea A uralgebra de artiny M un A - @dulo tal que:

(a) dpv < 1,

(b) Extk (M,M) =0,

(c) Homy (M,A) =0,y

(d) EndM es un anillo de divigin.

Entonces existe ualgebra A tal que M- = modA. Adenas, dim.glA’ < dim.glA 'y
rgko (A') =rgko (A) — 1.
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Demostracdhn. Como Hom(M,A) = 0, entoncedM no es proyectivo. Luego € ™™ =
Homa (A, TM) = DExtx (M, A), ya que dM < 1. Por hipotesis, el modulbl es inclinante
parcial. Entonces consideramos una sucesion de BondjaBt3)

0—A—E-—MI—0,

donded es la longitud de EXt(M,A) como Endv - modulo. Sabemos que el morfismo
inducido Hom\(M,Md) — Ext} (M,A) es sobreyectivo. Ahora bien, como los Bhd
modulos Exk (M,A) y HomA(M,Md) tienen la misma longitud, dicho morfismo es, en-
tonces, un isomorfismo. Luego, a partir de la sucesion axact

0 = Homa (M, A) — Homa (M, E) — Homa(M, M%) —
— Exts (M,A) — Extx (M, E) — Exti(M,M%) =0

se obtiene que Hog(M,E) =0y Ext};(M, E) = 0. Por lo tantoE € M+.
SeaX € M*. Si aplicamos Hom(—, X) a la sucesion de Bongartz, obtenemos

0 = Exty(M9,X) — Ext} (E, X) — Extx (A, X) = 0.

Luego, Exk(E,X) =0y el objetoE es proyectivo eM*: en efecto, si - X — Y —
Z — 0 es una sucesion exacta, cér M+, aplicando el funtor Ho(E, —) obtenemos un
epimorfismo Hom(E,Y) — Homa(E, Z).

Por otra parte, todo objetd € M+ esta generado pdE. En efecto,E & M es incli-
nante y Ext (E@M,X) = 0, de dondeX es de torsion, esto eX, € GenE®M). Como
Homa (M, X) = 0, deducimos qu¥ € GerkE.

Escribamog\ = EndE. Por (11.1.5), el funtor Hom (E, —) : M+ — modA’ es una equiv-
alencia de categorias que transformakaéd losA’-modulos proyectivos y preserva suce-
siones exactas (ver (6.4)). Entonces las resolucioneggtiogs en mod’ se corresponden
con las sucesiones exactas

E -5 o B LB - X —0,
con cadéeE; € adcE. Ahora veamos que dim.g. < n = dim.gl.A. Por lo dicho mas arriba,
basta ver que si

fre
0— Kn—En 1™ .. F-ME %X —0

es una sucesion exacta cére M- y cadaE; € adcE , entonce, € adcE.
Para probarlo, consideramos una tal sucesion y notamsHq;. EntonceXg =Xy
para cadacon 0< i < ntenemos una sucesion exacta

0 —Kji1—E—K —0
enM-.

SeaY unA - modulo arbitrario. Como dp < 1, aplicando el funtor Hogy—,Y ), para cada
j > 2 obtenemos un isomorfismo

Exth (Kiy1,Y) = Exti™ (K, Y)
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y una sucesion exacta a derecha
Exti (Ei,Y) — Extx (Ki11,Y) — Ext (Ki,Y) — 0.
Tenemos varias consecuencias:

(1) dpKp, < 1. En efecto, ya que dim.gl= n, para toddr tenemos que
Ext (Kn,Y) 2 ExQ (Kn_1,Y) = ... 2 Extit(Ky,Y) =0.

(2) Si Ext (E,Y) = 0, la sucesion exacta a derecha da un isomorfismo
Extx (Kis1,Y) = Ex (K;,Y),

de donde
Exts (Kn,Y) = EXQ (Kn-1,Y) = ... 2Exthit!(Ko,Y) = 0.

En particular, Ext (Kn, Kn) = Extx (Kn, E) = Extx (Kn,M) = 0.

Como, por otro ladoKn € M+, resulta Ext (M, Kp) = 0. Ademas, Ext (E,Kn) = 0 pues
E es Ext-proyectivo eM~*. Probamos asi que &3<(IE€9 Ma&Kn,E®&MaKL) =0y que
dpK;, < 1. Por consiguientds & M @ K, es un modulo inclinante parcial. Puesto due M
es un modulo inclinanté, € addE®M). Como Hom (M,Kyp) =0, tenemos qui&,
adcE, lo que prueba que dim.g¥. < dim.gl A.

Finalmente, por (d)V es indescomponibley comd@ E es inclinante, resulta qietiene
rgKo(A) — 1 sumandos indescomponibles no isomorfos. Lued& () = rgko (A) — 1. O

Existe un caso particular del teorema que es important&:esi hereditaria, entoncés
también lo es.

Ejemplo 6.6. Recordemos el ejemplo (6.3). Es facil ver que, en este daséz modd,
dondeA’ es el algebra de caminos de carcaj

O«— O — 0.

N 3 3
En efecto, el complemento de Bongartzlde- g es (salvo multiplicidad)e = % D26 213
y EndE = A,

A continuacion llegamos al resultado anunciado que iragjige siA es un algebra incli-
nada ye es un idempotente d& entoncegAees inclinada.

Teorema 6.7.Sea H uralgebra hereditariay T un H - gdulo inclinante parcial. Entonces
A = EndTy es unalgebra inclinada.

Demostraddbn. Si el nimero de clases de isomorfismo de sumandos indesodvtgs deT

es igual al rango dig (H), entonced es urH - modulo inclinante y no hay nada que probar.
Si no es éste el caso, podemos disminuir el rango. SuporgyguoedindT | < rgKo (H).
EntoncesT no es inclinante. Por (6.1) existe tth- modulo indescomponibl¥ tal que
Exth (X,X) =0, Ext} (X,T) =0y Homy (X, T) = 0. Entonces, de (1.2) resulta que Bhd
es un anillo de division.
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Si X es proyectivo, entonces existe un idempotente priméigd tal queX = eH. Sea
H' = H/HeH . Entonces lo$i’-modulos coinciden con lad-modulosM tales queMe =
Homy (eH,M) = 0. ComoeH es proyectivo, esto muestra que ldsmodulos son exacta-
mente los objetos deH)*. Por otra parte;i’ es hereditaria. Ademage= Homy (eH, T) =
Homy (X, T) = 0, de modo qud es unH’ -modulo. Por otra parte, Kg (H') =rgKo (H) —

1.

Si X no es proyectivo, entonces HartX,H) = 0 y podemos considerar la categoria per-
pendicularX. Por (6.5) existe un algebra hereditardatal que r&lo (H") = rgko(H) -1y
X+ =~ modH’. Ademas;T € X+ y entonces puede ser considerado como Mh- modulo
inclinante parcial. En efecto, sabemos que toda sucesi6eri0— E — T — 0 se parte. En
particular, toda tal sucesion e~ se parte. Entonces, considerandd eomoH’-médulo,
tenemos que EX(T,T) = 0. ComoH’ es hereditarial es inclinante parcial sobte'.

Asi, en cada caso, hemos disminuido el rango del grupo db&rdieck. Reiterando estas
operaciones, terminamos obteniendo un algebra heredaal quergKo(C) = [indT| v,
ademas, Entt = EndTy. Esto finaliza la demostracion. O

Ejemplo 6.8. El teorema (6.7) suministra una técnica poderosa paréicarcuando un
algebra no es inclinada. En efecto, es suficiente halladempotente del algebraA tal que
eAeno sea inclinada. Entonces seguira del teorematgaenpoco lo es.

Sea entonceA dada por el carcaj

€ 5 y B

0t 0ol oo,
1 2 3 4 5 6

con las relacionea 3 =0, d¢ = 0. Consideremos = e; + & + e5 + 5. Entonced = eAe
esta dada por el carcaj
% U A
O «— O «— 0O «<— O
1 2 5 6
con las relacionea u = 0, uv = 0. Entonces8 no es inclinada. En efecto, la dimension
proyectiva del modulo simple enes igual a3, ya que tenemos la resolucion proyectiva

0—1—F—3—8—5—0

Por lo tanto, dim.gB > 3 (de hecho es facil verificar que dimBjk= 3). Por (1.4) (a)B no
es inclinada. Luegd tampoco lo es.
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