ALGEBRES ET MODULES

Ibrahim Assem







Table des matiéres

Introduction.

Chapitre I : Algébres.

1. Structure de K-algébre,
2. Morphismes d’algébres,
Exercices du Chapitre 1.

Chapitre IT : Modules sur une K-algébre.

1. Définition et exemples.

2. Applications linéaires.

3. Suites exactes.

4. Les théorémes d’isomorphisme.
5. Modules d’homomorphismes.

Exercices du Chapitre II.

Chapitre ITI : Catégories de modules.

. Catégories et foncteurs.

. Produits et sommes directes.

. Modules libres,

. Catégories linéaires et abéliennes.

. Produits fibrés et sommes amalgamées,

= B B L

. Equivalences de catégories.

Exercices du Chapitre III.

Chapitre IV : Les foncteurs Hom, modules projectifs et injectifs.

1. Exactitude de foncteurs.

iti

12
16

19

19
25
28
34
37
40

47

47
53
60
66
75
80
86

95
95




2.
3.
4,

TABLE DES MATIERES

Modules projectifs.
Modules injectifs.

Extensions essentielles et enveloppes injectives.

Exercices du Chapitre IV.

100
103
110
114

Chapitre V : Produits tensoriels. Algébres tensorielle et extérieure,

1. Produit tensoriel de modules.

2. Propriétés fonctorielles du produit tensoriel.
3.
4
5

Les théorémes de Watts.

. Algébre tensorielle, graduations.

. Algébre extérieure, déterminants.

Exercices du Chapitre V.

119

119
126
131
135
138
146

Chapitre VI: Conditions de finitude, Modules simples et semisimples.

e o

Modules artiniens et noethériens.

Algébres artiniennes et noethériennes,
Décomposition en blocs.

Modules simples.

Suites de composition, théoréeme de Jordan-Hélder.
Modules semisimples.

. Algebres semisimples.

Exercices du Chapitre VI,

Chapitre VII : Radicaux de modules et d’algébres.
. Radical d'un module.

. Le socle d’un module.
. Radical d’une algébre.

. Modules artiniens et algébres artiniennes.

[ I = T

. Le radical d’une catégorie K-linéaire.

. Modules indécomposables.

Exercices du Chapitre VII.

Chapitre VIII : Modules projectifs. Equivalences de Morita.
1,
2.
3.

Idempotents et projectifs indécomposables.
Couvertures projectives.

Equivaiences de catégories de modules.

151

151
154
160
165
166
170
173
179

183

183
188
189
191
195
196
203

205

205
210
212




TABLE DES MATIERES v

4. Dualités et modules injectifs. 219
5. Groupe de Grothendieck et matrice de Cartan. 224
Exercices du Chapitre VIII. 227
Chapitre IX : Les foncteurs Ext et Tor. 229
1. Foncteurs d’homologie. 229
2. Foncteurs dérivés. 236
3. Foncteurs d’extension. 245
4. Foneteurs de torsion. 252
5, Suites exactes courtes et extensions. 260
Exercices du Chapitre IX., 267

Chapitre X : Dimensions homologiques de modules et d’algébres.271

1. Dimensions homologiques de modules. 271
2, Dimensions homologiques d'une algébre. 278
Exercices du Chapitre X. 283
Chapitre XI : Homologie et cohomologie des algébres. 285
1. Cohomologie de Hochschild d’une algéhre. 285
2. Algébres séparables, 294
Exercices du Chapitre XI. 300

Chapitre XII : Algébres héréditaires, tensorielles et auto-injectives.
301

1. Algeébres héréditaires. 301
2. Algébres tensorielles. 305
2. Algébres auto-injectives. 312
Exercices du Chapitre XII. 319
Bibliographie. 321

Index. 323




vi

TABLE DES MATIERES




Introduction.

Pendant plusieurs années de file, j'ai enseigné deux cours de deuxiéme cycle 4
PUniversité de Sherbrocke. Ces cours, portant les titres respectifs d’“Algebre
non-commutative” et de “Théorie des catégories” sont congus comme des cours
d'introduction pour étudiants postulant une maitrise en algébre. Je me suis
alors trouvé confronté au probléme constitué par l'absence de manuel de cours
(a fortiori en frangais) reflétant exactement I'esprit de ces cours, ainsi que mes
propres goiits. J'en suis venu & rédiger mes notes de cours. Celles-ci, évoluant
au fil des années, sont devenues le volume que voici. Fn le rédigeant, je m’étais
fixé comme but de donner au lecteur une base solide pouvant étre employée
aussi bien dens ma propre spécialité (la théorie des représentations des algébres
associatives) que dans plusieurs autres domaines de P'algébre moderne, comme
par exemple la théorie des anneaux, I'algdbre homologique ou la théorie des
catégories.

Le contenu de ce volume refléete ces choix. Si le fil conducteur en est 1'étude
des modules sur une K-algébre (ol K est un anneau commutatif, associatif et
unifére), il se divise en trois parties. Les chapitres [ & V contiennent les notions de
base nécessaires, Les chapitres VI & VIII sont consacrés aux grands théorémes de
structure. Enfin, les chapitres IX a XII sont consacrés aux notions homologiques
en théorie des modules. Ce volume pourrait étre utilisé comme manuel pour
deux cours différents d’un semestre chacun: un cours d’algébre uon-commutative
(basé sur les deux premiéres parties) et un cours d’algébre homologique {basé
sur la premidre et la troisidme). Le contenu de ce volume n’est en rien original
et a paru sous diverses formes dans plusieurs manuels, dont j’ai donné une liste
partielle dans la bibliographie. Ma contribution se limite au choix et & la mise
en forme du contenu. Ceonformément & une tendance bien établie dans mon
domaine, V’approche choisie est résolument homologique, d'olt Uintroduction trés
tot du langage catégorique. Cela permet d'unifier la présentation et de donner
des preuves plus élégantes et intuitives des résultats de base. Je me suis efforcé
de conserver 4 ce volume son caracteére initial, celui de notes de cours.

Jai supposé que le lecteur connaissait déja les notions d’algébre ordinaire-
ment enseignées au premier cycle dans les universités nord-américaines {voir,
par exemple, le premier volume d’*Algebra”, par P.M. Cohn, cité dans la bibli-
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ographie). En particulier, j’ai supposé qu’il connaissait le théoréme fondamental
de structure des groupes abéliens de type fini, ainsi qu'une idée de ce qu’est un
module sur un anneau commutatif (méme si cette notion est reprise depuis le
début).

La section V.4 de ce livre n’est utilisée qu’nu chapitre VII, Les sections V.3 et
V.5 ne sont plus utilisées par la suite et ne sont incluses que pour leur intérét iu-
trinseque. La section VIL5 n’est utilisée que pour prouver VII1.6.16 et VIII.6.17,
qui ne sont plus utilisés par la suite. La section VIIL.4 n’est utilisée que pour
prouver V.2.14 qui n’est, de méme, plus utilisée par la suite.

Je voudrais remercier tons ceux qui m’ont permis de mener ce travail a bien.
Avant tout, je voudrais exprimer ma gratitude & ma fernme Luci, qui m’a per-
mis d'utiliser mes vacances pour rédiger ce volume. Je voudrais remercier mes
étudiants Daniel Brodeur, Diane Castonguay, James Castonguay, Chantal Gau-
vreal, Josée Hamel, Frangois Huard et Jessica Lévesque dont les commentaires
m'ont permis de grandement améliorer ce texte et de dépister les erreurs qui
g'étaient glissées dans une premiére version. Enfin, je voudrais remercier Sylvie
Savage qui s'est acquittée avec compétence et efficacité de la tache ingrate de
dactylographier ce texte, ainsi que 'Université de Sherbrooke pour son soutien
financier.

Tbrahim Assem
Sherbrooke, avril 1995




CHAPITRE 1

Algébres.

L'étude de I'algébre élémentaire se résume & celle des polynémes et des matri-
ces A coefficients dans uu anneau K, que 'on suppose généralement associatif,
commutatif et unifére. Ces deux ensembles ont en commun d’étre munis d’une
structure de K-module ainsi que d’une multiplication K-bilinéaire en faisant ce
qu'on appelle des K-algébres ou algébres sur K. La structure d’algébre est uue
généralisation naturelle de celle d’anneau: on verra en effet que toute algébre
est en particulier un anneau tandis que, réciproquement, tout anneau peut &tre
considéré comme une algébre sur son centre (et, en fait, sur tout sous-anneau
de son centre). Dans ce chapitre d'introduction, nous définissons la structure
d’algébre, étudious ses propriétés les plus élémentaires, et présentons plusieurs
exemples.

1. Structure de K-algébre.

Nous commengons par rappeler brigvement les définitions d'un anneau com-
mutatif, d’un module et d’une application linéaire. Un enneau K est un ensemble
muni de deux opérations K x K — K notées respectivement + et -, et appelées
respectivement |’ addition et la multiplication de Panneau telles que

(1) K muni de Padditiou {a,b) — a -+ b est un groupe abélien, c’est-a-dire
vérifie les axiomes:
(i) a+ (b+c) = (a-+b) + ¢ pour tous a,b,c € K.
(i) ¢+ b=>b++a pour tous a,b € K.
(it} Tl existe un élément neuire 0 ou Ox pour I'addition de K, c’est-a-
dire que pour tout ¢ € K, on a

e+0=04+a=a.

(iv) A chaque élément a € K est associé son opposé, ou négatif (—a) €
K qui satisfait

a+{—a)={(-a)+aea=0
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(2) La multiplication {a,b) — a - b ou ab de K est doublement distributive
sur 'addition +, c’est-a-dire que 'on a

a(b+¢) = ab + ac

et
{(b+ce=ba+ca

pour tous a,b,c € K.

Dans ces notes, on supposera toujours que K est un anuean associatif et unifére,
c'est-a-dire que la multiplication de K satisfait les axiomes:
(1) a(bc) = (ab)c pour tous a,b,c € K.
(ii) Il existe un élément neutre 1 ou 1x pour la multiplication de K, c'est-
a-dire que pour tout @ € K, on a

¢-1l=1-g=a.

En d’autres termes, K muni de sa multiplication est un monoide.

1 élément O est appelé le zéro de K, élément 1 son identité. Si la multipli-
cation de K est commutative, on dit que K est un anneau commutaetif. Sitout
élément non nul de K admet un inverse pour la multiplication, on dit que &
est un corpa commutatif. Par la suite, et sauf mention expresse du contraire, la
lettre K désignera toujours un anneau commutatif. On peut donc par exemple
prendre K égal & Z (anneau des entiers), ou eucore & un corps commutatif tel
que Q (corps des rationnels), R (corps des réels) ou C {corps des complexes).

TUn annean qui n’est pas commutatif et dans lequel tout élément non nul admet
un inverse pour la multiplication est appelé un corps gauche.

Etant donné un anneau commutatif X, un K-module M est un ensemble muni
de deux opérations, la premidre M x M — M étant notée + et appelée I’ addition,
et la seconde M x K — M étant uotée - et appelée la multiplication externe (d
droite), telles que:

(1) M muni de Paddition (z,y) — z + ¥ est un groupe abélien, c’est-a-dire
vérifie les axiomes:
(i) z+{y+2) =(z+y)+ 2 pour tous z,y,z € M.
(ii) +y =y +x pour tous z,y € M.
(iii) Il existe un élément neutre 0 ou Ops pour U'addition, c’est-a-dire
que pour tout x € M, on a

z+0=04+z =z

(iv) A chaque élément = € M est associé son opposé, ou négalif (—z) €
M qui satisfait
z+ (—z)={-a)+z=0
(2) M muni de la multiplication {z,a) ++ z - a ou ze vérifie les axiomes:
(1) z(ab) = (za)b pour tous x € M et a,b € K (associativité mixte).
(ii) z+1 = z pour tout x € M.
(3) La multiplicatiou exterue est doublement distributive sur I’addition,
¢’est-a-dire que 'on a
(i) z(a+b) =za+ zbpour tousz € M et a,bc K.




1. STRUCTURE DE K-ALCEBRE. 5

(ii) (x+v)a=za+ya pour tousz,y € M etac K.

8i K = Z, un K-module n’est don¢ autre qu’un groupe abélien, tandis que
si K est un corps commutatif, un K-module est un K-espace vectoriel. Pour
deux K-modules M et N, une application f : M — N est dite K -linéaire {ou
homomorphisme de K-modules, ou encore morphisme de K-modules) si, pour
tousz,y e M eta,be K,ona

flza +yb) = f(z)a+ f(y)b.
Apres ce bref rappel, nous en venons & la définition d’algébre,

DEFINITION. On appelle K-algébre (ou algébre sur K, ou simplement algébre
loraqu*aucune confusion n’est & craindre) nn ensemble A muni de deux opérations
internes, la premiére étant notée -+ et appelée I’eddition, et la seconde étant notée
« et appelée la multiplication, ainsi que d'une multiplication ezterne (4 droite)
A x K — A, également notée - et telles que:

(1) A muni de son addition (a,b) — a+ b et de sa multiplication externe
(a,@) — a-a ou ax est doté d’une structure de K-module (a droite)
c’est-d-dire vérifie les axiomes:

(i) a+ (b+¢) =(a+b)+ ¢ pour tous a,b,c € A
(if) @ + b = b+ a pour tous a,b € A,
(iii) 11 existe un élément neutre 0 ou 04 pour 'addition, c’est-a-dire
que pour tout @ € A, on a

a+0=0+a=a.

(iv) A chaque élément a € A est associé son opposé, ou négatif (—a) €
A qui satisfait
a+{—a)=(—a)+a=0.
(v) a{af) = (aa)f pour tous a € A et o, f € K.
{vi) ¢ -1 = a pour tout ¢ € A.
(vil) (a + b)a = aa + ba pour tous e, b A et a € K.
(viil) e{a+ B) = aex+af pourtousa € Aet a,f € K.
(2) A muni de sa multiplication (a,b) — a - b ou ab satisfait les propriétés
suivantes:
(1) a(b-+c) = ab -+ ac pour tous a,b,c € A.
(it) {a + b)c = ac + bc pour tous a,b,c € A.
(iii) {ab)o = a(ba) = (aa)b pour tous a,b € Aet o € K.

En d’autres termes, A est & la fois un K-module et un anneau, et le dernier
axiome (2)(iii) exprime que ces deux structures sont compatibles.

L’anneau K étant commutatif, une K-algébre 4 est aussi munie canonique-
ment d'une structure de K-module a gauche: en effet, on définit une multiplica-
tion & gauche K % A — A par {a,a) — aq pour tous o € A et @ € K. On dira
simplement que A est un K-module.

Lorsque le produit de A admet une identité, c¢'est-i-dire s'il existe un élément
louly dans Atelquea:-1 =1-a = a pour tout a € A, on dit que A est
une K -algébre unifére. Lorsque le produit de A est associatif, c’est-a-dire si
a{bc) = (ab)e pour tous a,b,c € 4, on dit que A est une K-algébre associative.
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Enfiu, lorsque le produit de 4 est commutatif, ¢’est-a-dire si ab = ba pour tous
a,b e A, on dit que A est une K-algébre commutative.

Notre objectif est 1’étude des algébres associatives et uniféres, Par la suite, le
terme “algébre” désignera donc toujours une algébre associative et unifere.

On voit de suite que 'anneau de base K, ainsi que 'anneau K [t] des polynémes
4 une indéterminée t & coefficients dans K, sont des exemples de K-algébres.
De méme, Pensemble & un élément {0} est évidemment muni d’une structure
de K-algébre, dite #riviale. Ces trois exemples sont des exemples de K-algébres
commutatives. Nous verrons plus loin plusieurs autres exemples d’algébres, com-
mutatives ou pas.

Une K-algébre étant en particulier un anneau et un K-module, toute propriété
arithmétique propre & une de ces structures est aussi valable dans une K-algébre.
On a ainsi, dans une K-algébre A:

(i} a{—b) = (—a)b = —(ab) pour tous a,b € A.
(ii} (—a)(—b) = ab pour tous a,b € A.
(iil) a(b ~ ¢} =ab— acet (a —b)e = ac — be pour tous a,b,c € A
(iv) 0a-a=a-04 =04 pour tout & € A, et 04 - @ = 04 pour tout o € K.
(v) a-0xg =04 pour tout ¢ € A,

(vi) a (—a) =(—a)- o = —(ac) pour tous a € A et o € K.

(vil) 81 {ar) e o (Bo)yey sont deux familles d’éiéments de K et (ax)yep
et (bs),cx sont deux familles d’éléments de A telles que les familles
(@xan)zea €t (bofo) zey d'éléments de A sont a support fini (c’est-d-dire
telles que les ensembles {A € A | ayay # 0} et {0 € | b8, # 0},
respectivement, sont finis), alors on a les formules générales de distribu-
tivité:

(Zaw,\) (Zbaﬁo)= S (axba) (@rfs).-

AEA oCh {MoYEAXT

Les démonstrations des propriétés précédentes sont élémentaires et peuvent
étre laissées au lecteur. Une remarque importante doit étre faite au sujet de
(vii). Chaque fois que nous considérerons une somme de la forme E z, il sera

ACA
nécessaire de spécifier que la famille (z))xeca est & support fini, c’est-a-dire telle

que ensemble {A € A | @) # 0} est fini (ou, ce qui revient an méme, telle que
tous les z sauf au plus un nombre fini sont nuls). Cette condition est en effet
nécessaire pour que la somme E T ait un sens.

AEA
Si K est un corps commutatif, toute K-algébre A est en particulier un K-

espace vectoriel. On peut donc parler de sa dimension, notée dimg A, et qui
est définie comme étant la cardinalité d’une base du K-espace vectoriel A.
L'algébre A est dite de dimension finde si dimyg A < co. Si dimg A = n < o0
et {e1,e2,...,en} est une base du K-espace vectoriel A, il existe une famille
unique {'y:; | 1 <14,4,k <n} d'éléments de K tels que, pour chaque paire (%, 7)

avec 1 <4,7<n,ona
k13
€i€; = Z'y%ek.
k=1




1, STRUCTURE DE K-ALGEBRE. 7

Les fy% sont appelées les constantes de structure de 'algébre A par rapport &
la base donnée {e;,ea,... ,en}, et les relations précédentes constituent la table
de multiplication de A (relativement & cette base). Réciproquement, toute K-
algébre de dimension n peut &tre réalisée, & un isomorphisme prés (la notion,
par ailleurs évidente, d’isomorphisme d’algébres est définie rigoureusement dans
la section 2}, par un choix des 'y,ﬁ, Il s’ensuit que, pour tout corps commutatif
K et tout nombre naturel n > 1, le nombre cardinal de Pensemble des classes
d'isomorphisme de K-algébres de dimenston n est plus petit ou égal & (card K )”a.
En particulier, il est fini si / est un corps fini. Notons, pour terminer, que les con-
stantes de structure ne sont pas arbitraires: en effet, les relations d’associativité
ei(ejen) = {eje;)ex impliquent que l'on a, pour tous i,j, k et m

ki1 T
£ m £ .m
E Vi Yer — Z YikVie-
=1 =1

Afin d'éclaircir la relation entre une K-algébre A et son anneau de base K,
nous allons montrer que la donnée d'une structure de K-algébre sur un anneau
A équivaut A la donnée d'un homomorphisme d’anneaux de KX dans le centre
Z(A) = {a € A| ab = ba pour tout b € A} de A. On rappelle que, st K, K’ sont
deux anneaux, une application ¢ : K — K’ est un homomorphisme d’anneaus si
ple+ B) = pla) +@(B), plaf} = p(a)p(B) pour tous o, § € K et @(1x) = 1.

ProrosiTioN 1.1. (i) Soit A une K -algébre. L’application ¢ : K — A définie
par p:av— 1a-a (pour @ € K} est un homomorphisme d’anneaur dont 'image
est contenue dans le centre Z(A4) de A.

(it) Soient A un anneau et ¢ : K — Z(A) un homomorphisme. La multipli-
cation externe A x K — A définie par (a,0) v ap{a) (poura € A, o € K)
confére & A une structure de K -algébre.

DiEMONSTRATION. (i) I est facile de vérifier que ¢ est un homomorphisme
d'anneaux. Pour prouver que @{e) € Z(A) pour tout « € K, prenons un ¢ € 4
arbitraire, alors

ap(e) = a(la-a)

(CLCI:) . lA

= 14 (aa)

(1ac)-a
p(a)a.

Le lecteur notera qu’a la seconde et 4 la cinquiéme égalités, on a utilisé la com-
patibilité des multiplications interne et externe de A.

(ii) 1l est facile de vérifier que la multiplication externe donnée définit bien
une structure de K-module, Il reste & montrer la compatibilité de cette structure
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avec la structure d’anneau de A, Soient donc a,bc Aet € K. Ona

albr) = a(bp(c))
a(p(a)h)
(a(c)) b
= (aa)b

il

puisque ¢(a) € Z(A). De méme

(abJa = (ab)p(e)
a (o))

= a(ba). O

|

Il

Par exemple, 'anneau commutatif Z, des entiers modulo n est une Z-algébre:
on prend 'homomorphisme ¢ : Z — Z, défini par a — &, la classe de @ module
.

Comme, avec les hypotheéses de la proposition, on a ¢ (0r) =04 et ¢ (1x) =
14, on peut identifier les zéros de K et de A, ainsi que leurs identités. On notera
simplement 0 et 1, respectivement, ce zéro et cette identité.

Il suit évidemment de la proposition que tout anneau A est une Z-algébre
(on définit ¢ : Z — Z(A) par n — nly), et encore que tout anneau est une
algebre sur (tout sous-anneau de) son centre. Observons également que si K
est un corps, alors  : K — A est nécessairement injective et donc K peut &tre
identifié & un sous-anneau de A.

Afin d*énoncer les définitions suivantes, on rappelle que, si M est un K-
module, une partie N C M en est un sous-module si N est elle-méme un module
pour les opérations héritées de M.

DEFINITION. Scit A une K-.algdbre. Une sous-algébre B de A est un sous-

K-module de A, stable ponr la multiplication de A, et contenant 'identité de
A,

En effet, la multiplication de A induit alors, par restriction & B x B, une
structure de K-algébre sur B.

11 est clair que toute intersection de sous-algébres de A est une sous-algébre de
A, L’intersection des sous-algébres de A contenant une partie donnée X C A est
donc une sous-algébre, dite engendrée par X. D’autre part, si A est commutative,
il en est de méme de toute sous-algébre de A,

DEFINITION. Soit A une K-algébre. Un idéal & droite (ou & gauche) I de A
est un sous-K-module de A tel que z € I et a € A entrainent za € I (cuax €
respectivement). Un idéal bilatére I de A est une partie qui est & la fois un idéal
4 droite et un idéal & gauche.

Considérant un anneau comme une Z-algébre, on a la les définitions classiques
d’idéal a droite, & gauche, et bilatére d’un anneau. Il est important de remarquer
que pour toute K-algébre A, la notion d*idéal 4 droite (ou & gauche, ou bilatére)
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de l'anneau A coincide avec la notion d’idéal & droite (ou & gauche, ou bilatére)
de ’'algtbre A: en effet, cela suit de ce que, pour a € K et a € A, on a

ax=a(l -a)= (1 a)a.

Les idéaux (bilatéres) 0 et A d'une K-algébre A sont parfois dits impropres
(tout autre idéal étant alors dit propre). Si (Ix),c, est une famille d’idéaux &
droite (ou & gauche, ou bilatéres) de A, il en est de méme de leur intersection
Maea In et de leur somme ZI » (laquelle est, par définition, I'ensemble des

AEA
sommes Z zy avec (Z3)yep une famille d'éléments de A & support fini telle

AcA
que z € I, pour tout A € A). L'intersection des idéaux & droite (ou & gauche,

ou bilatéres) contenant une partie donnée X C A est donc un idéal & droite
{ou & gauche, ou bilatére, respectivement) dit engendré par X et noté (X).
Soient I, J deux idéaux bilatéres de A. L'ensemble I'J des sommes Z zay (o

AEA
(a)reca €6 (¥r)ren sont respectivement des familles d’éléments de I et J telles

que (Taya)yeq S0it & support fini) est un idéal bilatére de A, appelé produit de
TetJ

ExeMpLES 1.2. (a) Soit K = R. Deux exemples importants de [R-algébres
sont les suivauts. L’algébre C des complexes est la R-algébre de dimension
2 munie d’une base {1,i} telle que i = ~1. L’algébre H des quaternions
d’Hamilton est la R-algébre de dimension 4 munie d’une base {1,4,7,k} telle
que i = §2 = k2 = —-1,4j = —ji = k, jk = —~kj =i, ki = ~ik = j. Notons
qu'alors que C est commutative, H ne ’est pas.

(b) Soit A une K-algébre. On note M,(A) 'ensemble des n x n matrices &
coeflicients dans A. Si on munit M,(A) des opérations matricielles ordinaires,
on vérifie de suite que M,,(A) est une K-algebre. Uu rdle particulier est joué par
les matrices e; € M, (A4) définies par la condition que e;; admet pour coefficient
1 & Pintersection de la ligne £ et de la colonne 7, et 0 partout ailleurs. En effet,

si a = [a;] € M,(A), alors
n
a = Z eija,.;j

L,f=1
(toute matrice est une combinaison linéaire des e;;, & coefficients dans A), On
vérifie d’autre part de suite que l'on a

_Jea sij=k,
CUCKLZ Vg s 4k

(ou 0 désigne la matrice nulle).

Soit. A un corps, peut-&tre gauche. Alors {e;; | 1 <1i,j < n} est évidemment
une base de M,,(A) en tant que A-espace vectoriel. On a donc dimg M, (A) = n2.
En outre, dans ce cas, M, {4) est une K-algébre simple, ¢’est-a-dire n’admettant
pas d’idéal bilatére propre. Soit en effet I un idéal bilatére de A,(A). On
suppose I # 0 et on veut montrer que I = M, (A). Prenons a = {ay] € M,(A).
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Comme [ # 0, il existe 0 # b = [by] € I. Supposons b, # 0. Pour toute paire
(i,f)avec 1 <¢,7<m,ona

ey = (eirbeaj) b:_gl el

(puisque I est un idéal bilatére). Par conséquent

n
a= Z ey €1

hj=1

Par contre, si n > 1, lalgébre M, (A) edmet des idéaux & droite (ou & gauche)
propres: en effet, pour tout 1 < ¢ < n, l'idéal & droite e, M, (4) = {eya |a €
M, (A)} est évidemment propre. De méme, 'idéal & gauche M, (A)e;; est propre.

(c) La partie T,(A) de M,(A) définie par To(A) = {a = [a;;] € M,(A) |
ai; = 0 pour j > i} est une sous-algébre de M,(A), dite algébre des matrices
triangulaires inférieures. Un autre exemple de sous-algébre de M, (A4}, dans le
cas n = 3, est fourni par 'ensemble

A 0 0O a 0 O
B=|[0 A 0|=<|0 b 0||a,...,ecA
A A A c d e

muni des opérations matricielles ordinaires. En fait, B est aussi une sous-algébre
de Tg(A).

(d) Soit E un ensemble finj partiellement ordonné par <. L’ algébre d’incidence
KE de E est I'ensemble des combinaisons linéaires des paires (i, j) € E x E avec
j <1, & coeflicients dans K, ol le produit de deux telles paires est défini par

(4, 4) (&, 1) = {(()U) : j : :

et se prolonge aux autres éléments de K F par distributivité, Il est par exemple
immédiat (en comparant avec (1.2)(b} plus haut) que si £ = {1,2,... ,n} est
ordonné par P'ordre naturel, alors KE est isomorphe a l'algébre T, (K).

(&) Soit G un groupe fini. L’algébre du groupe KG est 'ensemble des combi-
naisans linéaires des éléments de G & coefficients dans &, ol le produit de g € G
par h € G est leur produit gh dans G, et se prolonge aux autres éléments de K G
par distributivité, En d’autres termes, si Z gag et E h3p, sont deux éléments

geq he@
de G, on a

Zgag (Z hﬁh) = Z fayBh.
g€ hed f=gh

(f) Soit M un K-module. L’ensemble Endy M des applications K-linéaires de
M dans lui-méme (ou endomorphismes de M) admet une structure de K-algbre
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pour les opérations suivantes

(f + g)z) = f(2) + 9(x)
(fa)(z) = fz)a
(Fg)(z) = f(g(x))

pour tous f,g € Endig M, z € M et « € K. L'identité de Endyx M est
I'application identique 1as : £ — x (pour z € M). On définit sur M une multi-
plication externe (3 gauche) Endy M x M — M par(f,z) — f(z) (I'évaluation).
Cette multiplication confére & M une structure de Endyg M-module & gauche,
laquelle est compatible avec la structure de K-module & droite

flza) = f(z)a = (f(z))a

(pour z € M, f € Endx M, o € K) puisque f est K-linéaire.
(g) Soient A1, Ag,... , A, des K-algébres. L’ensemble produit

3
[[4:= (@103, ,an) | as € A}
g}

admet une structure de K-algébre pour les opérations suivantes

(a11a2:--~ 1an)+(blab2)-“ 1bn) :(al+51502+b21--' aan+bn)
(a1,02,... ,a,) o = (a1o azay, . .. @ 0Q)

(@1,G2,. .. yan) (b1, b2, ..., 0,) = (@1b1, a2be, . .. ,anby)

n
pour tous a;,b; € A; (o1 €4 < n)et @€ K. On dit que HA*' est Palgébre

i=1
produit de Ay, Ag, ..., An.
(h) Soient A une K-algébre et I un idéal bilatére de A. Il est facile de voir que
I'ensemble A/T des classes résiduelles modulo [ de la forme a+1 = {a+z | z € I'}
(oli @ € A) est muni d’une structure canonique de K-module par

(e+ Do+ G+ =(ca+dB)+1
(pour tous a,b € A et @, 8 € K) et d’une structure canonique d’anneau par
(a+Db+I1)=ab+1

(pour tous a,b € A). Il se fait que ces deux structures sont compatibles, en effet,
sia,bec Aetaec K,ona
(e+Dbd+D)a = (ab+DNa
{abla+ 1
= a(ba)+1
= (a+Dba+1I).
De méme, (a+ I){ba+ 1) = (aa+1)(b+I). Par conséquent, A/I est muni d’une

structure canonique de K-algébre. On dit que A/ est ’algébre quotient de A
par I.

I
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(1) A toute algdbre A correspond son algébre opposée AP qui est mnnie de la
mé&me structure de K-module que A (en particulier a le méme ensemble sous-
jacent), mais dont la multiplication % est définie par @ * b = ba (pour tous
a,b € A). Il est clair que A est commutative si et seulement si elle coincide avec
son opposée.

11 existe bien entendu beaucoup d’autres exemples. Nous en verrons quelques-
uns en exercices.

2. Morphismes d’algébres.

DEFINITION. Scient A, B deux K-algébres. Un orphisme, ou homomor-
phisme, de K-algébres de A dans B est une application ¢ : A — B telle que:

(1) ¢ (a1 +az) = ¢(m} + ¢ (a2)
(i) p(aa) = p(a)a
(ili) ¢ (a1a2) = ¢ (a1) ¢ (az)
(iv) p(1) =1

pour tous aq,az € Aet a e K,

En d’autres termes, ¢ est un morphisme de K-algdébres si et seulement =i ¢
est K -lindaire et est un homomorphisme d’anneaux. Si A est une J{-algébre, un
morphisme d’algébres ¢ : A — A est parfois appelé un endomorphisme de A.
Tl est clair que lidentité 14 : A — A est un morphisme d’algébres, et gne la
composition de deux morphismes ¢ : 4 — B et ¥ : B — C de K-algébres est
aussi un morphisme de K-algébres de A dans 7, que l'on note 3y ou 1 o,

DEFINITION, Un morphisme de K-algébres ¢ : A — B est appelé un isomor-
phisme §'il existe un morphisme ¢ : B — Atel que po ) = lg et Yo = 14.
Les algébres A et B sont alors dites tsomorphes, ce que 'on note A= B.

On note que, si p : A — B et ¢ : B — A sont comme dans la définition
précédente, alors 9 est anssi un isomorphisme et est uniquement déterminé par
i: en effet, si 9’9" : B — A sont des morphismes d’algébres tels que 9’y == 1,4
et " == 15, alors

1',)1 — V‘)IlB o T,IJI(‘PT,D”) — (TP,‘P)V‘)H — lAu‘)H — 1'[)!!.
I'isomorphisme v : B — A est alors appelé 'isomorphisme tnverse ou réciproque
de ¢,

On vérifie de suite que la composition de deux isomorphismes est un isomor-

phisme. Par conséquent, la relation = est réflexive, symétrique et transitive.
Un isomorphisme de A avec elle-méme est parfois appelé un autormorphisme.

LEMME 2.1. Soit ¢ : A — B un morphisme de K-algébres. Alors ¢ est un
isomorphisme si et seulement si ¢ est bijectif.

DEMONSTRATION, La nécessité étant évidente, montrons la suffisance. Soit
¢ : A — B un morphisme bijectif. Pour montrer que ¢ est un isomorphisme,
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il faut et il suffit de montrer que application réciproque ¢! : B — A est un
morphisme d’algébres. Or on a, par exemple, pour b1,bs € B,

e (e )@ () = ¢ (07 (b)) @ (7 (Ba)) = bub

et donc @1 (b1) ¢~ (ba) = 1wt (b1b2). Les autres propriétés se vérifient de
méme. [J

EXEMPLES 2.2. (a) Solent A4, B deux K-algébres, avec B une sous-algebre de
A. L'inclusion ¢ : B — A, définie par & +— b (pour b € B) est un morphisme,
appelé inclusion ou infection canonigue.

(b) Soient A une K-algébre et I un idéal bilatére de A. L'application 7 : A —
A/I, définie par a — a+ I (pour a € A) est un morphisme, appelé projection ou
surjection canonigue.

Un morphisme de K-algébres ¢ : A — B n’étant autre qu'un homomorphisme
d’anneaux qui est aussi K-lindnire, les propriétés suivantes sont vérifiées:
(i) Ime = {g(a) | e € A} est une sous-algébre de B.
(if) (0) = 0.
(iii) ¢(—a) = —p(a) pour tout a € A,
(iv) Si A est comrmutative, Im ¢ V'est aussi,
(v} Le noyau Kerg = {a € A j¢(a) = 0} est un idéal bilatere de A.
(vi) Le morphisme ¢ est injectif si et seulement si Ker ¢ = 0.

Les démonstrations de ces propriétés sont élémentaires et peuvent étre laissées
au lecteur.

Nous en arrivons aux théorémes d’'isomorphisme.

Nous aurons besoin de la convention suivante: si par la suite un énoncé affirme
Pexistence d'une application complétant un diagramme, celle-ci sera représentée
en pointillé sur le méme diagramme (c’est le cas pour le morphisme @ dans le
théoréme suivant).

THEOREME 2.3, Soit ¢ : A — B un morphisme de K-algébres. Il existe un
unique morphisme P : A/Ker ¢ — Im @ rendant commulatif le diagramme

A Lﬁ B

| T
A/ Kerg —f—> Ime

¢’est-a-dire tel que ¢ = wprw. Ici, o Imyp — B désigne Vinclusion et w1 A —
A/ Ker la projection canoniques. En outre, I est un isomorphisme (et donc
A/Kerp = Imgp).

DEMONSTRATION. Posons [ = Kerg. Un élément de A/I est de la forme
a+ I =x(a), ol a € A. On doit donc avoir

Bla 1 I) =pr(e) = (Pm)(a) = (a).

Ceci montre 'unicité de . Son existence vient du fait que la formule précédente
définit bien une application A/ — Im: en effet, a+1 = b+1 implique a—b €
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et donc @(a — b) = 0 (car I = Ker ), par conséquent @(a) = ¢(b). Il est facile
de vérifier que 7 est bien un morphisme d’algébres.

Comme il est clair que % est surjectif, montrons qu'il est injectif. Si@{a+I) =
0, alors {a) = 0. Par conséquent, e € I et donca+I=1.0

En particulier, sl ¢ : A — B est un morphisme surjectif, alors ¢ = 15 et done
% définit un isomorphisme d’algébres A/Kerp > B.

Le second théoréme est une application directe du premier. Notons que si B
est une sous-algébre d'une K-algébre A et I est un idéal bilatere de A, I'ensemble

B+I={b+z|beB, zel}

est une sous-algdbre de A, dont I est un idéal bilatére. D’autre part, BN est un
idéal bilatére de B. Les démonstrations de ces énoncés sont triviales et laissées
au lecteur,

THEOREME 2.4. Soient A une K-algébre, B une sous-algébre et I un idéal
bilatére de A. On a un isomorphisme de K-algébres

(B+I)/I>B/(BNI).

DEMONSTRATION. Il suffit, d’aprés (2.3), de construire un morphisme surjec-
tifw: B+ 1 — B/(BnI)dont le noyau est I. Posons, pour b € Bet x €1,

ph+a)=>b+BnNL

11 faut vérifier que cette définition n'est pas ambigiie. Or b+ 2 = b + =’ (avec
bt € B et z,x’ € I} implique b — b =1’ —~x € (BNI) et donc b+ (BNI)
=& + {BnNI). On vérifie de suite que ¢ est un morphisme, Enfin, comme
w(b+z) =B NI siet seulement si b e (BNUI)C I siet seulement sib+z €I,
on a bien Kere =1. 0

Une autre preuve de {2.4) partirait du morphisme 1 : B — (B + I)/I donné
par b o b+ I, et consisterait & vérifier que 4% est un morphisme surjectif de
noyau Bnl.

THEOREME 2.5. Soient A une K-algébre, I, J deuz idéauz bilatéres de A tels
que T C J. Il existe un unigue morphisme ¢ : A/I — A/J rendant commutatif
le diagramme

A
N
AT e — AlJ

c'est-a-dire tel que wnp = ny. Ici, myp et wy désignent les projections canoniques
respectives. En oulre, @ est surjectif et son noyau est I'idéal bilatére J/I de AJI.

I induit donc un isomorphisme de K -algébres (A/I) [ (J/I) = A}J.
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DEMONSTRATION. Un élément de A/I est de la forme a + 1 = 7r(a) (o0
a € A). On doit donc avoir

wla+I)=prr(e) =ms(a) =a+ J

Ceci montre l'unicité de ¢. Son existence vient du fait que la formule précédente
définit bien une application A/T — A/J: en effet, ¢ + I = b + I implique
a—be I C Jetdonca+J =150+ J On vérifie facilement que ¢ est un
morphisme d’algebres.

Comme il est clair que ¢ est surjectif, calculons son noyau, OnaatI € Keryp
st et seulement sia+J = J, c’est-A-dire € J et donc a + I € J/I. Cela montre
que Kery = J/I. Le dernier énoncé suit de (2.3). O

THROREME 2.6, Soient A une K-algébre, I un idéal bilatére de A et m: A —
A/I la projection canonique. L’application J — w(J) est une bijection crois-
sante de Pensemble ordonné par inclusion des idéaux & droite (ou & gouche, ou
bilatéres) de A contenant I sur Uensemble des idéauz & droite (ou & gauche, ou

bilatéres, respectivement) de A/I. La bijection réciprogue est w1,

DEMONSTRATION. Soit J un idéal & droite de A contenant I. II est clair
que m(J) = J/I = {z+ I | = € J} est un idéal 3 droite de A/I. En outre,
on a que 7! (x(J)) 2 J. Montrons Pinclusion inverse. Un élément ¢ € A
appartient & 771 (w(J)) si et seulement s'il existe x € J tel que n(a) = w(z),
c’est-d~dire ¢ — z € Kerm = I C J, par conséquent a € J. Cela montre bien
que 71 (x{J)) = J. Réciproquement, si J est un idéal & droite de A/J, il est
clair que 771 (J) = {& € A |z + I € J} est un idéal & droite de A contenant
I = 7~1(0). D’autre part, = étant surjectif, on a 7 ('ﬂ'”l G)) =J.

On montre de méme I'énoncé pour les idéaux & gauche ou bilatéres. O

On achéve sur un exemple classique. Soient K uu corps, et KJ[t] 'algdbre des
polynémes en ¢, Fixons un scalaire A € K. Le théoréme de la division pour les
polyndmes implique que tout p € K|[t] s*écrit

p=(t~ Ag+p(A)

olt g € K|[t] est de degré plus petit que celui de p, et p(A) € K est 'évaluation
du polynéme p en A L’application K[t] — K définie par p — p(A) est un
morphisme de K-algtbres, ainsi qu’il est aisé de le vérifier. 11 est surjectif (car
tout e € K est 'image du polynéme constant égal & o) et son noyau est F'idéal
de K[t} engendré par £ — A. Il suit de (2.3) que l'on a K[t]/{f — A} = K. D’autre
part, K étant un corps n’a pas d’idéaux propres. Par conséquent, il suit de (2.6)
que Kt] n’a pas d'idéaux propres contenant strictement (£ — A): on exprime ceci
en disant que {t — A) est uu idéal maximal de Kit] (voir I'exercice 5).
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Exercices du Chapitre I,

1. Soit A nne K-algébre associative et non unifére. On considére 'ensemble
A=AxK={{a,a)|ac A,a e K}
mnni des opérations suivantes:

(ala) + (b,,@) - (a"l'b!a-l';ﬁ)
(a,a)5 = (a8, af)
(a,@)(b, B) = (ab + aff + ba, o)

(ol g, b€ Aet o, § € K). Vérifier que A est une K-algtbre associative admettant
(0,1) comme identité.

2. Solt & un monoide multiplicatif (c’est--dire un ensemble muni d’une
opération associative notée multiplicativement et admettant un élément neutre
1). On considére 'ensemble K'G des combinaisons linéaires d’éléments de G &
coefficients dans K, ou le produit de g1, g2 € G dans K& est égal a leur produit
9192 dans G, et se prolonge aux autres éléments de KG par distributivité.

a) Montrer que KG est muni d’une structure de K-algébre.

b) Soit G le monoide libre sur f, c'est-d-dive G = {t* | n € N} muni de
Popération définie par t™ . t* = {™** (pour m,n € N). Montrer que
KG = KJt]. Le symbole N désigne U'ensemble des entiers naturels, c’est-
a-dire des n € Z tels que n > 0.

¢} Soient A une K-algtbre et ¢ : G — A un morphisme de monoides, c’est-
a-dire une application telle que ¢ (g192) = ¢ (g1} v (g2) (pour g1, 92 € G)
et (1) = 1. Montrer qu'il existe un unique morphisme de K-algébres
% : KG — A prolongeant ¢, ¢’est-a-dire tel que B{g) = (g} pour tout
g €G.

3. Soit G un groupe cyclique d’ordre n < oo. Montrer que

KGS K[ /{™ - 1).

4. Soient K un corps de caractéristique 2 et G = {1, g, h, gh} le groupe de
Klein. Montrer que le marphisme ¢ : Kis,t] —+ KG défini par ¢(s) = 1 + g,
©(t) = 1 + h est surjectif de noyau (s%,#?) et en déduire que

KG = K([s,1]/(s*,£%).

5. Soit F un idéal bilatére d’une algébre A. On dit que F est mazimalsi T #£ A
et, pour tout idéal bilatére Jtelque I CJ C A, onaJ=TouJ= A

a) Montrer que I est maximal si et seulement si A/I est un corps {non
nécessairement commutatif).
b) Montrer que toute algébre admet des idéaux maximaux.
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6. Soit (1)), une famille d’idéaux & droite (ou & gauche, ou bilateres) d’une

algébre A. Montrer que Z I, est égal & 1'idéal & droite (ou & gauche, ou bilatére
AEA
respectivement) engendré par | Jyc In.

7. Soit (I}, une famille d’idéaux 4 droite (ou & gauche, ou bilatéres) d'une
algébre A, que 'on suppoese totalement ordonnée par inclusion {c’est-a-dire telle
que,si A # ponaly CI,oul, CI,) Montrer que U I est un idéal a droite

AEA
{ou & gauche, ou bilatére, respectivement) de A.

8. Soient I, .J deux idéaux & droite (ou & gauche, ou bilatéres) d’une algébre A.
Montrer que U .J est un idéal & droite (ou & gauche, ou bilatére, respectivement)
si et gseulement si 1 C Jou J C I.

9, Soit I un ensemble non vide d'une algébre A. Montrer que [ est un idéal
bilatére de A si et seulement si, pour tous z1,z0 € I et ay,a0,b1,b0 € A, on a
a1z1by + agxabs € I, Quel est 'énoncé correspondant pour les idéaux a droite?

10. Soit E = {1,2,3} muni de I'ordre partiel défini par 1 < 3, 2 < 3. Montrer
que K E est isomorphe & Palgébre

K 0 0 a 0 0
0 K 0|=¢1|0 b 0fla,...,eeK
K K K c d e

11. Montrer que I'ensemble des matrices de la forme

ay 0 0 <o 0
as 0 e 0
ag a9 a) e 0
dn Qp—-1 Gp-2 ' 1
ol ag,0,...,a, € K, muni des opérations matricielles ordinaires, est une sous-

algébre de T,,(K), isomorphe & K{t]/{").

12. Solent n,m deux entiers tels que m divise n. Montrer que 'on a un
isomorphisme de Z-algébres

Do J 10T, > Ty

13. Soit K un corps. Montrer que I'on a un isomorphisme de K-algtbres

Ks,t]/{s -t} > K[t].

14. Soient A, B deux K-algébres, ¢ : A — B un morphisme, I, J des idéaux
bilatéres respectifs de A et B tels que (I} C J. Montrer qu'il existe un unique
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morphisme de K-algébres % : A/I — B/J rendant commutatif le diagramme

A A B

N

A -2 By

c'est-d-dire tel que m' = . Ici, m et 7’ désignent les projections canoniques
respectives.

15. Soient A une K-algébre et 4 M4 un (A — A)-bimodule (voir (IT) Exemple
(1.3)(h)). On définit une multiplication sur le K-module A @& M par
(g, z)(b,y} = (ab,ay + zb)
(ol a,b € Aet z,y € M). Montrer que:
a) A®M muni de cette loi devient une X-algébre (appelée extension triviale
de A par M et notée A x M).
b} Il existe des morphismes de K-algébres o: A — A M et

m: Ak M — A tels que mo = 14.
¢} M se plonge en un idéal bilatére 0 M de A x M et (0® M) = 0.

16. Soient A une K-algébre commutative et Alt] la K-algébre (commutative)
des polyndmes en £ & coeflicients dans A, Montrer que, pour toute K-algébre
commutative B, tout morphisme ¢ : A — B et tout élément b € B, il existe un
unique morphisme de K-algébres @ : Aft] — B tel que B{a) = ¢(a) pour tout
a€ A et B(t) =b.

17. Soient A, B deux K-algebres, et X C A un ensemble de générateurs de
A contenant 1. On se donne une application  : X — B telle que {z; + 22) =
w(z1) +(zz) pour tous z1,x2 € X; p(z122) = w(z1)ip(z2) pour tous z1, 23 € X
et (1) = 1. Montrer qu’il existe un unique morphisme de K-algébres: A — B
prolongeant (.




CHAPITRE 1I

Modules sur une K-algébre.

La notion de module est une généralisation aussi fructueuse que naturelle de
celles de groupe abélien, de groupe avec opérateurs, d'idéal et d’espace vectoriel.
Elle apparait entre autres en théorie des représentations des groupes finis. Soient
K un corps et & un groupe fini. Une représentation K-linéaire de G est par
définition un homomorphisme du groupe G’ dans le groupe des automorphismes
d’un K-espace vectoriel. On démontre gne la classification des représentations
de (@ est équivalente & la classificatiou des modules sur P'algébre du groupe KG
{voir (I.1.2)(a)). Or, c'est cette dernidre qui s’exprime de la maniére la plus
élégante. En fait, la notion de représentation est définie de fagon semblable
pour plusieurs autres structures algébriques, et leur étude se rameéne & 1'étude de
modules sur une algébre. Notre objectif par la suite sera d’étudier les modules et
les applications entre eux. Comme toujours, K désignera un anneau commutatif
et toutes nos algébres seront des K-algébres.

1. Définition et exemples.

La définition d'un module sur une K -algdbre est identique 4 celle d'un module
sur un anneau. Nous choisissons néanmoins de la détailler & nouveau.

DEFINITION. Soit 4 une K-algébre. Un A-module 4 droite est défini par la
donnée d'un groupe abélien M, noté additivement, et d'une opération externe
M x A — M notée (z,a) — Ta et appelée multiplication externe, telles que

(i) z(ab) = (za)b
(i) - 1=z

(iii) z(a +b) = za + xb

(iv) (z+y)a =Ta+ya
pour tous z,y € M et a,b e A

Par analogie avec les espaces vectoriels, on appelle parfois les éléments de M
des vecteurs et ceux de A des scalaires.

On définit de méme la notion de A-module & gauche. On écrira M4 {ou a M,
respectivement) pour indiquer que M est un A-module & droite (ou & gauche,
respectivement). Il existe une fagon naturelle de ramener I'étude des modules
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4 gauche & celle des modules & droite et réciproquement: soient en effet A°P
'algébre opposée de A (voir (I1.1.2)(1)) et M un A-module & gauche; on définit
sur M une structure de A°P-module a droite en posant

T*a=ak

(pour & ¢ M et a € A). Il suffit en effet de vérifier Faxiome (i) de la définition
précédente:

T+ (a*b) = (a*b)z = (ba)x = blax) = (x+a)*+ b

pour £ € M et a,b € A. Cette remarque nous permet de ne considérer par
la suite que des A-modules A droite, sauf dans les questions ol interviennent
simultanément des modules & droite et des modules & gauche. Bien siir, si 4
est commutative, la distinction entre module 4 droite et module 4 gauche n’est
qu’une question d’écriture.

1l suit directernent de la définition que tout A-module M est également muni
d’une strncture de K-module &4 droite, par

za = z(l - )

ol z € M, o € K et 1 désigne l'identité de A. Comme K est commutatif, M
est aussi uu K-module & gauche. Notons que, par I'axiome (i) de la définition
précédente,

(ex)a = a(za) = z(ca)

pout 1 € M, xc Ketac A

Quand nous travaillerons sur un A-module M, deux éléments zéro paraitront
dans nos discussions: le zéro scalaire {celui de A) et le zéro vecteur (celui de
M). Nous les noterons tous deux 0, sauf 8l est nécessaire de les distinguer,
auquel cas on les notera 04 et O respectivement. Le module M ne contenant
que I’élément 0 est appelé le module nul et noté 0. On a les propriétés suivantes:

(i) 04 == Opr pour tout T € M.
(ii) Oara = Ops pour tout a € A,
(iii) z{—a) = —(za) = (—z)a pour tous z € M et o € A.
(iv) Si(ma)yea et (¥r)yea sont deux familles d’éléments de M & support fini,

o (Zm,\)+(zy,\) =3 (zx+m).

AEA AEA AEA

(v} Si (r)ycp est une famille d’éléments de M & support fiui et ¢ € 4, on

a (£ )= S o

AEA AEA

Les démonstrations sont faciles et peuvent étre laissées au lecteur,
Une définition équivalente de module fait intervenir la notion de représentation
d’une algebre,
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DEFINITION. Soit A une K-algébre. Une représentation K -linéaire de A est
la donnée d’une paire (M, p), ol M est un K.module et p : A — Endg M est
un morphisme de K -algébres.

LEMME 1.1, Soient A une K-algébre et M un K-module. La donnée d’une
représentation (M, p) de A équivaut i la donnée d'une structure de A-module a
droite sur M.

DEMONSTRATION. Supposons donnée une représentation (M, p). Alors p :
A — Endyx M est un morphisme d’algébres. On peut définir une opération
externe M x A — M par

70 = ()p(a)
pour = € M et a € A, oll on note 'action des endomorphismes & droite (de sorte
que (z)p(a) désigne 'image de z € M par p(a) € Endg M). Tl est aisé de vérifier
que cela munit M d’une structure de A-module & droite. Réciproquement, si M
est un A-module & droite, on définit pour a € A une application K-linéaire p(a) :
M — M par p(a) : £ — za. 1l ne reste plus qu’a vérifier que p: A — Endg M
est nn morphisme d’algébres, et ¢’est immédiat. O

DEFINITION. Soient A une K-algébre et M un 4A-module. Une partie N de
M est appelée un sous-module de M si N est lui-méme un A-module pour les
opérations induites de celles de M.

Il est clair que tout A-module M contient deux sous-modules au moins, a
savoir 0 et M. Ces deux sous-modules sout parfois dits impropres, tout autre
sous-module étant alors dit propre. On a la caractérisation suivaute,

LEMME 1.2. Soient A une I{-algébre, M un A-module et N une partie non
vide de M. Les conditions suivanies sont équivalentes:

(1) N est un sous-module de M.
(il) N est un sous-groupe additif de M el x € N, ¢ € A enfrofnent za € N
{ce que l'on note NACT N ).
(iii) Pourtousz,y € N eta,be A, onacze+yb e N.

DEMONSTRATION. Facile et laissée au lecteur. [

ExeMPLES 1.3. (a) Si A est un corps (peut-étre gauche), la notion de module
(& droite) se confond avec celle d’espace vectoriel (& droite}, celle de sous-module
avec celle de sous-espace. La théorie des modules généralise donc celle des espaces
vectoriels,

(b) Tout groupe abélien peut étre considéré comme un Z-module: si x € M
et n € Z, on définit en effet Tn comme suit: si n > 0, par récurrence au moyen
dex-0=0et z(n+1) =axn+z, et si n <0 au moyen de zn = (—x)(—n). La
notion de sous-module coincide alors avec celle de sous-groupe. La théorie des
modules généralise donc celle des groupes abéliens.

{c) Soit A une K-algébre. Le produit de A définit une structure de A-
module & droite sur A de fagon évidente: 'opération A x A — A est donnée par
(a,b) — ab (pour a,b € A). Ce module est noté A4. Les sous-modules de A4 ne
sont autres que les idéaux & droite de A, ainsi qu'il résulte de (1.2). De méme,
le produit de A induit une structure de A-module 4 gauche sur A, que 'on note
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4A. Les sous-modules de 4.4 ne sont autres que les idéaux & gauche de A. Il est
clair que si A est commutative, ces deux notions coincident et coincident avec
celle d’idéal bilatére.

(d) Soient K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel et v : E — E
une application linéaire. On donne & F une structure de K[t]-module & gauche
de la fagon suivante: soient z € E et p(t) = ap + a1t + -+ + agl® un élément de
K[t], on définit

pz = (aolg+au+ - +aqu?) (z)
= agz +aru(z) + - + agui(z).

L’étude de cette structure est particuligrement importante pour la description
des modules sur les domaines d’intégrité principaux (cette classe importante
d’algbbres sera définie en (IV.3)).

{e) Soient A une K-algébre, n > 0 et A = {(z1,... ,Z,) } 2; € A} le produit
de n copies de A (voir (I1.1.2)(g)). On donne & A™ une structure de M,(A)-
module & droite comme suit: siz = (z1,... ,%,) € A" et a = [aiy] € M,(A), on
pose

n n
r-a= E 217 75 BN E Tiin |
=] i=1

(En d’autres termes, le produit z - a n’est autre que leur produit en tant que
matrices. )

(f) Soient A une K-algébre, M un A-module, et N un sous-module de M. Con-
struisons le groupe abélien quotieut M /N c’est I’ensemble des classes résiduelles
delaforme x + N ={z+y|y € N} (o0l z € M) muni de ]a loi

(z+N)+{Z'+N)=(z+2Y+ N
(ol &, 2" € M). On en fait un A-module eu posant
(x+ Na=za+N

ol z € M et a € A). Cefte opération est définie sans ambiguité, en effet
z + N =z’ + N entraine z — z’ € N et donc (comme N est un sous-module de
M) on a, pour tout a € A, que za—2'a = (x—2')a € N doll za+ N = 2’a+ N.
La vérification (immédiate) des axiomes montre que M/N est un A-module, dit
module quotient de M par N.

Par exemple, supposons que I est un idéal bilatére de A. On définit M7
comme étant ensemble des sommes Z ZAay, OU (T3),-4 st une famille d’élé-

AEA
ments de M, (a,),cs une famille d’éléments de I telles que (zxay)yc, Soit &

support fini. On voit de suite que M est un sous-module de A. On peut done
former le A-module quotient M/MJI comme plus haut. En outre, M/MI admet
une structure naturelle de A/7-module définie par

z+MD(a+ 1) =za+ MI

(olz € M et ae A).
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(g) Soient A, B deux K-algébres et ¢ : A —» B un morphisme. Alors tout
B-module admet une structure naturelle de A-module: en effet, on définit une
multiplication des éléments de Mg par ceux de A au moyen de

za = zp(a)

(ot z € M et a € A). On dit alors que la structure de A-module de M est
induite de celle de B-module par changement des scaloires. Il existe deux cas
particuliers importants. Le premier est celui ol A est une sous-algébre de B et
¢ est inclusion. Le second est celui ol B = A/I, pour un idéal bilattre I de A
et ¢ : A — A/I est la projection canonique: dans ce second cas, Paction de A
sur le A/T-module M est dounée par xa = x(a + I} (ol z € M, a € A).

(h) Solent A, B deux K-algebres. Un ensemble M muni & la fois d’une struc-
ture de A-module & gauche et d’une structure de B-module & droite est un
(A — B)-bimodule si ces deux structures sont compatibles, c’est-a-dire si

a(zh) = {azx)b

pour @ € A,x € M et b € B. On note alors 4 Mp. Par exemple, tout A-module &
droite est un (K —A)-bimodule. Tout idéal bilatdre de A est un (A—A}-bimodule.
En particulier, A a lui-méme une structure naturelle de (A — A)-bimodule.

Soient A une K-algébre et M un A-module. On note §(M) l'ensemble des
sous-modules de M ordonnés par inclusion. Soit (Mx},c, une famille de sous-
modules de M. Il suit de (1.2) que [, Ma est un sous-module de M: c’est
évidemment le plus grand sous-module de M coutenu dans tous les M. La
notiou duale de l'intersection est celle de somme. On définit la somme Z M,

ACA
de la famille (M3),., comme étant 'ensemble des sommes de la forme Z T,
AEA
ot (zx)yca est une famille d’éléments de M A support fini telle que =, € M)
pour tout A € A, Il est facile de vérifier que Z My est bien un sous-module de

AEA
M et en fait le plus petit sous-module contenant les ;.

LEMME 1.4. L’ensemble 8(M) des sous-modules du A-module M ordonné par
inclusion est un treillis complet, admettont 0 comme plus petit élément, M
comme plus grand élément et satisfaisant la propriété modulaire: si My, My, M3 €
(M) sont tels que My C My, alors

Ma (M, +M3):M1+(M2OM3).

DiMONSTRATION. En effet, on vient de montrer que toute famille (M),

d’éléments de 8(M) admet un infimum [, M) et un suprémum Z M, dans

MEA
8(M). Donc 8(M) est un treillis complet. 1l est clair que 0 est le plus petit

élément de S(M) et M son plus grand élémeut. Il ne reste plus qu'a prouver
la modularité. Soient My, Ms, M3 € $(M) tels que M7 C My, alors My C
Man (M1 + M3) et MoNn Mz C Myn (Ml + Mg) donnent

My + (Myn My) C My (M, + Ms).
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Réciproquement, soit g = x1 + &3 un élément de My N (M + M3) (ol &y €
M,z € M, x3 € Ma). Alors x3 = z9 — 1. Comme x; € My C M, on
a Ty — T € My et donc zz3 € Ma N Ma. Par conséquent, zp = z1 + 3 €
M+ (M Ms3). O

Soit maintenant X une partie quelconque du A-module M. On vient de voir
que l'intersection de tous les sous-modules de M contenant X est un sous-module
de M contenant X. Ce sous-module est noté (X) et est dit engendré par X, ou
admettre X comme ensemble de générateurs. Nous allons maintenant montrer
que {X) est en fait égal & Pensemble X A des combinaisons linéaires d’éléments
de X, c’est-3-dire des sommes de la forme Z zaax ol (r),ep est une famille

AEA
d’éléments de X, et (ar)yca une famille d’éléments de A telles que (zaaa}yea

soit a support fini.
LEMME 1.5. Soit X une partie d'un A-module M. Alors (X) = X A.

DEMONSTRATION. En effet, (X} doit contenir, avec toute famille d’éléments
de X, toute combinaison linéaire de ceux-ci, par (1.2), donc {X) 2 XA. L'inclu-
sion inverse provient de ce que XA est évidemment un sous-module de M con-
tenant X. O

Par exemple, si X ne contient que le seul élément z, alors (1.5) donne que
{X) =zA = {za | a € A}. Un tel sous-module est dit cycligue engendré par =
et est encore noté (z}). De méme, st (My),., est une famille de sous-modules

de M et X = |Jycp My, alors XA = > M. Si, pour une partie X de M,

AcA
on a XA = M, on dit que X engendre M ou est un ensemble de générateurs

pour M. Un A-module M tel qu’il existe un ensemble fini de générateurs pour
M est dit &tre un module de type fini. Si M = {{z1,... ,z,}) (ce qu’on note
T

plus simplement M = {z1,... ,2Zs)), on a alors M = Z z;A. Par exemple, tout
i=1

A-module cyclique est de type fini. Les modules de type fini joueront un réle trés

important par la suite. Lie premier résultat que nous montrons a leur sujet est

I’existence de sous-modules maximaux; un sous-module N de M est dit mazimal

si N # M et si I est un sous-module de M tel que N C L C M, alors L = N

ou L. =M.

PRrROPOSITION 1.6. Soit M un A-module de type fini. Tout sous-module stric-
tement contenu dans M est contenu dans un sous-module mazimal. En partic-
ulier, M a des sous-modules mazimauz.

DEMONSTRATION. Solent M = (z),...,Zm) et N & M un sous-module.
Notons £ Yensemble des sous-modules propres de M contenant N. Alors £ £ 8
car N ¢ £ Cet ensemble est inductif: si (Na),cs est une chaine de sous-
modules dans &, il est clair que [J,., Nx est un sous-module de M; supposons
Usea Na = M alors, pour chaque 1 < 1 < m, il existe A; tel que z; € Ny;
prenons N, le plus grand des Ny, (un tel N, existe puisque (IN))y., est une
chaine) alors le fait que z; ... , 7, appartiennent & N, entraine M = N,,, ce qui
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contredit le fait que, par définition, Ny, & M; par conséquent, UAE ANy #M
est un sous-module propre et £ est hien inductif, Par le lemme de Zorn, £ a un
élément maximal, qui est le sous-module cherché. O

COROLLAIRE 1.7. Soit A une K-algébre non nulle. Tout idéal & droite distinct
de A est contenu dans un idéal & droite mazimal. En particulier, A a des idéaux
@ droite mazimaue.

DiEMONSTRATION. En effet, A4 = (1) est de type fini (et méme cyclique). O

2. Applications linéaires.

De méme que les espaces vectoriels s’étudieut par le biais des matrices, les
modules s’étudient par le biais des applicatious linéaires. Soit A une K-algtbre.

DEFINITION, Soient M, N deux A-modules & droite. Une application f :
M — N est appelée application Unéaire (ou application A-lindaire, ou morphisme
de A-modules, ou homomorphisme de A-modules) si:

(i) f(z+y) = f(z) + f(y) pour tous z,y € M.
(if) f(za) = f(x)a pour tous x € M,a € A.

On vérifie de suite que les deux conditions de la définition se laissent condenser
en une seule:

flza+yb) = f(z)a+ f{y)b
pour tous z,y € M et a,b € A, Cette remarque se laisse généraliser: solent
(2))ea une famille d’éléments de M et (ar)ycn une famille d’éléments de

A telles que (zxa)),cp s0it & support fini, alors la somme me\a" est par

AEA
définition une combinaison linéaire d’éléments de M, et une récurrence immédia-

te sur la formule précédente donne

f (Z frmA) =Y f(za)ax

AEA AEA

En d’autres termes, une application f : M — N est linéaire si et seulemeut si
elle préserve les combinaisons linéaires.

Notons aussi que toute application A-linéaire f : M — N est K-linéaire,
puisgue

flza) = f(z(l @) = flz)(1- o) = f(z)o
pourz € M et o € K,

Une application Huéaire f : M — M est parfois appelée un endomorphisme
de M. 1l est clair que lidentité 15 : M — M est une application linéaire, et que
la composition de deux applications linéaires f: L — M et g: M — N est uue
application linéaire gf ou go f de L dans N.

DiFINITION. Une application A-linéaire f ¢+ M — N est appelée isomor-
phisme s'll existe une application A-linéaire g: N — M telle que fog =1y et
gof = 1p. Les A-modules M et N sont alors dits isomorphes, ce qu’on note
M N,
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On note que, si f : M — N et g : N = M sont comme dans la définition
précédente, alors g est aussi un isomorphisme et est uniquement déterminé par
f: en effet, si g’, ¢’ : N — M sont des applications lindaires telles que g'f = 1
et fg" = 1y, alors

gl — g.le —_ gl(fgff) — (glf)gh' — lMgH — gﬂ.
Lr'isomorphisme g : N — M est alors appelé 'isomorphisme inverse, ou récipro-
que, de f.

On vérifie de suite que la composition de deux isomorphismes est un isomor-
phisme. Par conséquent, la relation = est réflexive, symétrique et transitive.
Un isomorphisme d'un module M avee Ini-mé&me est parfois appelé un automor-
phisme.

LEMME 2.1. Une application A-linéaire f : M — N est un isomorphisme si
et seulement si elle est bijective.

DEMONSTRATION. La nécessité étant immédiate, montrons la suffisance. Pour
cela, il faut montrer que si f est une application linéaire bijective, alors f~! est
aussi linéaire. Orona,pourz e Metac A

Fwa) = 7 (FF M @)a) =17 (F (F (@)a)) = (£71) (F (z)a) = F " (2)a.
On montre de méme que f~! préserve les sommes. [

EXEMPLES 2.2. (a) Si A est un corps, nous avons 1 la notion classique d’appli-
cation linéaire entre espaces vectoriels.

(b) 8i A = Z, la définition précédente se ramene & celle d’homomorphisme de
groupes {(abhéliens),

(c) Pour tout A-module M, il existe une unique application linéaire du module
nul 0 dans M: c’est celle définie par 0 — 0. De méme, il existe une unique
application linéaire M — 0, définie par z — 0 pour tout x € M. On les appelle
toutes deux applications nulles et on les note 0.

(d) Soit N un sows-module de M, L'inclusion jx : N — M définie par
jn(z) = z pour x € N est une application linéaire. On Pappelle I'inclusion ou
injection canonique.

(e) Soit N un sous-module de M. L’application py : M — M/N définie
par py(z) = © + N pour & € M est une application linéaire (par définition
de la structure de module sur M/N). On Pappelle la projection ou surjection
canonique,

(f) Soient A, B deux K-algébres, M, N deux (A — B)-bimodules. Un homo-
motphisine de groupes abéliens f : M — N tel que f(azxh) = af(z)b (pour tous
@€ A, x€M,bec B)est Alinéaire et B-linéaire: on dit que c’est un morphisme
de (A — B)-bimodules.

Quelques propriétés suivent immédiatement des définitions. En effet, si f :
M — N est linéaire, on a:
(i) f(0)=0.
(i) f(—x) = —f(x) pour tout z € M.
(iii) L'image Im f = {f(x) | x € M} est un sous-module de N.
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(iv) Le noyau Ker f = {z € M | f(z) = 0} est un sous-module de M.
(v) f est injective si et seulement si Ker f = (0).

Les démonstrations de ces propriétés sont élémentaires et peuvent étre laissées
au lecteur.
Il existe une terminologie associée aux applications linéaires.

DEFINITION. Soit f : M — N une application A-linéaire:

(i} f est appelée un monomorphisme si fg = 0 implique g = 0.
(ii) f est appelée un épimorphisme si gf = 0 implique g = 0.

LEMME 2.3. Soit f: M — N une application A-linéaire:

(i) f est un monomorphisme si et seulement si elle est injective.
(i) f est un épimorphisme si et seulement si elle est surjective.
(ili) f est un isomorphisme si et seulement si elle est un monomorphisme et
un épimorphisme.

DEMONSTRATION. (i) Supposons que f est un monomorphisme. Alors I'inclu-
sion j : Ker f — M satisfait certainement la condition fj = 0. Mais alors on a
j = 0, c’est-a~dire Ker f = 0: cela montre bien que f est injective.

Réciproquement, si f est injective, supposons fg = 0. Alors pour tout x dans
le domaine de g, les égalités 0 = (fg)(z) = f(g(z)) entrainent que g(z) = 0.
Donc g = 0.

(i) Supposons que f est un épimorphisme. Alors la projection p : N —
N/1Im f satisfait certainement la condition pf = 0. Mais alors p = 0, c’est-a-dire
N/Im f = (0; cela montre que N = Im f et donc f est surjective.

Réciproquement, si f est surjective, supposons gf = 0. Alors pour tout
y dans le domaine N de g, il existe z € M tel que y = f(z). Mais alors
g(y) = g(f{z)) = 0. Donc g =0.

(iii) Suit de (i), (il) et de (2.1). O

L’intérét de ce qui précede vient de ce qu'on a exprimé deux propriétés ensem-
blistes (injectivité et surjectivité) en termes d’applications (monomorphisme et
épimorphisme). Comme on le verra, cela permettra de rendre les démonstrations
plus transparentes. C’est la premigre étape d'un programme qui nous poussera
& étudier les catégories.

1l suit de la démonstration du lemme que le module quotient N/Im f de N
joue un rdle analogue dans la partie (ii} au rdle joué par le sous-module Ker f
de M dans la partie (i). Cela nous améne a la définition.

DEFINITION. Soit f : M — N une application A-linéaire. Le modnle quotient
N/Im f est appelé conoyau de f et noté Coker f. La projection canonique N —
N/Im f est appelée le morphisme conoyou de f et notée coker f.

De méme que f est un monomorphisme si et seulement si son noyau est nul,
on a que f est un épimorphisme si et seulement si son conoyau est nnl: en effet,
f: M — N est surjective si et seulement si N = Im f, c’est-d-dire N/Im f = 0.

Soit &N un sous-module de M. On sait que le noyau de la projection canonique
pN i M — M/N est égal & N. De méme, comme I'inclusion canonique jy : N —
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M induit un isomorphisme N = Im fu, le conoyau de V'inclusion n’est autre que
Coker jy = M/N. Nous verrons plus loin d’autres propriétés des conoyaux.

3. Suites exactes.

DEFINITION. Une suite de A-modules et d’applications A-linéaires
C Mg gMii’Mi—-l —

est dite ezacte en M; si Im f;) = Ker f;. Elle est dite ezacte si elle 'est en
chaque M,

Notons que, si la suite précédente est exacte en M, alors fifi41 = 0 (ce qui
équivaut & Im f;11 C Ker f;). Une suite comme plus haut telle que fjfi41 =0
pour tout 4 est appelée un compleze. 1l est clair que toute suite exacte est un
complexe, mais l'inverse n’est pas vrai.

Les propriétés suivantes d'une application linéaire f : M4 — N4 découlent
directement de la définition:

(i} f est un monomorphisme si et seulement si 0 — M 4, N est une suite
exacte.

(it) f est un épimorphisme si et seulement si M T N —+ 0 est une suite
exacte.

(iii) f est un isomorphisme si et seulement &1 0 — M J N — 0 est une

suite exacte. )

{iv) La suite 0 — Ker f M AN , ol 7 est l'inclusion canonique, est

exacte.
(v) La suite M N 2, Coker f — 0, ol p est la projection canonique,
est exacte, )
(vi) Avecj et p comme dans (iv), (v) respectivement, la suite 0 —s Ker f -
M Lo N 2 Coker f — 0 est exacte.

Les démonstrations sont faciles et peuvent étre laissées au lecteur.

PROPOSITION 3.1. Seit un diagramme commutatif ¢ lignes exactes de A-mo-
dules et d’applications linéaires

f
0 S » M L» N
u l lw
l r i
0 » LI f Ml L' NI

Il existe une unique application linéaire u : L — L' rendant le carré de gauche
commutatif (on dit alors que u est déduite de v, w por passage aux noyaux). En
outre, u est un monomorphisme st v Dest,

DEMONSTRATION. Si une telle application w : I — L existait, la commuta-
tivité du carré de gauche donnerait f'u = vf. Afin de montrer son existence,
montrons que, pour tout z € L, on a vf(z) € Im f'. Or g'vf(z) = wgf(x) =0
(puisque g’v = wg, par commutativité du carré de droite) donc vf(z) € Kerg' =




3. SUITES EXACTES. 29

Im /. Comme f’ est injective, on peut définir u(z) comme étant I'uniqne z’ ¢ I/
tel que vf(z) = f'(z'). Pour vérifier que u est linéaire, prenons z;,xz € I et
aj,ap € A, 1l existe z, 25 € L tels que of (z1) = f'(z)) et vf (x2) = [ (a}).
Mais alors on a

f(zhar +zhas) = f(z)ar+ f{zh)ae =vf(z1)a1 +vf{z2)an
= of{rie1 + z2a2).

Par conséquent, u(x1a1 + Zoaz) = 2ja1 + hay = u{x1) a1 + v (z2) 2. Enfin, le
dernier énoncé suit évidemment de ce que f'v = vf, O

COROLLAIRE 3.2, S0it0 s L 23 M %3 N une suite ezacte de A-modules
et d’epplications linéaires. Il existe un unique isomorphisme v : L — Kerg

rendaent commautatif le diagramme
| \
i
u | M

"

Keryg

Ici, § désigne Vinclusion canonigque.

DiiMONSTRATION. La proposition donne une unique application linéaire u
rendant commutatif le diagramme

0 —s L —)f M -5 N
|
iu | 1a Iy
0 —— Keryg Lom 2, N

En outre, u est un monomorphisme. Soit x € Kerg. Alors j{z} € M est tel que
gi(x) = 0. Done il existe y € L tel que f(y) == j{z). Par définition de u, on a
u(y) = z. Donc u est un épimorphisme. O

PROPOSITION 3.3. Soit un diagramme commutatif & lgnes eractes de A-mo-
dules el d’applications lindaires

r oM 0N o
u[ vl wl

I ’ l
oo o g

1l existe une unique applicotion linéaire w : N — N’ rendant le carré de droite
commulatif (on dit elors que w est déduite de u,v par passage aux conoyaux).
En outre, w est un épimorphisme si v est.

DEMONSTRATION. Supposons qu'une telle w existe et soit z € N, Comme g
est un épimorphisme, il existe y € M tel que g(y) = 2. La commutativité du
carré de droite donnerait alors w(z} == wg(y) = g'v(y). Or cette derniére formule
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définit bien une application, puisque g{y1) = g{y2) donne y; —y2 € Kerg = Im f
et il existe 7 € L tel que th — y2 = f(z) d’odt
gv () = g'v(w2) + g'vf(z) = g'v (y2) + 9’ f'u(z) = g'v (v2)

(par la commutativité du carré de droite et 'exactitude de la suite du bas). Il est
facile de vérifier (comme dans (3.1)) que w est linéaire. Enfin le dernier énoncé
suit évidemment de wg = g'v. O

COROLLAIRE 3.4, Soit L I M 2 N — 0 une suite exzacte de A-modules
et d’applications linéaires. Il existe un unique isomorphisme w : N — Coker f
rendant commulatif le diagramme

N
.
M e
Mo b
Coker f
Ici, p désigne la projection canonique,

DEMONSTRATION. La proposition donne une unique application linéaire w
rendant commutatif le diagramme

|
llf, llM iw
L — M 2, Cokerf —— 0

En outre, w est un épimorphisme. Soit z € N tel que w(z) = 0. Alors il existe
y € M tel que z = g{y) et donc p(y) = wg(y) = 0. Mais alors ¥ € Kerp = Im f,
donc il existe = € L tel que y = f(z). Par conséquent, z = g(y) = gf(z} =0. O

DEFINITION. Une suite exacte de la forme
0 >Ltim SN0
est appelée une sufte ecacte courte.

Comme on l'a vu, tout épimorphisme g : M — N induit une suite exacte
courte .
0—+KergitMi»N—>D

on j est 'inclusion, et tout monomerphisme f : L — M induit une suite exacte
courte

0— L2 M 2 Coker f —+ 0

ol p est la projection et Coker f = M/L. Réciproquement, si 0 — L 4,
M -2+ N — 0 est une suite exacte courte, f est un monomorphisme, g est un
épimorphisme, L = Kerg et N = Coker f > M/L.

Par exemple, on considére la suite de Z-modules {groupes abéliens)

O"Zz_f’z4—g’22_’0
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oll f est 'isomorphisme entre Zo et Punique sous-groupe propre 2Z4 de Zy, et g
est la multiplication par 2. Il est clair que cette suite est exacte courte.

Nous allons maintenant montrer deux lemmes fondamentaux sur les suites
exactes, dont 'objectif est de remplacer la construction explicite de morphismes
par des raisonnements de nature visuelle. La technique que nous emploierons
pour les prouver est connue sous le nom de “diagram chasing”.

LEMME 3.5 (LEMME DES §). Soit un dicgramme commutatif & lignes eracies
de A-modules et d’applications linéaires

w3 g g Uyq
Ml—)Mg—)Mg—)M,;—)MLr,

! Y Y |

Vi v va Ud

Nl——ﬂ‘Nz%’NgiiNJ;—'Ns

(i) Si fs est un monemorphisme et fa, fa sont des épimorphismes, alors f3
est un épimorphisme.

(i) 9% f1 est un épimorphisme et fa, fa sont des monomorphismes, alors f3
est un monomorphisme.

(iil) i fs est un monomorphisme, fi est un épimorphisme et f;, f4 sont des
isomorphismes, alors fa est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. (1) Soit y3 € N3, La surjectivité de f4 donne z, € M,
tel que v3 (ya) = fa(z4). Or vgvs = 0 implique 0 = vyvz (y3) = vafa(z4) =
feuq (z4). Comme fg est un monomorphisme, uq (24) = 0. Donc x4 € Kerug =
Imug et il existe x3 € My tel que @4 = ug (z3). On a vafs (z3) = faug (z3) =
Ja(z4) = v3 (y3). Donc ys — fs (z3) € Kervg = Imws et il existe 4o € Np tel que
y3 — f3{z3) = vp (y2). Comme f est un épimorphisme, il existe 2o € My tel
que Yy == fa (z3). Donc y3 — fa(za) = vafe (z2) = faua(z2) et par conséquent
y3 = f3{z3 + ug (22)). Cela montre bien que f3 est un épimorphisme.

(ii) Soit z3 € My tel que f3 {z3) = 0, Alors fyug (z3) = vafa(x3) = 0 donne
ug (z3) = 0 car fy est un monomorphisme. Donc z3 € Kerug = Imuy et il existe
Ty € My tel que o3 = uy (ma). Alors vafa (22) = faua {xa) = f3{x3) = 0 ce qui
donne f (z2) € Kervy = Imuw; et il existe y; € Ny tel que fo (z2) = v1 (31).
Comme f; est un épimorphisme, il existe z1 € M; tel que f1(z1) = y1. Donc
fa(z2) = v1f1(z1) = faus (z1). Comme f; est un monomorphisme, on a z =
11 (z1). Done z3 = ug (x3) = usy (71) = 0.

(iil) Suit de (i), (ii). OI

LEMME 3.6 (LEMME DU SERPENT). Soif un diagramnme commutatif & lignes
exactes de A-modules et d’applications linéaires

U v

L M r» N —— 0

| a 3l
0 — L — am T, N

Il eziste une suite ezacte

Ker f 4 Kerg & Ker b —» Coker f =2 Coker g "2 Coker h
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ot u1,v1 sont déduiles par passage ouz noyauzx, ug, vz sont déduites par passage
aux conoyaux, et § sera explicitée plus bas. En outre:

(i) Siw est un monomorphisme, il en est de méme de ;.
(if) Siv' est un €pimorphisme, il en est de méme de vs.

DEMONSTRATION. Soient i : Kerf — L, j : Kerg — M, k : Kerh — N les
injections canoniques et p: L' — Coker f, ¢ : M’ — Cokerg, 7 : N’ — Coker h
les projections canoniques. On essaie de construire un diagramme commutatif 4
lignes et colonnes exactes

0 Q 0
I oo
Kerf —— Kerg ——— Kerh — — —
! T
L _*, M v, N — 0
I
6('_""_'""";:_“'7__'_9_—_1_—— h_ _ _ __
lo — L s M 25 N
|
i r q T
o o
“——— (Cokerf —— Cokerg ——— Cokerh
0 0 0

(le tracé de la ligne en pointillé représentant § explique le nom du lemme). On sait
déja que les colonnes sont exactes, Les applications v, v; sont déduites respec-
tivement de v, v’ et v, v’ par passage aux noyaux, tandis que ug,v5 sont déduites
respectivement de w,u' et v,v’ par passage aux conoyaux. Par conséquent, le
diagramme est commutatif. Il reste donc & prouver les énoncés suivants:

(1) La lre ligne est exacte.

En effet, kvivy = vjuy = wui = 0 donne vyu; = 0 car &k est un
monomorphisme. Donc Imuy; C Kerwy. Soit done z € Kerwvy, alors
vi{z) = kvi{x) = 0 donne j(z) € Kerv = Imu et il existe ' € L tel
que j(z) = u(z'). Comme on a 0 = gj(z) = gu(z’) = u'f(z') alors
f(z') = 0 (car ¥ est un monomorphisme) et ' € Ker f = Im4: on
a donc &’ = {(z') d'ol j(z) = w(z') = uwi(z') = jus (z') qui donne
z = uq (z') (car j est un monomorphisme). Donc © € Imu.

(2) La 4e ligne est exacte.
La démonstration est semblable & la précédente et sera omise,

(3) 1l existe une application lindaire § : Ker b — Coker f.

Pour " € Kerh, il existe £ € M tel que k(z”) = v(z), puisque v est
un épimorphisme. En outre, on a v'g(z) = hv(z) = hk (z") = 0. Donc
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g(x) € Kerv' = Imv/. Comme v’ est injectif, il existe un unique ' € L'
tel que g{z) = v’ (y'). On pose

§(zY=p(/) =y +Imf < Coker f.

1l faut montrer que p{y’) ne dépend pas du choix de z. Supposons que
v(x1) = v(zg). Alors &y — 72 € Kerv = Imu: il existe z’ € L tel que
21— 22 = u(z'). Done g(z1) — g (z2) = g (x1 — 22) = gu(z’) = o' f ().
Soient ¥}, ¥4 correspondant & x7, z3 respectivement. Alors v’ (y] — v5) =
u (y)) = (1) = 9 (z1)—g (z2) = v’ f (2") donne 3 ~y5 = f (z'), puisque
w est un monomorphisme. Par conséquent, p(y]) = p(ys + f (') =
p(y2) +pf (=) = p(v2).

On a donc bien défini une application & : Ker b — Coker f.

Pour montrer que & est linéaire, soient zf,z4 € Kerh, aj,as € A et
x' = aflay + z4as. Solent z1,22 € M tels que v (z1) = k (27), v (x2) =
k(xf). Alors v(zia1 + zoag) = k(z”). Solent i,y; € L' tels que
g(z) = (), 9 (22) = o (). Alors

g(z1a1 + z2a2) = v’ (Y101 + ypaz)

donne §(z'") = p(ylar +yia2) = p(¥)ar +p(yg)az = §(zf)ar +

6 (x4} as.
(4) La suite Kerg = Ker h —» Coker f est exacte,
a) Imw C Keréd. Supposons que z” = v1(z) pour un z € Kerg. Alors

o' = k(") = kvi(z) = vj(z). On prendra donc j(z) € M. Or gj(zx) =
0, Doncy' =0et 6 ("} =p{y) =0

b} Kerd C Imw;. Soit 2 tel que § (") = 0. Alors ¥ € Im f et il existe
2’ € L tel que ¥ = f(z'). Donc ¢g(z) = o' (¢} = v/ f(2') = gu(z’) et
z —u(z’) € Kerg: il existe o € Kerg tel que x = mg + u(z”). On
a donc k (z") = v(z) = v (zp) + vu(z') = v(re) = vj(xo) = kv (20).
D’olt £ = 11 (xp) puisque k est un monomorphisme,

{(5) La suite Kerh 2 Coker f 25 Coker g est exacte.

La démonstration est semblable & la précédente et sera cmise.
(6) Si u est un monomorphisme, ¥, P'est aussi.

Cela suit de ui = jug.
(7) Si v est un épimorphisme, vp Pest aussi.

Cela suit de vgg =7v'. O
Une fagon simple de se rappeler la construction de é est la suivante: pour

" € Ker h,
§(@") =u'""gu" (z") +Im f.

Il faut néanmoins garder & 'esprit qu’alors que %’ est un monomorphisme (et done
-1 . . avy s . — .

w'~" est défini sans ambiguité sur Pimage de «/), v~ correspond au choix d’un

antécédent quelconque. On verra plusieurs applications du lemme du serpent

par la suite, la plus immédiate étant le lemme suivant.
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LEMME 3.7 {LEMME DES 3 x 3). Soit un diagramme commutatif ¢ colonnes
ezactes de A-modules et d’upplications linéaires

(i) Si les deuz lignes supérieures sont exactes, alors la ligne inférieure est
exacte,

(i) S% les deux lignes inférieures sont exactes, alors la ligne supérieure est
exacte,

DEMONSTRATION. Pour (i), on appligne le lemme du serpent aux deux lignes
supérienres, et ponr {ii), on 'applique aux deux lignes inférieures. O

4. Les théorémes d’isomorphisme.

THEOREME 4.1, Soit f : Ma — Na une application A-linéaire. Il existe
une unique application A-linéaire f : M/Ker f — Im f rendant commutatif le
diagramme

f
M —— N

d E
¥
M/Kerf —=— Imf
c’est-d-dire telle que f = ifp, ot j désigne linclusion et p la projection cano-
niques. En oulre, f est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Si f existe, elle est uniquement déterminée: en effet, po-
sant L = Ker f et prenant T ==z + L € M/L, on doit avoir

F (@) = flz + L) = fplz) = f(z).
Or cette formule définit bien une application puisque, si z1,%2 € M satisfont
21+ L =z + L, alors 21 — 22 € L = Ker f donc f(x1 ~x2) = 0 et donc
f(z1) = f(z2). Ilest clair que f est linéaire, puisque, siz1, 22 € Metai, a0 € A
?(Tlal + 572(12) = T(.’L‘lal + Taao + L) = wfp (a:lal + .’Egag)
= f(z10y +32az) = f(z1)a1 + f (z2) a2
= f(@T)e + f(T2)ea.
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La surjectivité de f vient de ce que si y € Im f, il existe z € M tel que y =
f(z) = f(z + L). Enfin, son injectivité vient de ce que si, pour z € M on a
flz+L) =0, alors f(z)=0et donc z € Ker f = L. Par conséquent z+ L = L.0

L’isomorphisme f : M /Ker f = Im f construit dans le théoréme s’appelle iso-
morphisme canonique. La décomposition de application linéaire f en I’épimor-
phisme p, I'isomorphisme f et le monomorphisme j est appelée la décomposition
canonique de f.

En particulier, si f : M — N est un épimorphisme, alors j = 1) et donc f
définit un isomorphisme M/ Ker f = N.

Comme application immédiate de ce théoréme, nous donnons une caractérisa-
tion des modules cycliques.

PrOPOSITION 4.2, Un A-module M est cyclique si et seulement s'il existe un
idéal & droite I de A tel que M = Ay/l.

DEMONSTRATION. Si I est un idéal & droite, alors A/I est évidemment cy-
clique, puisqu’engendré par 1 + I. Réciproquement, soit M4 = £4 un module
cyclique. L’application f : A4 — M, définie par ¢ — za est A-lindaire et
surjective. Soit 14 = Ker f. Le théorgéme (4.1) donne Ma 5 A /1. O

THEOREME 4.3. Sotent M un A-module et L, N deuz sous-modules de M.
Alors

(L + NY/L= N/(LON).

DEMONSTRATION. On a un diagramme commutatif & lignes exactes

0 — LaN % N ', NJLAN) —— 0

{

f
o —— L —— L+ N 2, (L+N)YL —— 0

ot u,w, f, f’ sout les inclusions et g, g’ les projections canoniques. Par (3.3), il
existe une unique application linéaive w : N/(LNN) — (L + N)/L rendant le
diagramme commutatif, Pour montrer que w est un monomorphisme supposons
que w(z + LN N) =0, avec z € N. Alors 5+ L = 0 donne z € L, c’est-h-dire
z € LN N, Il reste & montrer que w est un épimorphisme. Soit (z +y)+ L €
(L+ N)/L (avec z € L, y € N). Alors

(F+wy+L=y+L=g()=gvy)=wgy)
donc w est surjective. O

Ce théoréme (di & Emmy Noether) est appelé la loi du parallélogramme, car
il s’exprime par le diagramme

L/L+N\1\N
\KLDN/\/
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oil les c6tés opposés du parallélogramme représentent les modules quotients re-
spectifs. Ces cotés opposés sont deux & deux isomorphes, ce que nous indiquons
par des barres semblables. Rappelons que dans le treillis modulaire 8(M) des
sous-modules de M, le suprémum et 'infimum de la partie {Z, N} sont respec-
tivement L + N et LN N,

Notre troigitme théoréme d’isomorphisme peut &tre démontré sans difficulté
comme 'énoncé correspondant pour les K-algébres (1.2.5). Afin d'illustrer I'utili-
sation du lemme du serpent (3.6}, nous choisissons d’en donner une démonstra-
tion reposant sur ’emploi de ce dernier.

THEOREME 4.4. Soient M un A-module, L et N deuz sous-modules tels que
L C N. Il existe une unigue application linéaire f 1 M/L — M/N rendant

commutatif le diagramme
M
Y\
f

P
ML ————— — M/N

c’est-d-dire telle que fpr = py, o pr,py sont les projections canoniques. En
outre, f est surjective de noyau N/L et induit un isomorphisme

M/N = (M/L) / (N/L).

DEMONSTRATION, On a le diagramme commutatif & lignes exactes

0 y L oM s ML —— 0
|
3 1n ¥
bl |
0 » N 2 o B o M/N 0

ol j, jr, jnr sont les inclusions canoniques. Par (3.3), il existe une unique applica-
tion linéaire f : M/L — M/N rendant le diagramme commutatif. Conmplétant ce
diagramme en calculant noyaux et conoyaux, on obtient un disgramme & lignes
et colonnes exactes
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: ;

Le lemme du serpent donne donc Coker f =0 et Ker f S N/L. O

THEOREME 4.5. Soient M un A-module, N un sous-module etp: M — M/N
la projection canonique. L’application L — p(L) est une bijection croissante
de Uensemble ordonné par inclusion des sous-modules de M contenant N sur
Uensemble des sous-modules de M/N. La bijection réciproque est p~ 1.

DEMONSTRATION. Soit L un sous-module de M contenant N. Il est clair que
p(L) = L/N est un sous-module de M/N. En outre, p~'p(L) D L. Montrons
linclusion inverse. Un élément x € M est dans p~!p(L) si et seulement s'il
existe y € L tel que p(z) = p(y), cest-d-dire z -y € Kerp = N C L, par
conséquent = € L. Cela montre bien que p~*p(L) = L. Réciproquement, si L
est un sous-modnle de M/N, il est clair que p™! (L) = {x € M |2+ N € L} est
un sous-module de M contenant N = p~1(0). D'autre part, p étant surjective,
onapp~' (L)=1.0O

5. Modules d*’homomorphismes,

Soient M, N deux A-modules. On note Homg (M, N) {ou Hom(M, N) si au-
cune ambiguité n'est & craindre) I'ensemble des applications A-linéaires de M
dans N, Nous allons définir des opérations dans Hom 4 (M, N) comme suit: on
définit la somme de f,g: M — N par

(f +g)(z) = f(z) + 9(z)
(o £ € M) et le produit de f : M — N par o € K par
(fo)(z) = af(z)
(olt z € M). On a le lemme suivant.

LEMME 5.1. Avec les opérations précédentes, Hom 4 (M, N) e une structure
de K -module.
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DEMONSTRATION, On voit aisément que la somme et le produit externe définis
plus haut sont bien des opérations sur Hom 4 (M, N), que la somme est commu-
tative et assoclative, admet Papplication nulle 0 : M — N (définie par £ — 0
pour tout z € M) comme élément neutre et que, pour toute application linéaire
f: M — N, 'application (—f) : M — N (définie par z — —f(z) pour tout
a € M) est 'opposée de f. D'autre part, on vérifie trivialement la double dis-
tributivité de ia somme sur le produit externe, ainsi que f-1 = f. Quant a
’associativité mixte, on a, pourtoust € M et o, f € K

(F - (aB)(z) = aff(z) = Baf(z) = B (fa)(2) = (fa)B)(2)
d’olt f - (af) = (fe)B. O

Nous avons utilisé de fagon essentielle la commutativité de K. Il n'est done
pas vrai en général que Hom4(M, N} soit un A-module. Pour cela, on doit
supposer l'existence de structures de bimodules.

LEMME 5.2. Seient A, B deur K-algébres.
(i) Pour sMp et Ng, Homp(M, N) est un A-module & droite par
(fa)(z) = flax)

(o f: M +N,zcM,acA)
(i) Pour aMp et 4N, Homa(M, N) est un B-module & gauche par

(65)(z) = f(xb)

(oo f:M >N, zeM,becB)
(iil) Pour aM et aANg, Homa(M, N} est un B-module & droite par

(fo)(=) = f(m)b

(ot f :M >N, zeM,beB).
(iv) Pour Mg et 4Ng, Homg(M, N} est un A-module & gauche par

(af)(x} = af(z)
(oo f:M >N, zecM,acA)
DEMONSTRATION. Ce n'est qu'un exercice facile. O

En particulier, si pour une algébre A, on considére le (A — A)-bimodule
A4, on en déduit que, pour tout module M4, le K-module d’homomorphismes
Hom4{A, M) a une structure canonique de A-module & droite par

(fa)(z) = f(az)
fou ft A— M, z¢ Aetaec A). On a un isomorphisme utile.

THEOREME 5.3. Soit M4 un A-module. On a un isomorphisme de A-modules
HOInA(A,M) :iMA.
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DEMONSTRATION, On définit une application ¢ : Homa(A, M) — M par
f ~ f(1). Pour montrer que ¢ est linéaire, prenons f, fz € Hom4(A, M) et
ay,az € A, alors

@ (frar + fa02) = (fio1 1 fea2) (1)
= fi(a1) + fa (a2)
= fi(1er + fo{l)az
= ¢(h) ot e(fa)es
On vérifie d’autre part que 'application % : M — Homa{A, M) définie par
z+— (a — za) est la réciproque de . O
Soient L, M, N trois A-modules, f, f1, fo des éléments de Homa (L, M), g, 91,
g2 des éléments de Homa (M, N) et o, ap € K. On vérifie aussitét les relations:

(1) go(fier + faea) = (go fi)ou + (go f2) an.
(il) (9101 + gaan)o f = (gro flan +(g20 f) .
(i) go (—f) =(—g) o f = —(go f).

En particulier, ces relations, avec ’associativité de la composition des appli-
cations, définissent une structure de K-algebre sur le K-module End M4, dont
'identité est 157, Cela implique que tout A-module M a une structure naturelle
de (End M — A)-bimodule puisque la relation

(f(z))a= f(z)a = f(za)

(pour f € End M, x € M et a € A} suit de la linéarité de f.
Encore une fois, on s'intéresse au cas particulier ol M4 = A4. On a dans ce
cas un isomorphisme d’algébres,

THEOREME 5.4. On a un isomorphisme de K-algébres
~ End A4 > A

DEMONSTRATION. On a construit en (5.3} un isomorphisme de K-modules
v : EndA — A défini par f — f(1). Il reste & vérifier que ¢ préserve la
multiplication. En effet,

e(feg)=(for)(1) = flg(1)} = f(1-9(1)) = F(1)g(1) = ¢(flelg). O
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Exercices du Chapitre II.

1. Soient M un A-module et X C M une partie quelconque. On définit
Pannulateur Ann X de X comme étant 'ensemble

Ann X = {a € A | za =0 pour tout z € X}.

(ii) Montrer que Ann X est un idéal & droite de A.

(ii) Montrer que si X est un sous-module de M, alors Ann X est un idéal
bilatére de A.

(iii) Montrer que M admet une structure naturelle de 4/ Ann M-module.

(iv) Un module M4 est dit fidéle st Ann M = 0. Montrer que tout A-module
M devient fid&le si considéré comme A/ Ann M-module.

2. Soient A4, B deux K-algdbres, pM4 un (B — A)-bimodule. On considére

Pensemble
A 0 a 0
R_[M B]:{LU b“aeA,beB,meM}

muni de 'addition ordinaire des matrices et de la multiplication induite de celles
de A et B, et de la structure de bimodule de M. Montrer que H est une K-
algtbre. Montrer que les idéaux a droite de R sont de la forme

[3[{ E,] ={[i g] ]ael,a:ex,bej}

ou I4 est un sous-module de A4, Jg un sous-module de By et X4 un sous-
module de M4 tel que JM C X {ou JM est 'ensemble des sommes finies de
termes de la forme bx avec b € J et z € M).

3. (1) Soit M4 un module de type fini. Montrer que toute image de M est de
type fini.
(ii) Soit 0 — Lg —» M4 — N4 — 0 une suite exacte de A-modules.
Montrer que si L et NV sont de type fini, alors M est de type fini.

4. Soient K un corps et ¢ une indéterminée, Montrer que K|[t], considéré
comme un K-module, n’est pas de type fini.

5. Sotent A une K-algdbre arbitraire et M un A-module de type fini. Montrer
qne tout ensemble de générateurs de M contient une partie finie qui suffit pour
engendrer M.

6. Soient A, N deux modules, et f: M — N une application linéaire.
(1) Montrer que, pour tout sous-module M’ de M, I"image f(M") = {f(z) |
z € M'} est un sous-module de N.
(i) Montrer que, pour tout sous-module N’ de N, la pré-image FUNY =
{z € M| f(z) € N'} est un sous-module de M.

7. Soient U, V, W trois sous-modules de M. Montrer quesi U +V =W 4V,
UnV=WnVetUCW alors U =W.
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8. Soient M un A-module, N un sous-module et £ € M tel que = ¢ N.
Montrer que M a un sous-module L maximal pour N C Let z & L.

9. Dessiner les treillis de sous-modules des Z-modules Zsg, Za24, Z15, Zao.
10. Soit f : M — N une application linéaire. Montrer que le noyau L de f
est uniquement déterminé par la propriété suivante (dite universelle).

(1} 1l existe une application linéaire £: L — M telle que f£ = 0.
(i) Si ¢ : L' — M est une application linéaire telle que f& = 0, il existe
une unique application lindaire u : I/ — L telle que £ = fu.

L 5% M 4L 0N

LT /
L

L
11. Soit f : L — M une application linéaire. Montrer que le conoyau & de f
est uniquement déterminé par la propriété suivante (dite universelle).

(1) Il existe une application linéaire g : M — N telle que gf = 0.
(i) Sig': M — N’ est une application linéaire telle que ¢'f = 0, il existe
une unique application lindaire v : N — N’ telle que ¢’ = vg.

I LM & N
\Iu

g i

N."

12. Soient M un A-module et a un élément du centre Z(A) de A. Montrer
que Papplication f, : M — M définie par z — za est A-linéaire.

13. Soit f: M — N linéaire.

(i) Montrer que f est un monomorphisme si et seulement si fg = fh im-

plique g = A,
ii) Montrer que f est un épimorphisme si et seulement si gf = hf implique
4
g=h.

14. Solent f: M — N un épimorphisme, I un sous-module de M et j: L —
M Pinclugion. Montrer que;

(1) Si InKer f =0, alors f7: L — N est un monomorphisme.
(ii) Si L+ Ker f = M, alors fj : L — N est un épimorphisme.

15. Soit n un entier positif. Montrer qu'il existe une suite exacte courte de
Z-modules

0 —Z—Z— %, — 0.

16, Soit m = rs un entier positif. Montrer que la suite de Z,-modules

O—H"Zni»Zni»sZnHO
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{avec f I'inclusion et g la multiplication par s) est exacte,
17. Soit p un nombre premier. Construire une suite exacte de Z-modules:
0—Zp — Zpz — Lz — Ly — 0
et en déduire une suite exacte infinie

ol —>Zp2 —>sz —>Zp2—>---.

18. Montrer que la donnée d’une suite exacte de modules

fit i
o My M M —

équivaut a la donnée pour chaque 7 d’une suite exacte courte

00— Kerfi — M, — Kerf.; — 0.

19. Soient K un corps et £, Eq, 3 des K-espaces vectoriels tels que la suite
0—F — Fy— By — 0

soit exacte. Montrer que dimg Fo = dimg £y +dimg £3. En déduire que si ’'on
a une suite exacte de I{-espaces vectoriels

O—)EUHEI—""'—*E,%—*O

n
alors Z(-—l)i dimg F; = 0.
i=0
20. Soit un diagramme commutatif & lignes exactes de modules et d’applica-
tions linéaires

Lr — M — N —
g | gl
ry — M — N — 0

Si f, g sont des isomorphismes, montrer qu’il en est de méme de .

21. Soit un diagramme commutatif a lighes exactes de modules et d’applica-
tions linéaires

O — L — M — N
i /| :|
9 — ) — M — N

Si g, h sont des isomorphismes, montrer qu'il en est de méme de f.
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22. On considére un diagramme commutatif & lignes exactes de modules et
d’applications linéaires

f
L 1, M 2 N

+| Ll

LI ! MI 9 Nf

Prouver que Im» N Im f/ = v(Kerwg) et Kerv + Ker g = v~ }(Im f'w), puis que
ImfNImwv - Ker(wg)
Im{uf) Kerv +Kerg’

23. On considére un diagramme commutatif & lignes et colonnes exactes de
modules et d’applications linéaires

0 0 0
¥ j g’ ]
0O — L — M — N
ull [ u.”
f g
O — L —m M — N
vrl v ull’

0 LH MH NH'

Montrer que Im(uf') = Ker g N Kerv.

24, On considére un diagramme commutatif & lignes et colonnes exactes de
modules et d’applications linéaires

v Lo N L

o
o<
==F,

Montrer que Ker(v”g) = Imu + Im f.




44 II. MODULES SUR UNE K-ALCHEBRE.

25. On considére un diagramme commutatif & lignes et colonnes exactes de
modules et d’applications linéaires

L — M —
o i
- oy e W
f’l g'l h’J'
0o —— H" ”, L u”> MY
I g"l
|
0

Montrer gne u" est un monomorphisme.
26. Démontrer le lemme des 3 x 3 sans ntiliser le lemme du serpent.

27. Soit un diagramme commutatif de modules et d’applications linéaires

L —m M — N

/| o| il

Lf MI NI

ol f,g,h sont des isomorphismes. Si la ligne supérieure est exacte, montrer qu’il
en est de méme de la ligne inférieure,

28, Soit un diagramme commutatif de modules et d’applications linéaires
P

0 — L — M » N 0
/| )| 3l
0 » L y M » N » 0

avec g un isomorphisme. Montrer que:
(i) f est injective et h est surjective.

(ii) f est surjective si et seulement si h est injective.

29, On considére le diagramme commutatif de modules et d’applications
linéaires ol les deux lignes sont exactes
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0 0
N S
L’\' N

/
IT M ly
SN
L N/
/ N
0 0

Montrer que Ker g = Coker f.

30. Soit un diagramme commutatif de modules et d’applications linéaires

L — M 2. N — o0

3 |
7 'y

LI — MI T, Nl

oll la Hgne du haut est exacte, et g'f’ = 0. Montrer qu’il existe une unique
application linéaire w : N — N telle que wg = g'v.

31. Soit un diagramme commutatif de modules et d’applications linéaires

i g

L.r - Mf N NI

5 |+

f
0 y L ‘ML}N

oll la ligne du bas est exacte, et ¢'f’ = 0. Montrer qu'il existe une unique
application linéaire v : I/ — L telle que fu = vf’.

32. Soient M,M' deux A-modules, f : M — M’ une application linéaire,
N,N’ deux sous-modules de M et M’ respectivement tels que f(N) € N’
Montrer qu'il existe une unique application linéaire f : M/N — M’'/N' telle que
le diagramme

f
M — M
/| >
7
M/N —=— M'/N'
soit commutatif (ot p, p’ désignent les projections canoniques).

33. Soit A une K-algébre commutative. Montrer que Hom (M, N) a une
structure naturelle de A-module.
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CHAPITRE II1

Catégories de modules.

Afin d’aller plus loin, nous introduisons un nouveau langage. Remarquons que
Palgébre étudie & la fois des ensembles munis d’une structure donnée et des
applications préservaut cette structure. Par exemple, I'étude des groupes ou
celle des espaces vectoriels implique I’étude des homomorphismes de groupes ou
des applications linéaires, respectivement. D'autre part, du point de vue d'une
structure algébrique donnée, deux objets isomorphes ont les mémes propriétés
et les &tres mathématiques & étudier ne sont pas les objets eux-mémes mais
les classes d’objets isomorphes. Tl semble donc nécessaire de travailler dans un
cadre ol les raisonnements se font & isomorphisme prés (et donc fournissent,
en méme temps qu’un objet, tout objet isomorphe). Ce cadre, qui est celui des
catégories, permet d’utiliser de fagon optimale les propriétés des applications sans
supposer grand’chose sur elles: on n’aura besoin de supposer que 'existence de
Papplication identité et d’une composition associative (mais il ne sera méme pas
nécessaire de supposer qu’il s’agit d’applications au sens strict du terme).

1. Catégories et foncteurs.

Cette premiére section est entiérement consacrée & définir les notions de
catégorie, de foncteur et de morphisme fonctoriel, puis & les illustrer sur des
exemples.

DEFINITION. Une catégorie C est définie par la donnée:

(i) d’une classe Cp ou ObC, appelée classe des objets de C,

(i) pour chaque paire (X,Y) d’objets de C, d'un ensemble noté Home (X, Y')
ou More(X,Y) dont les éléments sont appelés morphismes (de C) de X
vers Y tel quesi (X,Y) # (X', Y"), alors Home (X, Y)NHome (X', Y7) =
2,

(ili} pour chaque triplet d’objets (X,Y, Z) de C, d’une application

o : Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z)

(ot 'image du couple (g, f) est notée go f ou simplement gf) appelée la
composition des morphismes et satisfaisant les deux conditions suivantes:

47
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(Cl) 81 f € Home(U,V), g € Home(V, W), h € Home(W, X), alors

h(gf) = (hg)f-
(C2) Pour chague objet X de C, il existe un morphisme

1x € Homc(X,X)

appelé Pidentité ou le morphisme identique sur X et tel que, si
f € Home(X,Y) et g € Home(W, X), alors flx = fet 1xg=g.

On ne g'intéressera pas ici aux fondements logiqnes de la théorie: le terme
de “classe”, comme celui d’“ensemble”, sera pris comme notion premigre. On
réservera néanmoins le terme d’“ensemble” aux classes assez petites pour avoir
un nombre cardinal. Par contre, on parlera de la “classe” de tous les ensembles,
ou de la “classe” de tous les groupes.

S5i, dans une catégorie C, on a un morphisme f € Hom¢(X,Y), on notera

f:1X—=YouX Ly, L’objet X est appelé la source de f et Pobjet Y son
but. Il suit immédiatement de (i} que tout morphisme détermine uniquement sa
source et son but. 8i X est un objet de C, le morphisme 1x est défini de maniére
unique: en effet, si 1% satisfait les mémes propriétés, on a 1x = 1x1% = 1%.
On a donc une correspondance biunivoque X — 1y entre la classe des objets
de C et la classe des morphismes identité: on pourrait définir ¢ uniquement en
termes de morphismes et de compositions. On retiendra de cette remarque I'idée
que dans les constructions catégoriques, seuls les morphismes comptent.

Un morphisme f : X — X est parfois appelé un endomorphisme de X,
L’ensemble Homg{X, X} est alors noté Endg X.

Un morphisme f : X — Y est appelé un isomorphisme g’il existe un mor-
phisme f' : 'Y — X tel que ff' = 1y et f'f = 1x. Un tel morphisme
J’ est alors unique: si f' et f“ sont tels que f'f = 1x et ff” = 1y, alors
f=fly = fFF) = (FHF = 1xf" = . On appelle f' le mor-
phisme inverse ou réciprogue de f et on le note f~!. 8§l existe un isomor-
phisme f: X — Y, les deux objets X et ¥ sont dits isomorphes, ce qu’on note
X =Y. On vérifie aisément que la composition de deux isomorphismes est un

isomorphisime, et que la relation = est réflexive, symétrique et transitive. Un
isomorphisme f : X — X est parfois appelé un automorphisme de X,

EXEMPLES 1.1. (a) La catégorie Ens des ensembles admet pour objets les
ensembles, pour morphismes les applications et pour composition la composition
usuelle des applications.

(b} La catégoric Gr des groupes admet pour objets les groupes, pour mor-
phismes les homomorphismes de groupes et pour composition la composition
usuelle des applications.

(¢} La catégorie Ab des groupes abéliens admet pour objets les groupes
abéliens, pour morphismes les homomeorphismes de groupes et pour composi-
tion la composition usuelle des applications.

(d) La catégorie Top des espaces topologiques admet. pour objets les espaces
topologiques, pour morphismes les applications continues et pour composition la
composition usuelle des applications.
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(e) Soit K un anneau commutatif. La catégorie Alg K des K-algebres admet
pour objets les K-algdbres, pour morphismes les morphismes de K-algebres et
pour composition la composition usuelle des applications.

(f) Soit A une K{-algébre. La catégorie Mod A des A-modules & droite admet
pour objets les A-modules & droite, pour morphismes les applications A-linéaires
et pour composition la composition usuelle des applications, On définit de méme
la catégorie Mod A°P des A-modules & gauche (ces derniers en effet coincident
avec les A°P-modules & droite).

{g) Soit G un monoide. On fait de G une catégorie C comme suit: C n’a gu'un
seul objet X et Home(X,X) = G, la composition des morphismes étant alors
lopération de (.

(h) Un ensemble partiellement ordonné E peut étre considéré comme une
catégorie C dont les objets sont les éléments de F, et Home(a, b) est un ensemble
4 un élément g§ si a < b et vide sinon. 1l suit alors de la transitivité de Pordre
partiel sur & que pgpg = p%, ce qui définit la composition.

(i) Soit K un corps. On considére la classe £ de tous les triplets (E,F, f) ol
E, F sont des K-espaces vectoriels et f : E — F est K-linéaire. On considere la
catégorie dont la classe d’objets est €, et un morphisme (E, F, f) — (E', F', f')
est une paire (w,v) ol u: E — B et v: F — F' sont K-linéaires et telles que

Fflu=vf.
f
E — F

El _f_’ F."
Si on définit la composition de (u,v) : (E,F, f) — (B, F',f'} et (v/,v) :
(B!, F', ) — (E",F", f"y par (u,v'){(x,v) = (v'u,v'v), cela donne bien nne
catégorie.

DEFINITION. Soit C une catégorie. La catégorie duale ou opposée C°P de C
est définie comme suit: les objets de C°P sont ceux de C, et

Homger (X,Y) = Home (Y, X)

pour toute paire (X,Y) d’objets de C, le composé de f € Homeor(X,Y) et
g € Homgen (Y, Z) étant alors 'élément fg € Home(Z, X) = Homeer (X, Z).

Si par exemple C est construite & partir d'uu monoide G' comme dans I'exemple
(1.1)(g), alors C°P est construite & partir du monoide opposé G°P.

Une propriété de C°P est dite duale d’une propriété de C si elle est obtenue &
partir de cette dernidre par inversement du sens des morphismes. Cette notion
sera évidente dans chaque cas particulier. On remerque que (C°P)* = C.

DEFINITION. Soient C, D deux catégories. On dit que D est une sous-catégorie
de C si tout objet de D est un objet de C, tout morphisme de T est un morphisme
de C et 1a composition est la méme dans D et dans C.

Ainsi, si X,Y sont deux objets de D, on a,

Homp{X,Y) € Home(X,Y).
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81 cette inclusion est une égalité pour tous X,Y dans D, c'est-d-dire si tout
morphisme X — ¥ de C est aussi un morphisme de D, on dit que D est une
sous-cotégorie pleine.

Une sous-catégorie de Ens (non nécessairement pleine) est parfois appelée une
catégorie concréte. Dans V'exemple (1.1), (b) (c} {d) (e) montrent des catégories
concrétes, aucune n’étant pleine dans Ens. La catégorie Ab est une sous-catégorie
pleine de la catégorie concréte Gr. De méme, Alg K est une sous-catégorie de la
catégorie concréte Mod K, qui n'est pas pleine puisqu'un morphisme d’algébres,
en plus d’étre K-linéaire, préserve produits et identité.

L’idée d'une application préservant les structures se généralise aux catégories.
Une catégorie étant définie par objets, morphismes et composition, il faudrait
qu’a chaque objet, ou morphisme, de la premiére, on fasse correspondre un objet,
ou un morphisme, respectivement, de la seconde, et cette correspondance doit
étre compatible avec la composition des morphismes.

DEFINITION. Soient C, 7 deux catégories.

1. Un foncteur covariont F' : C — D est défini par la donnée pour chaque objet
X de C d’un objet F{X) ou FX de D, et pour chaque morphisme f : X — Y
de C d’un morphisme F(f) ou Ff : FX — FY de D tel que:

(F1) Si gf est défini dans C, alors F(g)F(f) est défini dans D et F(gf) =

F(g)F(f). .
(F2) Pour tout objet X de C, F{lx) = 1lpx.

2. Un foncieur contraveriant F' ; C — D est déhni par la donnée pour chaque
objet X de C d'un objet F{X) ou FX de D, et pour chaque morphisme f : X —
Y de C d'un morphisme F(f) ou Ff : FY — FX de D tel que:

(F1) Si gf est défini dans C, alors F(f)F(g) est défini dans D et F{gf) =

F(F)F(9)- :
{F2) Pour tout objet X de C, F{lx) = lpx.

Un foncteur contravariant C — D n’est autre qu’un foncteur covariant C°° —
D, ou encore un foncteur covariant C — D°F. Quand on dira foncteur sans plus
préciser, on voudra parler d'un foncteur covariant. Un foncteur F' : C — C est
parfois appelé un endofoncteur.

EXEMPLES 1.2. {a) Soit C une sous-catégorie de D. II existe un foncteur
naturel, dit d*inclusion, J : C — D défini pour tout objet X de C par J(X) =X
et pour tout morphisme f de C par J(f) = f. Si par exemple C = D, le foncteur
d’inclusion s'appelle foncteur identité et est noté 1¢ : € — C.

{b) Si ¢ = Gr,Ab,Mod A4, Alg K, il existe un foncteur U : ¢ — Ens, dit
foncteur oubli, qui associe & chaque objet son ensemble sous-jacent, et & chaque
morphisme l'application sous-jacente. De méme, si A est une K-algébre, il existe
un foncteur oubli I/ : Mod A — Mod K,

{c) Soient C, D, £ trois catégories, F : C —» D et G: D — £ deux foncteurs. Le
Joncteur composé G o F ou GF de C dans £ est défini par (GF)(X)} = G(F(X))
pour tout objet X de C et (GF)(f) = G(F(f)) pour tout morphisme f de C.

{d) Solent C une catégorie, X un objet de C. Le foncteur Home (X, —): C —
Ens associe & chaque objet M de C 'ensemble Home(X, M) et & chaque mor-
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phisme f : M — N l'application Home(X, f) : Home(X, M) — Home(X, N)
définie par Home (X, f)(g) = fg.

X 2. M
\\

fa ™\ lf

N

Ce foncteur est covariant. Un cas particulier important est celui oti C = Mod A4,
avec A une A-algébre. Alors, pour un A-module X, le foncteur Hom 4{X, —) est
un foncteur de Mod A dans Mod K (voir (IL. 5.1}).

(e) Soient C une catégorie, X un objet de C. Le foncteur Homg(—, X):C —
Ens associe & chaque objet M de C Vensemble Home (M, X)) et & chaque mor-
phisme f : M — N lapplication Hom¢(f, X) : Homg (N, X) — Home{M, X)
définie par Home(f, X)(g) = gf.

N 25 X
/

f //;f

M’/

Ce foncteur est contravariant. Un cas particulier important est celui oii
C = Mod A avec A une K-algébre. Alors, pour un A-module X, le foncteur
Homa{—, X) est un foncteur de Mod A dans Mod K {(voir (IL. 5.1)).

On exprime parfois la situation des exemples {d) et (e) plus haut en disant
que Homg(—, —) est un bifoncteur (ou foncteur de deur variables) covariant dans
la seconde variable et contravariant dans la premiére.

Afin de comparer deux foncteurs, nous aurons besoin d’une notion de mor-
phisme entre eux.

DEFINITION. Soient C, D deux catégories.

1. Soient F,G : C — D deux foncteurs covariants. Un morphisme fonctoriel
(ou transformation naturelle) ¢ : F — G est défini par la donnée pour chaque
objet X de C d'un morphisme px : FX - GX de D tel que, si f : X — Y est
un morphisme de C, on a py F(f} = G(flpx, ¢’est-a-dire que le carré suivant
est commutatif

¢Xx

FX — GX

F(f)l lG(J’)

ry 2, oy

2. Solent F, G : C — D deux foncteurs contravariants. Un smorphisme foncto-
riel {ou transformation naturelle) ¢ : F — G est défini par la donnée pour chaque
objet X de € d’un morphisme ¢px : FX - GX de D tel que,si f: X — Y est
un morphisme de C, on & ¢xF(f) = G(f)py, c'est-d-dire que le carré suivant
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est commutatif
X

FX — GX

F(f)T TG(f)

Py
FY — GQY
Soient F,G,H : € — D trois foncteurs covariants, ¢ : F - Gety: G — H
deux morphismes fonctoriels. Le morphisme fonctoriel composé o 1 F' — H est
défini par
(Pe)x = Pxex
pour tout objet X de C. Pour tout foncteur covariant F : C — D, on définit un
morphisme fonctoriel identité 1y : F' — F par la condition (17)y = 1px. On
définit de méme les notions correspondantes pour les foncteurs contravariants.
Soient F,G : C — D deux foncteurs et  : F — G un morphisme fonctoriel.
On dit que ¢ est un isomorphisme fonetoriel si px est un isomorphisme pour
chaque objet X de C. On voit alors alsément que les morphismes (p}l définissent
un morphisme fonctoriel G — F noté ¢! et appelé inverse de . Donc ¢ :
I — @ est un isomorphisme fonctoriel si et seulement g’il existe un morphisme
fonctoriel ¢ : G — F tel que ¢ = lg et 9 = 1p. Enfin, le composé de deux
isomorphismes fonctoriels est aussi un isomorphisme fonctoriel.

EXEMPLES 1.3. (a) Soit u : M — N un morphisme d'une catégorie C. On
considére les foncteurs covariants Home(M, —), Home(N, —) : € — Ens. On
agsocie & u un morphisme fonctoriel Home(u, —) : Homeg{N, —) — Homg (M, —)
comme suit: pour un objet X de C, Home(u, X) : Home({N, X) — Hom¢(M, X)
est défini par Home (u, X )(f) = fu.

M 2 N
\\
fu ™\ lf
X
11 faut montrer que, pour tout morphisme f: X — Y de C, le carré suivant est
commutatif
Home (u,X)
Hom¢(N, X} -————— Homeg(M,X)
Home (N,f)l lHomc (M,f)
Homge (u,Y)

Home(N,Y) s Home{M,Y)
et cela suit de ce que, pour tout g € Homg(N, X), on a
Home(u,Y)Home(N, f)(g) = fgu = Home (M, f) Home(u, X)(g).

La composition commune Home(u, Y YHomc (N, f}=Homc(M, f)Home(u, X)
(o u: M — Net f: X — Y sont des morphismes de C) est une application
de Homg(N, X) dans Home(M,Y), notée Home(u, f). SiL > M ™ N et j
X 45 ¥ % Z sont des morphismes de C, on a Home(v, g) Home(u, f) =
Home (uv, gf).
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(b) De méme, u : M — N définit un morphisme fonctoriel Home(—,u) :
Home(—, M) — Homg(—, NV } entre foncteurs contravariants.

(¢) En (a) et (b), on voit que Homg(u,—) et Home(—,u) sont des isomor-
phismes fonctoriels si « est un isomorphisme de C.

(d) Soient A une K-algtbre, F,G : Mod A — ModA les foncteurs F' =
Homa(A, ~) et G = ImModa. Le morphisme fonctoriel ¢ : F — G défini par
oa + Homa(A, M) — M, f — f(1) est un isomorphisme fonctoriel d’inverse
: G — F défini par ¥y : M — Homa(A, M), £ — (a - za). En effet, on sait
déj que pour chaque M, @ et s sont des isomorphismes inverses (1, 5.3). Ti
reste & vérifier la fonctorialité: soit donc u: M — N une application A-linéaire,
on doit montrer que le carré suivant est commutatif

Par

Homa(A, M) — M

Homa{A,u) l lu

BN

Homa{A,N) —— N
Or, pour tout f € Hom4{A, M), on a

pn Homa(A,u)(f) = pn(uf) = (uf)(1) = u(f(1)) = vom(f).

2. Produits et sommes directes.

La notion de produit existe dans les catégories d’ensembles, de groupes,
d’espaces vectoriels, etc... Nous allons la formuler en termes catégoriques, c’est-
a-dire, nous le rappelons, en termes d’objets et de morphismes.

DEFINITION. Soit (M), une famille d’objets d’une catégorie C. Un produit
(M, (Pa)yca) de cette famille est la donnée d’un objet M et d'une famille de
morphismes (py : M — M), telle que, st (M, (P\)ren) et la donnée d’'un
autre objet M’ et d’une autre famille de morphismes (p} : M’ — M), 4, alors
il existe un unique morphisme f: M’ — M tel que ppf = p pour tout A € A.

M 2. M,
I
f i ,

[N
M’

On exprime cette propriété en disant que M est un objet universel (plus
précisément, un objet universellement attirant). Il est utile de reformuler I’énoncé
d'unicité dans la propriété universelle précédente comme suit: si f et g sont deux
morphismes tels que pyf = pag pour tout A € A, alors f = g.

LEMME 2.1. Si une famille d’objets (M\},op admet un produit, celui-ci est
upique G isomorphisme prés.
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DEMONSTRATION. Soient (M, (pa)yea) €t (M, (P1) ) deux produits de la
famille (My)yc,. Alors il existe des morphismes f: M’ — M et f': M — M’
tels que py f = p) et p)\ f’ = py pour tout A € A

M — M,
T
f; TlA”A

M’ng)\

1
f I Lagy,

M P M,

Mais alors pyff' = p, pour tout A € A. Comme py1ps = p) pour tout A € A,
I'unicité dans la définition donne ff! = 1p;. De méme, f'f = 150

Par abus de langage, on dit que M, &'il existe, est le produit de lo famille
n

(M)yea ce quion note M = [ My. 8iA ={1,2,... ,n}, on note M = [] M;
AEA i=1

ou M = M, x---x M,. Si tous les My sont égaux & N, on note M = N2 {ou

N si A = {1,2,...,n}). Les (px: M — M,),, sont appelés les projections

cononiques.

THEOREME 2.2. Soit A une K -algébre. Toute famille (M)),c, de A-modules
admet un produit dans Mod A, unique & isomorphisme prés.

DEMonsTRATION. Il suffit, d’aprés le lemme, d’établir 'existence. Posons
M = {(z\)yea | Tn € Ma} et pa: {(Zu)yea — Ta. On définit des opérations sur
M par

(@ )aea T Wadaea = (@2 + ¥a)sea
(m)«).\EA a= (m’\a))\eA

pour (zx)yca eb {¥a)rea dans M et a € A, Alors M est muni d’une structure
de A-module et chaque py : M — M) est A-linéaire. Soit (M’ ,{Ph)rca) comme
dans la définition. Alors, pour 2’ € M’, la formule f(z') = (p}, ('), définit
évidemment la seule application A-linéaire telle que py f = p, pour tout A € A.[J

La notion de somme directe, ou coproduit, est la notion duale de celle de
produit, au sens ol on I'a vu dans la section précédente.

DEFINITION. Soit (M)},c, une famille d’objets d’une catégorie C. Une som-
me directe, ou coproduit (M, (ga),cs) de cette famille est la donnée d’un objet M
et d’une famille de morphismes (g : My — M), 4 telle que, si (M, (g}),c4) est
la donnée d’un autre objet 3’ et d’une antre famille de morphismes {¢} : My —
M) sea alors il existe un unique morphisme f : M — M’ tel que fgy = ¢ pour
tout X € A.
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M, LN M
|
|
qg\\ i
MJ’

On exprime cette propriété en disant que M est un objet universel (ou plus
précisément, universellement repoussant). L’unicité dans la propriété universelle
précédente peut &tre reformulée comme suit: si f et g sont deux morphismes tels
que fqx = ggx pour tout A € A, alors f = g.

LEMME 2.3. 5% une famille d'objets admet une somme directe, celle-ci est
unique 4 isomorphisme prés.

DEMONSTRATION. Duale de celle de (2.1) et laissée en exercice. O

Par abus de langage, on dit que M, s'il existe, est la somme direcie, ou le
coproduif, de la famille (M3),c4. On note alors M = @MA ou H M,. Si
AEA AEA

ki T
A={L,2,...,n}, on note M = @th HM"" M1 B M@ - - & M, ou encore
g1 il
M OMyI-. - II M,. Sitous les M, sont égaux & N, on note leur somme directe
N (ou N i A = {1,2,...,n}). Les (gy: My — M), sont appelés les
injections cenoniques.

THEOREME 2.4, Soit A une K-algébre. Toute famille (M), .p de A-modules
admet une semme directe dans Mod A, unique d isomorphisme prés.

DEMONSTRATION, 11 suffit d’établir I'existence. Soit M le sous-ensemble de
H My, formé des (x)),c, dont le support est fini: on voit de suite que M est
XEA
un sous-module de H M,. On définit, pour chaque A € A, q : My — M

A
par gy{z) = (y#)#EAAth th =x et y, = 0 pour pu # A Il est clair que gy est
A-linéaire. Sofent M’ et (¢} : My — M'),_, comme dans la définition. Alors,

pour (Zx)ycp € M, on a (®r)ycp = Z gx () {(en effet, la somme a un sens
AEA
car (£))yep ©st & support fini). Donc f ((m,\)AGA) = Z @4 (zy) définit la seule

AEA
application A-linéaire telle que fg, = ¢} pour tout A € A. O

On remarque qu’alors que les définitions de produit et de somme directe (qui
sont purement. catégoriques) sont duales, les constructions des objets correspon-
dants de Mod A (qui, elles, dépeudent des propriétés particulitres de Mod A) ne
le sont pas. Ce phénomene parajtra a plusieurs reprises dans 1’étude de Mod A
et s’exprime en disant que la catégorie Mod A n’est pas auto-duale (c’est-a-dire
n’est pas identique & la catégorie opposée}. Notons aussi que somme directe et
produit coincident lorsque 'ensemble d’indices est fini.
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Soit (M)),ca une famille de sous-modules d'un module M,4. On rappelle

que leur somme Z M, est définie comme étant Pensemble des sommes de la
AEA

forme Z z) oll ) € M) pour tout A € A, et la famille (z)),, est & support

AEh
fini. Par la définition de somme directe applignée aux injections canoniques

M, — Z M, il existe une application A-linéaire f : @ My — Z M, définie
AEA ACA AEA

(22)rea P Z T

ACA

par

En particulier, f est évidemment un épimorphisme. Si f est un isomorphisme,

de sorte que @ My Z My, on dit que la somme Z M, est directe,
ACA AEA ACA

PROPOSITION 2.5. Soit (My)ycp une famille de sous-modules d’un module
M. Les conditions sutvantes sont équivalentes:

(i) La somme Z M)y, est directe.
AEA

(ify Pour tout A € A, on a My N ZM# =0.
BEA
(iii) Si Z zy = 0 avec (z)) e, une fomille d support fini telle que x5 € M),

AEA
pour tout A € A, alors z) = 0 pour tout A € A.

(iv) Touwt z € ZM A §'éerit uniquement sous la forme z = Z Ty avec

AEA AEA
(zr)yca une fomille ¢ support fini telle que xx € M) pour tout X € A.

DEMONSTRATION. (i) implique (ii). Supposons la somme Z M, directe et
AEA

soit ) = Zmﬂ € Myn Z M, |. Alors —z + E:ar;,u =0, Soit ¥ = (%) ,ea
BN BEA HEA
défini par ¢y = —z et ¥, = z, pour v # X, alors f(y) = 0. Comme f est un
isomorphisme, y = 0 et done z) =0,
(i} implique (iii). Si Z z = 0 alors pour tout A € A, on a —z) = Z z, €
A€ BAEA

Myn ZM# = 0. Donc z) = 0.
BEN
(iif) implique (i). En effet, (iit) exprime exactement que le noyau de f est nul.
(iii} et (iv) sont équivalentes. En effet, si Zm)\ = Zy,\ avec (Tr)yea
AEA AEA
et (ya)aca d support fini et telles que zy, yx € My pour tout A € A, alors
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Z (zx — ya) == 0 donne x = y» pour tout A € A. Réciproquement, si Z Ty =

AEA AEA
0, l'unicité de Pécriture de 0 € M donne z = 0 pour tout A€ A. [0

Si un module M est somme directe de deux sous-modules M; et Ms, on dit que
M et M sont supplémentaires (dans M). D’aprés la proposition précédente,
c'est le cas st et seulement si M = M|+ M; et M0 My = 0. Enfin, on dit qu'un
sous-module N de M en est un facteur direct s'il existe un sous-module L de M

tel que M S N @ L.

THEOREME 2.6. Soient, dans une catégorie C, deuz farnilles d’objets (Ma)yca

et (No)gen: | @1 My — @ M, les injections associées ¢ la somme di-

REA AEA

recte de la premiére famille, et (pa : H N, — N,,) les projections associées
=pH

weD
au produit de lo seconde famille. Alors il eviste une bijection cenonique

Home (@ My [T N,) = ]I Home (8, No)
AEA FEL {Ao)EAXE
donnée par f — (Pafq,\)(,\,a)esz'

DEMONSTRATION. En effet, le diagramme

dm, - I~

pEA wED
‘L\T lpn'
Pefaa
M) - Ny

mentre bien qu’on a la une application. Elle est surjective, car si
(9oa: My = No)s oyeaxs

est un élément de H Home (My, N, ), alors, pour chaque A € A, la pro-
(A o)EAXE
priété universelle de H N, permet de définir un morphisme hy : M, — H N,
weD weD
tel que pyhy = g,a pour tout ¢ € X, puis la propriété universelle de @MJu
HEA
permet de définir un morphisme f : @ M, — H N, tel que fgu = hx pour
nEA wCE
tout A € A. On a bien g, = pohy = p.fq, pour tous A € A et ¢ € E. Enfin,
cette application est injective, car si p, faqy == p, f'gy pour tous A ¢ A et o € I,
I'unicité dans la définition du produit entraine que fgy = fgi pour tout A € A
et Punicité dans la définition de la somme directe entraine que f = f'. [
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COROLLAIRE 2,7. Soient A une K -algébre, (M), .p €t (No), ey devs familles

de A-modules, | g\ 1 My — @ M, les injeclions associées & la somme di-

HeA AEA

recte de la premiére famille el (pc, : H N, — Na) les projections associées
wEL ocED
ou produit de la seconde famille. Il existe un isomorphisme de K-modules

Hom 4 (@ M, H Ng) = H Hom 4 (M), Ny)

AEA oen (Mo)EAXT
donné par f — (paqu)(,\,a)e,\xz-

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que 'application donnée est K -linéaire,
et ¢'est immédiat au moyen des formules de (IL5). O

COROLLAIRE 2.8. Soient A une K-algébre, (N,) o une fumille de A-modu-
les, (pa : H N, — No) les projections assocides & son produit et M un
e

wEDL
A-module., Il existe un isomorphisme de K-modules

Hom 4 (M, 11 No) = | Homa (M, N,)

ocn cED
donné par f — (pof)pen O

COROLLAIRE 2.9. Soient A une K -algébre, (My), ., une famille de A-modu-

les, [ qy: My — @ M, les injections associées o sa somme directe et N

peEA AEA
un A-module. Il existe un isomorphisme de K-modules

HomA (@M)\,N) = H HOInA (M'\,N)

AEA AEA
donné por f — (farn)en O

On notera qu’alors que le foncteur covariant Homs (M, —) préserve les pro-
duits, le foncteur contravariant Hom g (-, N} transforme les sommes en produits.
Il existe un cas particulier important dont 1’étude nous permettra d'utiliser

une notation matricielle. Solent M, ..., M., et N1,..., N, des A-modules. On
note
H = [HOIIIA (Mj, N.L)]
Homy (M;, Ny) Homy (Ma,Ni) -+ Hompu (M, Ni)

Hom 4 (M, N2) Homgu (My,N3) <« Homy (Mg, Ng)

HomA(Ml,Nn) HOIHA(MQ,N,L) HOmA(Mm,Nn}




2. PRODUITS ET SOMMES DIRECTES. 59

I'ensemble des n X m matrices de la forme

fir fiz o fim

far Sz 0 fom
[fgl = | . : :

fnl fn2 fnm

ou fi; : M; — Nj est A-linéaire. Si on définit, pour (fij], [g;5] € Het o, G € K
[fisla + [gislB = [fiza + 94551
il est clair que A est muni d’une structure de K(-module.

CORCLLAIRE 2.10. Avec les notations précédentes, on o un isomorphisme de

K -modules
Tt

Hom 4 éMj,EBNi S H
i=1 (=1

i=

n
donné per f — [pifq;] ot p; : @Nk — N, est lo projection canonique et
m k=1
q; My — EBMg Uingection canonique,
£=:1

n k1

DEMONSTRATION. En tant que A-modules, on a EBNQ; = HN?;. Il ne reste
i=1 i=1

plus qu’a appliquer (2.6) en observant que H est isomorphe (en tant que K-

module) au produit H Hom 4 (M;, N;).O
(4,4)

Le corollaire précédent prend tout son intérét si les M; coincident avec les ;.

m m
Dans ce cas, on a un isomorphisme de K-modules H = Homy4 EB M;, @ M
=1 =1

m
= Endg @ M; ]. Or le terme de droite est une K-algébre. Nous allons mon-
j=1
trer que H est aussi une K-algébre et que 'isomorphisme précédent est un iso-
morphisme de K-algébres. En effet, on peut définir une multiplication dans H
comme on le fait ordinairement pour les matrices, c’est-a-dire par la régle

[945] [fi5] = [has]

oll h.ij = Zgikfkj S HOI‘[]A (Mj,M,;).
k=1

ProprosITION 2.11. Awvec les définitions précédentes, H est une K-algébre

m
isomorphe ¢ Endg @Mj
=1
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DEMONSTRATION. La vérification que H est une K-algébre est un exercice
facile. Pour montrer le deuxidme énoncé, il faut montrer que I'isomorphisme de

m

K-modules ¢ : End, | @D M; | — H défini dans (2.10) par f — [p; fgs] est un
=1

morphisme d’algébres. Pour cela, observons que les p; et g; satisfont les identités

QP+ @p2 -+ F GmPm = Loy, Pid; = Lag pour tout § et p;g; = 0 pour i # j.
On voit donc de suite que ¢ (1gn;) = [pig;] est la matrice identité. Soient donc

f,geEndy @MJ’ . Alors
i=1
w(gf) = |pigfa] = [pig (Chey aerr) fa5]
[ (pigax) (pxfas)] = [pigax] [pefas]
p(9)e(f). O
COROLLAIRE 2.12. Sovient A une K-algébre, M un A-module, alors

il

End, (M(“)) = M, (Bnda(M)). O
COROLLAIRE 2.13. Soient A une K-algébre, My,... , M,, des A-modules tels
m m
gue Hom 4 {M;, M;) = 0 pour i # j. Alors Endy @Mi = HEHdA M;. O

i=1 i=1
3. Modules libres.

Soit M un A-module. Un ensemble (23}, d'éléments de M est dit libre ou
linéairement indépendant si, pour toute famille {(ay), 4 d’éléments de A telle que

(zaoa)aca soit & support fini, la relation Z xzaay = 0 entraine a) = 0 pour touf

AEA
A € A, Un ensemble X qui n’est pas libre est dit lié ou linéairement dépendant.

Une base d’un module M est par définition une famille libre d’éléments de M
qui engendre ce dernier. Bien sfir, il n’est pas vrai que tout module ait une base.
Par exemple, si M est un groupe abélien d’ordre fini n, toute famille non vide
d’éléments est lide (car, pour x dans cette famille, on a xn = 0) donc M n'a pas
de base. La notion de base est liée & la propriété universelle suivante.

DEFINITION. Soit X un ensemble. Un A-module libre sur X est la donnée
d’un A-module L{X)4 et d’une application jx : X — L(X) telle que, si M
est un A-module et f: X — M est une application, alors il existe un unique
morphisme de A-modules f: L{X) - M tel que fix = f.

x X, LX)
; L
M

11 est utile de reformuler 'unicité comme suit: si f,g : L(X} — M sont deux
applications linéaires telles que fix = gjx, alors f = g.
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LEMME 3.1. Soit X un ensemble. Un module libre sur X, s'il existe, est
unique & isomorphisme preés.

DEMONSTRATION. Nous avons déja rencontré ce raisonnement (voir (2.1)),
nous allons néanmoins le répéter. Soient L, L' deux modules libres sur X et
j:X o L, '+ X » I les applications correspondantes. Il suit de la définition
qu’il existe des applications A-lindaires f : L — L' et ' : L’ — L telles que
§'=fietj=Ffj"

x 1,

SN

-t

3

X — L
x| [
X ;» L

Mais alors 1,4 = § = f'f7 et l'unicité donne f'f = 1y. De méme, ff' =1;. O

THEOREME 3.2. Pour tout ensemble X, il existe un A-module libre sur X,
unique & isomorphisme preés.

DEMONSTRATION. 11 suffit d’tablir Pexistence. Soit L(X) = AL (Cest-a-
dire une somme directe de copies du A-module A 4, indexée par X, voir la section

2N et jx: X = L{X), A et = (e;}),uEX ol €} = I tandis qne e} = 0 si u# A.
En particulier, tout élément de L{X) s'écrit Z e*ay avec (a)),ex une famille

AEX
d*éléments de A A support fini. Si f est une application de X dans un A-module,

la seule application lindaire f : L{X) — M telle que fix = f est définie par

s (Z EAM) =Y F( o= Fix(Nar= Y fVax.

AEX AEX AeX AEX

Comme cette dernidre formule définit bien une application linéaire, cela achéve
la démonstration, O

Par abus de langage, on appellera L(X) le module libre sur X. Un module L

est dit fibre g’il existe un ensemble X tel que L = L(X).

Un exemple est le suivant. Un élément du module libre L(N)x = K (N} est
une suite (Zn)neny d’éléments de K telle que , = 0 sauf pour un nombre fini
de m, ce qui revient A dire qu'il existe ng € N tel que n > ng entraine z, = 0.
Comme par ailleurs les opérations de K (N) se font par coordonnées, on en déduit
un isomorphisme de K-modules KM = Kt].

Comme nous 'avions dit, la notion de medule libre est liée & celle de base.

THEOREME 3.3. Un A-module L est libre si et seulement s'il posséde une base.
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DEMONSTRATION, Si L= L(X) pour un X, alors L= A}, Qu affirme que
’ensemble des éléments e* = (eﬁ)pex définis par e§ =1et ef; =0sl A # pu,
constitue une base de L. Comime tout élément de L(X) &écrit sous la forme
Z e*ay avec (@r)yex une famille d’éléments de A & support fini, alors les et
rex
engendrent L. Quant & l'indépendance linéaire, on observe que Z etay =0

AEX
signifie que (@), cx = 0 daus AX) C AX. Donc ay = 0 pour tout A.
Réciproquement, si L admet une base notée (e‘\)AE x» ON Va prouver que

L= L{X). Soit en effet § : X — L donnée par A — e 8i f est une
application de X dans un A-module 3, on prend, pour chaque £ € L sa
décomposition (unique par définition) en combinaison linéaire des termes de la

base £ = Z e*ay. Alors f donnée par

AEX
(Z € ﬂA) (Z j(A)GA) =" (Fi) Maxr= )" F(Naa
AEX AEX AEX AEX
est la seule application A-linéaire telle que fj = f
I
i
N L
M

On voit que, si L = L{X) est un module libre sur X, alors X s'identifie &
une hase de L. La propriété universelle définissant un module libre s’exprime en
disant qu'une application linéaire dont la source est un module libre est unique-
ment déterminde par les valeurs qu’elle prend snr uue base de celui-ci. Cest ce
qu’on appelle en alpébre élémentairve le théoréme du prolongement linéaire.

Nous avons un théoréme classique d’existence.

PROPOSITION 3.4. Soit A un corps (peut-étre gauche). Si X engendre le A-
module M et E est une partie libre contenue dans X, alors il eriste une base B
de M telle que EC BC X.

DEMONSTRATION. On considére 'ensemble £ des parties E' de M qui sont
libres et telles que E C E' C X. Cet ensemble £ est ordonné par inclusion et non
vide {(car E € £). Si F est une chaine contenue dans £ et E” = | Jy., Y, alors
E" est libre (car toute partie finie de £’ est dans un Y), donc E” est, un majorant
pour F. Le lemme de Zorn entraine que £ a un élément maximal B, Comme B
est libre, il reste & montrer que B engendre M, et pour cela il snffit de montrer
(puisque X engendre M) que tout z € X est combinaison linénire d’éléments de
B. 8ir € B, il n'y a rien & prouver, 8i z ¢ B, la maximalité de B entraine que
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BU{z} n'est pas libre, donc il existe une combinaison linéaire za+ Z zyay =0
A
avec 0 £ a € A4, a) € A et ) € B. Par conséquent = = — Z:I:,\a,\a_l. a
A

COROLLAIRE 3.5. Soit A un corps (peut-étre gauche). Tout A-module est
libre, [

Dans cette situation, tout A-module est un A-espace vectoriel et on vient de
montrer que tout A-espace vectoriel admet une base.

PROPOSITION 3.6. Tout A-module M est quotient d’un A-module libre L. En
outre, ai M est de type fini, L peut aussi étre choisi de type fini.

DEMONSTRATION. Soient M4 un A-module et X une partie de M qui engen-
dre celui-ci (par exemple X = M). L’inclusion i : X — M induit un morphisme
f: AX) 5 M rendant commutatif le diagramme

ix

X —— AX)

I
L
M

Comme tout z € M est combinaison linéaire des éléments de X (et Pimage de f
contient X), alors f est un épimorphisme.

Si M est de type fini, et engendré par {z1,... ,z,}, on peut répéter le raison-
nement avec L = A de base {e1,... ,en}. Le morphisme f est alors défini par
fe;) = z; (ot 1 <4 < n) et la propriété universelle de A™. O

COROLLAIRE 3.7. Soitt M un A-module. Il existe une suite exacte Ly —
Lo — M — 0 avec Ly el Ly libres.

DEMONSTRATION. On appligue la proposition successivement 4 M et au no-
yvau de 'épimorphisme Lg — M. O

Une telle suite exacte s’appelle une préseniation libre de M. Si en outre Ly
et Ly sont de type fini, on dit que M est de présentation finie. 8’il est clair que
tout module de présentation finie est nécessairement de type fini, la réciproque
n'est pas vraie: en effet, si M est de type fini, on peut, par (3.6), choisir Iy
de type fini, mais le noyau de Lo — M n’est généralement pas de type fini et
par conséquent L; non plus n’est généralement pas de type fini, On reviendra
la-dessus an chapitre VL

Une présentation libre d'un module peut étre comprise comme une approxi-
mation de ce module par des modules libres. I’existence de présentations libres
s'avere utile quand un calcul s’opére plus facilement sur un module libre que sur
un module arbitraire & condition, bien siir, que ce calcul soit compatible avec le
passage aux conoyaux. Nous verrons plusieurs exemples de tels calculs.

Il existe un procédé standard d’utilisation de la propriété universelle définis-
sant un module libre pour construire un foncteur Ens — Mod A. Ce procédé est
dit de fonctorisation.
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Soient X,Y deux ensembles et f : X — Y une application. Il suit de la pro-
priété universelle définissaut les modules libres qu'il existe un unique morphisme
de A-modules L(f) : L{X) — L{Y) rendant commutatif le carré

x 2, X
|
s LL(f)
| ol
JY

Y —— L{Y)

Ii est clair que L {1x) = 17(x). Solent d’autre part deux applications f : X — Y
et g:Y — Z. On a un diagramme commutatif:

X LN L(X)
{
f VL)
l _ ]
y 2L L)
|
g [ .L{g)
l , l
1z

7z ——— L(Z)

Done L(G)L(f)ix = jzgf = L{gf)ix et, par Punicité, L{gf) = L(g)L(f). Ainsi
L : Ens — Mod A est un foncteur covariant.

Cela nous permet d’'énoncer de fagon élégante la propriété universelle: eu effet,
celle-ci dit que, pour tout A-module M et tout ensemble X, on a une bijection

HOIIIEDB(X, M) = HDmA(L(X), M)

oll, & gauche, M est considéré comme un ensemble (c’est-a-dire est 'image du A-
module M par le foncteur oubli Mod A — Ens). Cela nous améue a la définition.

DErINITION. Scient C, D deux catégories, FF : C = D et G : D — C deux
foncteurs. On dit que F' est adjoint 4 gauche de G, ou que G est adjoint d droite
de F, ou que la paire (F, G) est une paire adjointe si, pour chaque objet X de C
et chaque objet M de D, il existe une bijection

¢x,m : Home (X, GM) = Homp(FX, M)
at que celle-ci est fonctorielle en chaque variable.

Si par exemple F' et (7 sont covariants, la derniére phrase s’explicite en disant
que si f: X — Y est un morphisme de €, et ¥ : M — N un morphisme de D,
alors les diagrammes suivants sont commutatifs

PX.M
Home(X,GM) —— Homp(FX, M)
Homc(f,GM)T THDmp(Ff,M)
VY, M

Home(Y,GM) ——— Homp(FY, M)
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X, M
Home(X,GM) — Homp (FX, M)
Home (X,Gu}l J'Hom-p (FX,u)
PX.N
Homg(X,GN) —— Homp(FX,N)

On a vu plus haut que le foncteur module libre L : Ens — Mod A est adjoint &
gauche du foncteur oubli (la fonctorialité est un exercice facile laissé au lecteur).
Mous verrons d’autres exemples d'adjonctions plus loin.

Nous achevons cette section en montrant que l'on peut définir une notion
d’objet libre dans la catégorie des K-algebres, de la méme fagon que nous avons
défini celle de module libre.

DEFINITION. Soit X un ensemble. Une K-algébre libre sur X est la donnée
d’une K-algebre K (X) et d’une application jx : X — K(X) telle que, si A est
une K-algébre et f : X — A une application, alors il existe un unique morphisme
de K-algtbres f : K{X) — A tel que fj = f.

x -1 K(X)

7

‘-_‘_‘
S

THEOREME 3.8. Pour tout ensemble X, il existe une K-algébre libre K{X)
sur X, unique & isomorphisme prés.

DEMONSTRATION. L'universalité garantissant Punicité, il suffit de montrer
Lexistence. Soit M(X) Pensemble des mots sur l'alphabet X = {zx | A € A},
Cest-d-dire des suites finies d’éléments de X, y compris la suite vide (notée 1}.
On définit K(X) comme étant le K-module libre de base M(X}): donc K{X) =
KWMX)) en tant que K-module. Si on note ¢, = Ty, *+« T, POUr toute suite
d’indices & = (A1,--- ;Am), chaque élément de K(X) s'écrit uniquement = =
Z £, ol la somme porte sur toutes les suites finies o d’éléments de A et {0 ),

o
est une famille d’éléments de K & support fini. On définit la mnltiplication de

deux vecteurs de base par juxtaposition: si o = (A1,...,Am} et p= {p1,-.. ,n)

alors Z,&, = Tap 0 6p = (A1,... ,Am, P15+ , Pn) €t ON prolonge par bilinéarité:

sixz = Z:z:ga,, et y = Zmpﬁp alors zy = ch,pa,,ﬁp. 11 ne reste plus qu’a
a 4 ap

vérifier la propriété universelle. On prend évidemment jy égale & l'inclusion
canonique de X dans K(X). Si la paire (4, f) est comme dans la définition,
le seul morphisme de K-algébres f : K(X) — A tel que fj = f est donné

par f (Z mgaa) = Zaaao oll, pour o = (Ar, ..., Am), o0 & a; = f(T,) =
f(wn)f?mz)'”f(wx:)‘ O

Par abus de langage, on dira encore que K{X) est P'algébre libre sur X.
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Par exemple, si X = {t} alors K{X) = K{t]. Notons que, si x et y sont deux
éléments distincts de X, alors zy # yz dans K (X): par conséquent, K (X} n’est
pas commutative si card X > 1.

4, Catégories linéaires et abéliennes.

DEFINITION, Soit K un anneau commutatif. Une catégorie C est dite K-
linéaire (ou simplement linéaire, si aucune confusion n’est & craindre) si:

(L1) Pour toute paire d’objets X,Y de C, 'ensemble Hom¢(X,Y) est un K-
module.

(L2) La composition de C est compatible avec la structure de K-module des
ensembles de morphismes (c’est-a-dire est K-bilinéaire):

go (fron + facz) = (go i) ou + (90 fa) ag
(181 + g2B2) o f = (gro ) P1+ (gao ) B2

sif,fi,fa: X—Y,0,0,9:Y > Ze o, 00,0 kK.
(L3) Toute famille finie d’objets de C admet un produit et une somme directe
dans C.

Une catégorie Z-lindaire est dite additive. Donc, pour tout X, une catégorie
K-linéaire est additive.

Soit X un objet d'une catégorie K-lindaire C. 1l suit de (L1} et (L2} que le
K-module Ende X est une K-algébre. Nous utiliserons cette remarque par la
suite.

ExXEMPLES 4.1. (a) Pour toute K-alggbre 4, Mod 4 est K-linéaire.

{b} Ens et Gr, comme Top, ne sont pas linéaires.

(c} On sait que Ab{= ModZ)} est Z-linéaire. Soit DivZ la sous-catégorie
pleine de Ab formée des groupes abéliens divisibles, c’est-a-dire des groupes G
tels que nG = G pour tout n € N. Alors DivZ est aussi Z-linéaire: il suffit de
vérifier que toute famille finie de groupes divisibles a une somme directe et un
produit gni sont divisibles. Solent &, H deux groupes divisibles. Alors n¢G =&
et nH = H pour tout n € N, Soient g € G, h € H. Pour tout n € N, il existe
g € Get h' € H tels que g = ng’, h =nh/. Donc g+ h =n(g’ + k') en(Ga H)
et GO H C n{G o H). Comme l'inclusion inverse est triviale, on a I'égalité. De
méme pour le produit.

(d) On considére, pour un corps K, la catégorie des triplets (E, F, f) oll E, F'
sont deux K-espaces vectoriels et f : E — F est linéaire (voir exemple (1.1}(h)).
Cette catégorie est K-linéaire.

(e) Soient K un corps et I un ensemble ordonné fini. Un espace vectoriel
filtré est la donnée d’un K-espace vectoriel £ muni d’une famille de sous-espaces
(E3);c; compatible avec I'ordre de I, c’est-a-dire telle que i < j entraine £; C Ej.
Un morphisme f : (B, (E;},c;) — (F,(F;);e;) est une application K-linéaire
f: E — F telle que f{E;) C F; pour tout ¢ ef la composition est la composition
usuelle des applications. Cela donne une catégorie [-Esp qui est K-linéaire.

{f} Si C est K-linéaire, C°P Pest aussi.
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La notion naturelle de foncteurs entre catégories linéaires est évidemment celle
qui préserve la structure de K-module des ensembles d’homomorphismes.

DEFINITION, Soient K un anneau commutatif et C,D deux catégories K-
linéaires. Un foncteur F : C — D (covariant ou contravariant) est dit K-linéaire
si, pour chaque paire de morphismes f, g : X — Y de C et chaque paire d’éléments
a,feK,ona

F(fo+gp) = F(fla+ F(g)B.

En d’autres termes, un foncteur covariant (ou contravariant) ¥ : C — Dest K-
linéaire si et seulement si, pour chaque paire d’objets X, Y de C, 'application de
Home(X,Y) dans Homp(FX, FY) (ou Homp (FY, FX), respectivement) définie
par f - Ff est K-linéaire (c’est-d-dire est un morphisme de K-modules).

Par exemple, si C est une catégorie K-linéaire et A un objet de C, les foncteurs
C — Mod K définis par

Homg(M, ) : X — Home(M, X), f+ Home(M, f)
Home(—, M) : X — Home{X, M}, f+ Home(f, M)

(voir exemple (1.2)(e)) sont K-linéaires.

Sauf si spécifié autrement, tous les foncteurs entre catégories K-linéaires que
nous verrons par la suite sont K-linéaires.

Venons-en & l'axiome (L3) qui affirme Pexistence de sommes et produits finis.
Si on applique 'axiome (L3) & la famille vide, on voit que le produit de cette
famille (unique & isomorphisme prés) est un objet F tel que, pour tout X dans
C, il existe un unique morphisme X — F (qui, d'aprés (L1), est nécessairement
le morphisme nul): F est appelé objet final De méme, la somme directe de
la famille vide est un objet I tel que, pour tout ¥ dans C, il existe un unique
morphisme I — Y (nécessairement nul): I est appelé objet initial. Donc toute
catégorie K-linéaire contient un objet initial et un objet final (dont nous verrons
plus loin qu’ils sont isomorphes). Par exemple, dans Mod A, l'objet O est 4 la
fois initial et final. Par analogie, on appelle objet nul {et on note 0} I'objet initial
et final d'une catégorie linéaire.

Nous avons déja remarqué que dans Mod 4, la somme directe et le produit
d'une famille finie coincident, Nous montrerons que c'est le cas dans toute
catégorie linéaire (ce qui entrainera qu'objet initial et objet final coincident).
Pour cela, nous aurons besoin d*une définition.

DEFINITION. Soit {X;, X, ..., X} une famille finie d’objets d’une catégorie
lindaire C. Un biproduit de cette famille est la donnée d’un objet X et de mor-
phismes p; : X — X;, ¢; : X; — X (ot 1 <4 < n) tels que

(1) qup1+ qopa + -+ + @upn = 1x
(2) pig; =0sidi#j
pig; = lx, pour tout i.

Observons que cette notion est auto-duale (c'est-a-dire est identique & sa
duale).
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n
Par exemple, si ¢ = Mod A4, ol A est une K-algébre, on prend X = H X =

N d==1
@Xi avec p; 1 X — X;, et ¢ ¢ X; — X respectivement la projection et

i=1
Finjection canoniques.

THEOREME 4.2. Soient C une catégorie linéaire et {X1,... , X,} une famille
finde d’objets de C. Alors (X, (p§)1<i5ﬂ) est un produit des X; si ef seulement

8'il ewiste des morphismes (g; : Xi — X)) c;cn tels que (X, (ps, qi)15i5n) soit un
biproduit des X;.

DEMONSTRATION. Nécessité. Afin de définir les ¢;, on considére pour 1 <
J < n, les morphismes §;; : X; — X; définis par 8; = 1x, et §;; = 0si ¢ # 7.
Par définition du produit, il existe un unique morphisme ¢; : X; — X tel que
Diq: = ‘Sji-

X, -2, x
L
X;

ki3 n n
Il reste & montrer que Zqip,; = lx. Mais p; (Z Qipi) = ZPjQiPi =
i=1

=1 3=
n
Zéjip.; = p; == p; + 1x pour chaque 1 < § < n et 'unicité dans la définition du
i=1 .
produit donne bien Z a:m; = lx.
i=1

Suffisance. 1l suffit de vérifier que (X, (p;);) satisfait la propriété universelle.
Or,si (fi 1 Y — X;), <, est une famille donnée de morphismesetsi f: ¥ — X

T
est tel que p;f = f; pour tout ¢, alors nécessairement f = (Z qz-pi) f =
i=1

n
> afi
i=1

X, & x
PNL
Y

n
Réciproquement, f = Zq,; [ satisfait p; f = f; pour tout 7. O

i=1
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THEOREME 4.3. Soient C une catégorie linéaire et {X1,... , X, } une famille
finie d’objets de C. Alors (X, (Qi)lgign) est une somme directe des X; si et seule-

ment s’il existe des morphismes (p; 1 X — Xi)yc;¢,, tels que (X, (p%'?qﬂ')lgign)
30t un biproduit des X;.

DEMONSTRATION. Duale de la précédente et laissée au lecteur. O
On déduit de ces deux théordémes le corollaire suivant:

COROLLAIRE 4.4, Soit C une catégorie lindaire. Pour toute famille finie d’ob-
jets de C, le produit et lo somme divecte sont isomorphes, En particulier, objet
initial ef ['objet final de C sont isomorphes. [

Ce résultat justifie d’appeler objet nul de C (et de noter 0) tout objet initial
et final de C. 1l est clair que si F : € — D est un foncteur linéaire entre deux
catégories linéaires C, D on a F(0) = 0.

La terminologie employée pour les applications linéaires se prolonge de fagon
évidente aux morphismes d’une catégorie linéaire.

DEFINITION. Soit C une catégorie linéaire.

(1) Un morphisme f de C est un monomorphisme si fg = fh implique g = h
on, de fagon éqnivalente, si fg = 0 implique g = 0.

(ii) Un morphisme f de C est un épimorphisme si gf = hf implique g = h
ou, de facon éqnivalente, si gf = 0 implique g = 0.

Ces notions sont évidemment duales Pune de 'autre.

ExeEMPLES 4.5. (a) Dans Mod A, les monomorphismes {on les épimorphismes)
coincident avec les morphismes injectifs (ou surjectifs, respectivement) (voir (IL.
2.3)). Plus généralement, dans une catégorie concréte, les morphismes injectifs
{ou surjectifs) sont des monomorphismes (ou des épimorphismes, respectivement)
mais la réciproque est fausse comme le montre ’exemple suivant,

(b} On considére la catégorie Z-linéaire DivZ de l'exemple {4.1}{c). Il est
facile de voir que @ est un objet de DivZ et que si G est un groupe abélien
divisible, alors tout quotient de G Pest aussi (par exemple, /Z est divisible).
Le morphisme canonigue p : Q — Q/Z est un monomorphisme dans DivZ. En
effet, si f : G — (Y est un morphisme non nul, alors il existe 2 € G tel que
fla) =L #0 et s #+£1 (sinon, en effet, Im f C Z qui n'est pas divisible alors
que Im f Pest). Soit b € G tel que 7b = a. Alors rf(b) = f(a) = L donne
Fh = % Par conséquent {pf){b} # 0. On a montré qune f 7 0 implique pf # 0:
p est bien un monomorphisme, mais n'est pas injectif.

(c) Pour les lecteurs ayant quelques notions sur les groupes topologiques, on
prend C la catégorie dont les objets sont les groupes abéliens topologiques séparés
et les morphismes sont les homomorphismes continus. Elle est Z-linéaire. On
affirme qn'nn morphisme f: X — Y de C est un épimorphisme si et seulement
si Im f est dense dans Y. En effet, si la fermeture Y/ de Im f est distincte de Y,
le quotient Y/Y' est un objet de C. Soit g: ¥ — Y /Y’ l'application canonique.
Comme Y’ # Y, on a g 0. Mais gf = 0, donc f n’est pas un épimorphisme.
Réciproquement, supposons que £ est un objet de C et g : ¥ — Z est tel que
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gf = 0= 0f. Alors les applications continues g et 0 coincident sur Iin f qui est
dense dans ¥. Donc g = 0. Par conséquent, considérons l'inclusion ) — R. On
vient de montrer qu’elle est un épimorphisme. Elle est aussi un monomorphisme,
mais bien siir pas un isomorphisme.

Les propriétés suivantes des monomorphismes et épimorphismes sont faciles
a vérifier.
(i} Si fg¢ est un monomorphisme, g l'est aussi.
(ii} Si f et g sont des monomorphismes, et fg existe, alors fg est un mono-
morphisime.
(iii) Si fg est un épimorphisme, f I'est aussi.
(iv) Si f et g sont des épimorphismes, et fg existe, alors fg est un épimorphi-
sme.
(v) Si f est un isomorphisme, alors f est un monomorphisme et un épimor-
phisme.

La démonstration est laissée au lecteur. Notons que la réciproque de (v)
n'est pas vraie en général, comme le montrent les exemples (4.5)(b){c). Elle est
néanmoins vraie dans la catégorie Mod 4, ol A est une K-algébre.

DEFINITIONS. Soit X un objet d’une catégorie lindaire C. Un sous-objet de
X est une paire (Y, f) telle que Y est un objet de C et f : ¥ — X un monomor-
phisme. Un objet quotient de X est une paire (Z, g) telle que Z est un objet de
Cet g: X — Z un épimorphisme.

Ces notions sont. encore duales 'une de "autre. Si par exemple C = Mod 4, on
retrouve les notions usuelles de sous-module et de module quotient. De méme,
on peut définir des notions de noyau et conoyau dans une catégorie linéaire.

DEFINITION. Soit f : X — Y un morphisme d’une catégorie linéaire C. Un
noyau de f est une paire (U,u), ol U est un objet de C et © : U — X est un
morphisme tel que:

i) fu=0.
ii) Si o' : U/ — X est un morphisme tel que fu' = 0, il existe un unique
morphisme g : U7 — U tel que v’ = ug.
" f

Ur

Il n'est pas évident qu’un morphisme donné f ait un noyau dans C mais,
si c’est le cas, celui-ci est unique (par un raisonnement maintenant familier) &
isomorphisme prés. On note alors U = Ker f et = ker f. Dans Mod A, on a
vu {exercice (IL.10)) que cette notion coincide avec la notion classique de noyau.

Si (U, u) est un noyau de f: X — Y, alors il est un sous-objet de X: en effet,
pour montrer que % : U — X est un monomorphisme, supposons uv = 0 avec
v:V — U. Alors uv = 0 = u0 donne, par Punicité, v = 0,
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U m f
Vv _T_i bF—X-—>Y
La notion duale est la suivante.

DErINITION. Soit f : X — Y un morphisme dune catégorie linéaire C. Un
conoyar de f est une paire (U, u), ot U est un objet de C et w:Y — U est un
morphisme tel que:

i) uf =0.
i) Siw' : Y — U’ est un morphisme tel que »'f = 0, il existe un unique
morphisme g : U — U’ tel que gu = /',

f
X . Y — U
§
{

Il n’est pas évident qu'un morphisme donné f ait un conoyau dans C mais, si
c’est le cas, celui-ci est unique & isomorphisme prés. On note alors U = Coker f
et u = coker f. Dans Mod 4, on a vu (exercice (II.11}) que cette notion coincide
avec la notion classique de conoyau.

Enfin, on mentre aisément que tout conoyau de f : X — Y est un objet
quotient de ¥,

LEMME 4.6. Soit C une catégorie linéaire.

(i) f est un monomorphisme si et seulement si Ker f = 0.
(i) f est un épimorphisme si et seulement si Coker f = 0.
DEMONSTRATION. Résulte immédiatement des définitions. (1

Nous voulens arriver & la notion de factorisation canonique d'un morphisme
et pour cela, devons définir la notion d’image (ainsi que la notion duale).

DEFINITION. Soient C une catégorie linéaire et f: X — Y un morphisme de
€. On définit Pimage Im f et la coimage Coim f de f par:

Im f = Ker(coker f},
Coim f = Coker(ker f).

Ces objets n’existent pas toujours mais, s’ils existent, sont uniques & isomor-
phisme prés. On affirme que dans le diagramme résultant

Kerf —— x — % v " Cokerf
v E
Coim f ——f—r Im f

(ol p: X — Cokeru, j : Kerv — Y sont les morphismes dont I'existence est
assurée respectivement par la définition du conoyau et par celle du noyau) il
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existe un unique morphisme f : Coim f — Im f tel que f = 4fp. Le morphisme
f est dit canonique, et la factorisation f = 7fp est appelée la factorisation ou
décomposition cenonique de f.

En effet, comme vf = 0, il existe un morphisme A : X — Im f tel que f = jh
{car § = kerwv). Alors jhu = 0 donne hAu = 0 car j est un monomorphisme.
Done il existe f : Coimf — Im f tel que fp = h (car p = cokeru). On a
bien jfp = jh = f. Cela donne Pexistence. L’unicité vient de ce que j est un
monomorphisme et p un épimorphisme.

Par exemple, si C = Mod 4, alors

Coker{ker f} = X/ Ker

tandis que
Ker(coker f} = f(X)

et il suit de (IL. 4.1) que f est un isomorphisme. Cela nous améne 4 la définition.

DiFINITION. Une catégorie K-linéaire C est dite K -abélienne (ou simplement
abélienne, si aucune confusion n’est & craindre) si:

(Abl) Tout morphisme de C admet un noyau et un conoyau.
(Ab2) Pour tout morphisme f de C, le morphisme canonique f est un isomor-
phisme.

Par exemple, Mod A est abélienne. Le lemme suivant montrera que DivZ ne
Pest pas. D’autre part, une catégorie C est abélienne si et seulement si C°P Dest
aussi,

Dans une catégorie abélienne, si f : X — Y est un monomorphisme, on note
souvent Y/ X le conoyau de f.

LEMME 4.7. SoientC une catégorie abéliennne et f un morphisme deC qui est
& le fois un monomorphisme et un épimorphisme. Alors f est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Si f est un monomorphisme, alors Ker f =0et 1x : X —
X est le morphisme canonique p : X — Coim f. De méme, 1y est le mor-
phisme canonique j : Im f — Y. L’unicité de f donne f = f et donc f est un
isomorphisme. O

La notion de suite exacte se définit comme dans une catégorie de modules;
une suite d’'objets et de morphismes dans une catégorie abélienne
fiva Fi
e X Xy S X —
est un compleze si f; fiy1 = 0 pour tout 4. Elle est dite exacte en X; si Im fiyq1 =
Ker f;. Enfin, elle est dite exacte si elle est exacte en chaque X;. Notons que
cette définition a du sens dans des catégories telles que seul I'axiome (Ab1) est

satisfait {existence de noyaux et de conoyaux): de telles catégories sont parfois
dites pré-abéliennes.
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EXEMPLES 4.8. (a) La suite 0 — X ¥ est exacte en X si et seulement
51 f est un monomorphisme.

(b) La suite X L, ¥ — 0 est exacte en Y si et seulement si f est un
épimorphisme.

(¢) La suite 0 — X L, ¥ — 0 est exacte si et seulement si f est un
isomorphisme.

(d) Une suite exacte de la forme

0—X -y Sz 0

est dite courte. Pour une telle suite, f est nn monomorphisme, g un épimorphisme
et X = Im f = Kerg (de méme, Z = Coker f). On dit aussi que cette snite est
une ectension de X par Z.

(e) Soient X, Z denx objets d'une catégorie abélienne C, g1 : X - X @ Z,
g2+ Z — X ® Z les injections canoniques et p1 : X B Z = X, m: XS Z = Z
les projections canonignes, On affirme que la suite

00— XN xez 2720

est exacte. En effet, il suit de pyg1 = 1x que g1 est un monomorphisme, et
de pagz = 1z que po est un épimorphisme. Il reste & montrer que X = Ier py.
Onapep = 0. Soit f:Y — X P Z tel que pof = 0. Alors f = lygzf =
(qpr+@ep2) f=aipif = a1 (p1f) avee pif 1 Y — X,

Le dernier exemple se laisse généraliser.

DEFINITION. Soit C une catégorie linéaire.

{1} Un morphisme f : X — Y est appelé une section de C s'il existe un
morphisme g : Y — X de C tel que gf = 1y.

(2) Un morphisme f: X — Y est appelé une rétraction de C s'il existe un
morphisme g: Y — X de C tel que fg = 1v.

Ces deux notions sont duales. Toute section est un monomorphisme et toute
rétraction est un épimorphisme, Tout isomorphisme est & la fois une section et
une rétraction. Dans P'exemple (4.8)(e), ¢; et gz sont des sections tandis que
m et po sont des rétractions. En fait, nous montrerons que ces notions sont
étroitement liées & celle de somme directe.

DEFINITION, Soit C nne catégorie abélienne. Une suite exacte courte

0—wx Ly 4L z_0

est dite scindée s'il existe un isomorphisme h : ¥ — X & Z tel que le diagramme

0 v X ! > Y ! y 7 y 0
1xl lh llz
0 y X 2 XeZ — Z 0
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soit commutatif, ol qy : X = X ®Z et pp : X HZ — Z désignent respectivement
Pinjection et la projection canoniques.

THEOREME 4.9, Soit 0 — X — ¥ %4 Z — 0 une suite ezacte courte
dans une catégorie abélienne C. Les conditions sutvanies sont équivalentes:

(i) La suite est scindée.
(ii) f est une section.
(iii) ¢ est une rélraction.

DEMONSTRATION. On prouve 'équivalence de (i) et (i), celle de (i) et (iii) se
montrant dualement.

Nécessité. Supposons la suite donnée scindée, notons g1 : X — X @ Z,
g2 1 Z — X & Z les injections canoniques et ;1 : X @ Z - X, pp: X D Z — £
les projections cancniques. Alors f' : ¥ — X définie par f' = p;h satisfait
f'f =pihf = p1q1 = 1x. Donc f est une section,

Suffisance. Soit f/ : ¥ — X telle que f/f = 1x. On cousidere 1y — ff' :
Y=Y Ona(ly ~ffYf=7Ff-f=0 Commeg = coker f, il existe un
unique ¢’ : Z — Y tel que 1y — f f' = ¢’g. Il suffit de moutrer que (Y, f,¢’, f', 9)
est un biproduit de X et Z (par (4.3})). Oron a f'f = 1, gf = 0. D’autre
part, lzg = g = gly = g(ff' + ¢'g) = 9¢’9. Comme g est un épimorphisme,
99’ = 1z. Enfin, ¢’ = 1yg' = (ff' +¢'g)¢' = ff'g' + ¢’ donne ff'g" = 0 done
f'¢" =0, car f est uu monomorphisme. [

Silasuiteexacte 0 — X — Y — Z — O est scindée, ona Y S X @ Z.
On dit qu'uu sous-objet X de Y dans C en est un facteur direct s’il existe un

gous-objet X’ de Y tel que X @ X’ =Y. Si une suite exacte courte est scindée,
ses termes extrémes sont isomorphes & des facteurs directs du terme médian.

Afin de montrer &4 quel point les calculs dang les catégories abéliennes ressem-
blent & ceux dans les catégories de modules, nous concluons cette section avec
une version catégorique (et trés simplifiée) du lemme des cing (I1.3.5). Elle nous
sera utile en (5.4} et {5.9) plus bas.

LeEMME 4.10. Soit, dans une catégorie abélienne C, un diagramme commutatif
a lignes ezactes

O%XLYLZ%O

el ]

!
w v

0 s X! y Y —— 2 ——— 0

Si f et h sont des isomorphismes, il en est de méme de g.

DiEMONSTRATION. Soit w: W — Y tel que gw = 0. Alors 0 = v'gw = hvw
donne vw = 0 puisque h est un isomorphisme. Dong il existe w’ : W — X tel que
w = uw’'. Mais alors u' fw' = guw’ = gw = 0. Comme «’, f sont des monomor-
phismes, w' = 0 et donc w = 0. Cela montre que ¢ est un monomorphisme.,

Supposons maintenant w : Y’ — W tel que wg = 0. Alors 0 = wgu = wu'f
donne wu’ = 0 puisgqne f est un isomorphisme. Donc il existe w’ : Z' —
W tel que w = w'v’. Mais alors w'hv = w'v'g = 0. Comme v, h sont des
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épimorphismes, w' = 0 et donc w = 0. Cela montre que g est un épimorphisme.
Par le lemme (4.7), g est un isomorphisme.

Une application directe est la suivante, Si, dans la définition d'une suite
exacte scindée (voir plus haut), il existe un morphisme h: Y — X ® Z rendant
le diagramme donné commutatif, alors i est nécessairement un isomorphisme.

5. Produits fibrés et sommes amalgamées,
Dans toute cette section, C désignera une catégorie K-linéaire.

DEFINITION. Scient f; : X7 — X, fo : X2 — X deux morphismes de C.
Un produit fibré de fi et fz est la donnée d'un objet P et de deux morphismes
P> Xy, p9: P— Xy tels que

(i) fim = fapa,

(if) pour tout objet ¥ et toute paire de morphismes g1 : Y — X3, g2: Y —
Xy tels que figr = faga, il existe un unique morphisme g : ¥ — P tel
que p1g = g1 et pag = 9.

I1 suit de Puniversalité dans la définition que si un tel produit existe, il est
unique 4 isomorphisme prés.

EXEMPLES 5.1. {a) Soit f: X — ¥ un morphisme. Le diagramme

P — 0

oo

I
X — Y

définit un produit fibré si et seulement si (P,p) est un noyau de f: les noyaux
sont donc des cas particuliers de produits fibrés.

(b} Soient X1, X, deux objets et p1 : X1 X Xo — X, p2: X1 x X3 — X les
projections canoniques. Le diagramme

P2
X1 X X2 — X2

d |

Xl mm— 0

définit un produit fibré: les produits sont donc des cas particuliers de produits
fibrés.

,
]
g
;
]
;
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Nous montrerons que, réciproquement, tout produit fibré peut dtre construit
a P'aide de produits et de noyaux.

THEOREME 5.2. Soit C une catégorie lindaire dans laquelle tout morphisme
admet un noyau. Alors toute paire de morphismes de C admet un produit fibré,

DEMONSTRATION, Soit f) : X; — X, fo: X2 — X une paire de morphismes.
Notons ici 75 : X3 x X9 — X1 et mp 1 X1 x X3 — X5 les projections canoniques,
Nous montrerons que le noyau (P, p) de fimy — fame : X3 x Xg — X définit le
produit fibré cherché.

P2
N\ X2

R ——

P

PlJv \\‘XIXX2A lfz
Y

X
X fr

Posons p; = wip et po = map. On a bien (fym — famz)p =0, done

fip1 = fimip = famap = fapa.
Supposons (¥, g1, g2) comme dans la définition. Il existe un unique
u:Y — X1 x X,
tel que myu = g1, mau = go. Donc fig: = foge entraine {fimy — fame)u = 0, d’odt
un unique g: Y — P tel que pg = u. Par conséquent, pyg = mpg = mu = g1
et de méme pag = go. Enfin, si p1g = pi1g’ et pag = pag’, alors py1 (g —g') =0

et p2{g — ¢’} = 0 donnent mip (g —g') = 0 et mep (g — ¢') = 0. Par conséquent,
p(g —g¢") = 0. Comme p est un monomorphisme, g — g’ = 0 et g = ¢'. [

COROLLAIRE 5.3. Dans une catégorie abélienne, toute paire de morphismes
admet un produit fibré, [

Par exemple, dans Mod A, toute paire de morphismes (fy, f2) admet un pro-
duit fibré P et la construction précédente donne

P ={(z1,72) € X1 x Xo | f1(z1) = fa ()}
et p1,p2 ne sont autres que les restrictions & P des projections canoniques de
X1 x Xy sur X; et Xp respectivement,
LEMME 5.4. Sotent C une catégorie abélienne et

P2
P E— X2

| L1

f
X1 — X

un produit fibré de fi et fy. Alors:

(i) i fi est un monomorphisme, py Uest aussi.
(it) S fi est un épimorphisme, py ['est qussi.
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DEMONSTRATION. (i) Siuw : U — P est tel que ppu = 0, alors fipiu =
fapout = 0 donne piu = 0, car fi est un monomoerphisme. L'unicité donne alors
u=0.

(ii} Soit ia suite

0->P- L X xX, -5 X —0

ot v = fimy — fowp (comme dans la démonstration de (5.2), m : X1 x Xo — X
et m @ X; X X, — X, désignent les projections canoniques) et p = kerv.
Elle est exacte, car v est un épimorphisme (si en effet &1 @ X; — X; x Xa
désigne l'injection canonique, alors v&; == f; est un épimorphisme) et d’autre
part p est le noyau de v. Soit w: X2 — W tel que wpy = 0. Alors py = mep
donne wmyp = 0. Par conséquent, il existe g : X — W tel que gv = wnws. Or
gfi = guk; = wmgky = 0. Comme f; est un épimorphisme, g = 0. Mais alors
wmg = 0 donne w = 0, puisque my est un épimorphisme. O

THEOREME 5.5, Soit C une catégorie abélienne. A un diagramme
X

lfz
f i
0 » Xo ‘Loxy s x —— 0

avec la ligne du bas exacte correspond un diagramme commutatif ¢ lignes exactes

0 v X = P I ox, — 0
oAl
fo fi
0 y Xo y X4 — X —— 0

ot {P,p1,p2) est un produit fibré de fi et fa.
Réciproqguement, tout diagramme commutatif ¢ lignes ezactes

Po o4

0 4 XD 4 P’ 4 X2 3 0
]‘XUJ' J'P'l lfz
fi f
0 r Xo . X, ,oX y 0

est de cette forme: il eriste un isomorphisme f : P' = P tel que po = fpj,
pf =p, pof =ph.

DEMONSTRATION. Soit un diagramme & ligne exacte
Xa
lfz
fo f1
0 — Xy — X4 ——— X — 0

Pour compléter ce diagramme comme requis, on utilise le fait que, par {(5.4), pa
est un épimorphisme, et la propriété universelle de P appliquée a fy : Xg — X7 et
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au morphisme nul Xy — X2. Il reste & prouver que pp = ker p2. Par construction,
pape = 0. Soit uw : U — P tel que pou = 0. Alors fi;mu = fapou = 0.
Done il existe w' : U7 — X tel que for! = pr1u. On a peport’ = 0 = pau et
prog¥ = fou' = pre. Par Punicité, pou’ = u. Cela montre Pexistence de »’. Son
unicité vient de ce que, p1pg = fo ébant un monomorphisme, po l'est aussi.
Pour la réeiproque, on note que le diagramme commutatif & ligues exactes

Po Pz
0 r Xo y P y Xo y 0
\\1
f
Py
‘,XO ¥ P,
1

\ N

r # 2
LA A,

0 + Xo » X4 » X y 0
et la propriété universelle du produit fibré donnent un morphisme f : P/ — P
tel que prf = p) et pof = py. D'autre part, ;1 {fpg) = pivp = fo = Papo et
p2 (fph) = phph = 0 = popo d’olt, par Punicité, fpy = pe. Le diagramme du haut
est donc commutatif. Par (4.10}, f est un isomorphisme. O

NS
N

0

La notion duale de celle de produit fibré est la suivaute:

DEFINITION. Soient f; ¢ X — X1, f2 : X — X, deux morphismes d’'une
catégorie linéaire C. Une sotnme amalgamée de fy et fy est la donnée d’un objet
Q et de deux morphismes ¢; : X1 — @, g2 ¢ X2 — @ tels que:

(i) aufr = qafe,

(ii) pour tout objet ¥ et toute paire de morphismes g1 : X1 — Y, g2 : X3 —
Y tels que g f1 = gafa, il existe un unique morphisme g : @ — Y tel
que g = g et ggz = ga.

!
x 2., x,

A

q1
Xy — ¢ g2

N
~
L_L»
Y

a1

Si la somme amalgamée de deux morphismes existe, elle est unique & iso-
morphisme prés. On montre que conoyaux et sommes directes sont des cas
particuliers de sommes amalgamées. En outre, on a le théoréme suivant.

THEOREME 5.6, Soit C une catégorie linéanire dens laquelle tout morphisme
admet un conoyau. Alors toute paire de morphismes admet une somme amal-
gamée.

DEMONSTRATION. Soient &1 @ X1 > X1 ® Xo, Ry 1 X3 — X1 @ X3 les
injections canoniques. Uue démonstration duale & celle de (5.2) montre que ¢
est fourui par le conoyau de sy f1 —rofo: X = X1 @ Xo. O
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COROLLAIRE 5.7. Dans une catégorie abélienne, toute paire de morphismes
admet une somme amalgamée. O

Par exemple, dans Mod A, toute paire de morphismes admet une somme
amalgamée et la construction de (5.6) donne @@ = (X; @ Xz) /X’ avec X' =

fi(=)
{[—}z(m)] cXi@Xalze X}.
LEMME 5.8. Soient C une catégorie abélienne et

f2
X — Xg

fll |

q1

X — Q

une somme amalgamée de fi et fu. Alors:

(1) S f2 est un épimorphisme, q; Pest aussi.
(ii) S fo est un monomorphisme, g1 lest aussi,

DEMONSTRATION. Duale de celle de (5.4) et laissée au lecteur, O

THEOREME 5.9. Soit C une catégorie abélienne. A un diagramme

f1 fo

0 — X — Xy —8> X —— 0

‘l

X2
avee lo ligne du haut exzacte correspond un diagramme commutatif & lignes exactes

f1 fo

0 3 X ¥ X]_ T XO — 0
A e T
I3 Jo
0 y  Xg v g —— Xg — 0

ot (@, q1,q2) est une somme amalgamée de f1 et fa.
Réciproguement, tout diegramme commautatif 4 lignes ezactes

f fi
0 y X 1> X1 —*U Xo — 0
le lqi llxo
s 9%
1] y  Xg » @ —— X5 —— 0

est de cette forme, il eriste un isomorphisme f : Q5 Q tel que go = ¢bf,
fa=a, fe=aqa

DEMONSTRATION, Duale de celle de (5.5) et laissée au lecteur. [
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6. Equivalences de catégories.

Dans cette derniére section, nous considérons la notion d’équivalence entre
catégories. Celle-ci correspond & la notion d’isomorphisme entre objets. Il existe
une généralisation évidente de cette derniére notion: deux catégories C et D sont
dites isomorphes s'il existe un foncteur # : C — D admettant un inverse (c’est-a-
dire, un foncteur G : D — C tel que FG = 1p et GF = 1¢). Malheureusement,
cette définition est trop restreinte pour la plupart des applications que nons avons
en vue: en effet, elle ne tient pas compte du fait essentiel qu’a l'intérieur d’une
catégorie, deux objets isomorphes devraient étre & toutes fins utiles interchange-
ables. Pour expliquer cette remarque, considérons une catégorie C: on appelle
squelette de C une sous-catégorie pleine 8 de C dont la classe d’objets contient
un objet et un seul de chaque classe d’objets isomorphes dans C. Par exemple,
gi C est la catégorie des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps com-
mutatif K, un squelette de C est fourni par la sous-catégorie pleine formée des
K-espaces vectoriels de la forme K™ (avec n € N). Il suit de Paxiome du choix
que toute catégorie ¢ admet un squelette. D’autre part, deux squelettes de C
sont isomorphes, Si on veut travailler & isomorphisme prés, une catégorie C et un
squelette 8 de C devraient avoir les mémes propriétés. Or § n'est généralement
pas isomorphe & C, car un isomorphisme induirait une bijection entre les classes
d’objets de C et de 8. Par contre, C et 8§ sont équivalentes au sens de la définition
suivante.

DEFmMITION. Deux catégories C et D sont dites équivalentes s'il existe deux
foncteurs F: ¢ — D et G: D — C et deux isomorphismes fonctoriels F'G = 1p
et GF 5 1e. Les foncteurs F et G sont alors dits quasi-inverses.

Notre objectif est de donner un critére permettant de vérifier quand deux
catégories sont équivalentes. Pour cela, nous avons besoin de quelques définitions.
On sait que tout foncteur covariant # : C — D induit, pour chaque paire d’objets
X,Y de C, une application # : Home(X,Y) — Homp(F X, FY} définie par
f— Ff. Le foncteur F est dit fidéle {(ou plein) si cette application est injective
(ou surjective, respectivement). I est dit dense si, pour chaque objet M de D,

il existe un objet X de C tel que M 5 FX.

Un exemple permettra d’illustrer ces concepts. Soient A, B deux K-algebres,
et ¢ : A — B un morphisme d’algébres. On définit un foncteur ' : Mod B —
Mod A comme suit: & tout B-module M, on associe un A-module FM ayant la
méme structure de K-module que M mais ol la multiplication par les éléments
de A est définie par

za = wp(a)

(pour z € M, a € A), Ce foncteur est parfois appelé foncteur de chengement
des scaloires (voir (IL.1.3){g)). Un cas particulier important est celui ol @ est

surjectif: c’est le cas si et seulement si B = A/I, pour I un idéal bilatére de A.
On a le lemme suivant:

LEMME 6.1. Soit ¢ : A — B un morphisme d’algébres, et soient M, N deuz
B-modules.




6. EQUIVALENCES DE CATEGORIES. 81

(a) Si f: M — N est B-linéaire, alors f : M — N est aussi A-linéaire.
Si @ est surjectif, le foncteur de chengement des scelaires induit une
bijection Hom 4 (M, N) = Hompg(M, N).

(b) Si Np est un sous-module de Mp, alors N4 est aussi un sous-module
de M. Si est surjectif, les treillis de sous-modules de Mp et de M,
sont égouz. [

La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur. En particulier, si ¢
est surjectif, on voit que le foncteur de changement des scalaires Mod B — Mod A
est plein et fidéle, Il est toutefois évident que ce foncteur n'est généralement pas
dense: A4 n’est isomorphe & aucun B-module muni de la structure induite: en
effet, si ¢’était le cas, il suivrait de (b) que Kery = 0 et donc 4 = B.

Nous arrivons au critére cherché.

THEOREME 6.2. Soient C, D deur catégories. Un foncteur F: C — D est une
dquivalence si et seulement si F' est fidéle, plein et dense.

DEMONSTRATION. Nécessité. Il est trivial que F soit dense: si G : D — C est
un quasi-inverse de F, on n’a qu'a poser pour un objet M de D, X = GM et
alorson a FX = M.

Montrons la fidélité. Soient fi,fz : X — Y deux morphismes de C tels
que F'f; = Ff,. Alors GF' = 1s donne des isomorphismes px : GFX 5 X et

wy 1 GFY 5Y tels que fL = oy (GFfi) (p}l et fo = oy (GFf3) tp}l.

~ex

GFX ——

GFfil lf:‘

~ Py

GFY —— Y

Par conséquent, fi = py (GFfl)tp}”(l = py (GFf) t,p}l = fa. Donc F est
fidéle. De méme, G est fidéle, Soit v : FX — FY un morphisme de D. Pour
Gu: GFX — GFY, on pose f = py(Gu)py' : X =Y,

crx ¥,

|
Gu I f
L
cry 2,y

Comme GFf = ¢3! fox = Gu et G est fidéle, u = Ff. Donc F est plein, De
méme, G est plein.

Suffisance. Soit & : C — D plein, fidéle et dense. Pour montrer que F est une
équivalence, il faut construire un foncteur quasi-iuverse G : D — C. Soit M un
objet de D. 1l existe X dans C tel que M = FX. On se fixe un isomorphisme
em t M FX et on pose X = GM. Solent »: M — N un morphisme de
D, X=GMetY = GN. On cherche f: X —= Y tel que Gu = f. On veut
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que la famille (@ps) définisse un morphisme fonctoriel. On doit avoir un carré

commutabtif
~ @A

M — FGM

ul lFGu:FJ“

N 22 vrewn
et donc Ff = (pNutp;,f. Comme F est plein, il existe un tel f. Comme F' est
fidele, f est unique. Cela définit bien G.

Il faut maintenant vérifier que G est un foncteur, c’est-a-dire que G(vu) ==
G(w)G(u) ot u: L — M et v: M — N sont deux morphismes de D. Puisque F
est fidle, il suffit pour cela de vérifier que FG(vu) = F|G{v)G(w)] et ceci résulte
du diagramme commutatif

A [ o

~ @Ar

v M o s FY FG(vu)
Ul lFGu
~ PN
N — FZ

Par définition de G, la famille (@ar) définit un isomorphisme fonctoriel de 1p
dans FG.

1l reste & définir un isomorphisme fonctoriel GF = 1¢, Soit M = FX, ol X est
un objet de C. Tl existe un isomorphisme @ : M ™ FY, o ¥ = GM. Puisque
F est plein et fidéle, il existe un unique morphisme ¥x : X = Y = GFX tel que
Fix = ¢p. On prouve que ¥x est un isomorphisme: soit, en effet, I'inverse 90;41
de ¢ps, comme F est plein et fidéle, il existe un unique morphisme ¢ : Y — X
tel que Py = @37, Alors F (hxy) = Fyx - Py = eament = lry = F(ly).
Comme F est fidéle, ¥x9¥y = ly. De méme, ¥yvx = 1x.

Enfin, on doit vérifier que, pour tout morphisme f: X — Y, le diagramme

x 2 orx

L e

vy 2 ary
est commutatif. Comme F est fidele, il suffit de vérifier que FGF(f)Fyx =
Fiy - F f, c’est-a-dire que FGF(f)}-prx = @py - Ff, et cette égalité résulte de
la commutativité du carré

M 2 Fx
ul lFGu:FGFf
N 2 Fy

ot M=FX N=FYet f=Fu O




6. EQUIVALENCES DE CATEGORIES. 83

Afin de mieux illustrer ces concepts, nous nous proposons de résoudre un
exemple en détail.

EXEMPLE 6.3, Soit K un corps commutatif. On considére la catégorie C
dont les objets sont les triplets (E, F, f) avec E, F' deux K-espaces vectoriels
et f: E — F une application K-linéaire. Comme on P'a vu en (4.1)(d), cette
catégorie est J(-linéaire. On peut en fait prouver qu’elle est abélienne. Nous
montrerons que C est équivalente a la catégorie des modules sur l'algébre de
matrices triangulaires A = T5(K) = {£ 0] = {[¢9] | a,b,c € K}.

Commengons par observer que les matrices ey = [§ 3], €22 = [§9] et ea) =
[9 8} forment une K-base de A, que 1 = e); + eay et que

l €11 €23 ey
e11 | e11 0 0
e | 0 ez ey
e9) | ea1 0 0

est la table de multiplication de la base. Socit M4 uu A-module, on a une
égalité de K-espaces vectoriels M = Meq1 & Meyy: en effet, tout z € M s'écrit
T =11 = xei; + xe93 et ze3; = yess donne zey = :re%l = yeogger; = (.
Posons = Meys et F' = Mej1, on a alors une applicatiou K-linéaire f : £ — F
définie par f (resn) = (re22) €21 = (veq1) €1;. Pour un morphisme de A-modules
u: M — N, ot M donne (E, F, f) et N donue (&, F’, f’} on a, pour x € M,

u(z) = u(zen + wveg) = u{zr)ern + u(z)ea

avec u{z)enn € F' et u(z)eyy € E'. On a donc deux applications K-linéaires
définies comme étant les restrictions de v & E et F: w = u|p : F — F' et
v =u|g : B — E'. Il faut montrer que le carré suivant est commutatif.

f
rF — F
| [
ff
El’ FI

Or, pour wez; € E, on a (f'v) (zex) = f/ (v(zx)ess) = u(z)es et (wf) (vex) =
w(zTez) = u(zea) = u(z)ey;. Par conséquent, f'v =wf et (v,w): (B, F, f) —
{E', F', f') est bien un morphisme de C.

On pose donc ®(M) = (E, F, f) et () = (v,w). 1l est clair que cela doune
un foncteur Mod A — €. On preuvera que c’est une équivalence. Montrons
d’abord qu’il est plein et fid¥le. Siw: M — N est tel que ®{x) = (v, w) alors,
pour tout x € M, z = reqy + Teyy doune

w(z) = u(Te1; + xegy) = u(reir) + u(rexw) = wlzer) + v (ve).

Or cette formule donne une unique application K-linéaire © : M — N dont
it reste & moutrer qu'elle est A-linéaire. Pour cela, il suffit de montrer que
w(z)e1r = u (zen), u(z)es = u(zeq), u(z)eq = u(zez). La premitre égalité
suit de u (xe11) = w(ze11) en = u(z)e11. De méme pour la seconde. Quant  la

troisieme, u(z)ez = v (zen)en = (f'v) (zez) = (wf) (vesr) = w (zegesn) =
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w{zex) = u{zes) (ol f et f' notent respectivement les applications struc-
turelles de ®(M) et B(N)).

11 reste & montrer que ® est dense. Soit (E, F, f) un objet de C. On munit le
K-espace vectoriel M = F @ F d’une structure de A-module par

rey = (z,y)e11 = 7, Tegg = (2,y)ege = y et zea = (z,y)en = f(y)

pour z = (z,y) € M (ol z € F ety € E).
Done, pour z = (z,y) € M et [§%] € A, on a

(z,9) [z 2] = (za + f(y)b, ye).

Il est clair que ®(M) > (E, F, f).

Nous achevons cette section avec les notions d’idéal et de quotient d’'une
catégorie K -lindaire, qui nous permettront de prouver un analogue du théoreme
d’isomorphisme pour les K-algébres.

DEFINITION. Soit ¢ une catégorie K-lindaire. Un idéal bilatére 7 de C est

défini par la donnée pour chaque paire X,Y d’'objets de C d’un sous-K-module
I(X,Y) de Home(X,Y) tel que:

(i) feI(X,Y) et g € Home(Y, Z) entrainent gf € (X, Z),
(ii) f € I{X,Y) et h € Home(W, X) entrainent fh € I(W,Y).

En d’autres termes, I est stable & gauche et & droite pour la composition des
morphismes.

Etant donné un idéal bilatére T de C, on définit la catégorie quotient C/T: c'est
la catégorie dont les objets sont les mémes que ceux de C, et les morphismes de
X vers Y sont donnés par

Homg,z(X,Y) = Home(X, Y) /Z(X,Y).

Enfin, la composition des morphismes est induite de celle de C. On vérifie sans
peine que C/Z est bien une catégorie K-linéaire, et que le foncteur F: € — C/T
(dit de projection) appliquant chaque objet sur lui-méme et chaque morphisme
f € Home(X,Y) sur sa classe f + Z(X,Y) € Homg z(X,Y) est un foncteur
K-linéaire, plein et dense (mais évidemment non fidele).

Soient par exemple €, D deux catégories K -linéaires et F': € — D un foncteur
K-linéaire. On définit le noyau de F comme étant 1'idéal Ker ' de C formé de
tous les morphismes f tels que F(f) = 0. On vérifie de suite que Ker F' est bien
un idéal bilatére de €. Par exemple, si Z est un idéal bilatére de C, le noyau de
la projection C — C/T est égal & T,

PROPOSITION 6.4. Soient C,D deux cotégories K-lindaires et FF : C — D
un foncteur K-linéaire, plein et dense. Alors il existe une unique édquivalence

F'C/Ker F5 D telle que F'P = F ot P:C — C/Ker F' est la projection.
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C D
|
i F
C/Ker F

DEMONSTRATION, 11 est clair que si F' est un foncteur tel que FYP = F
alors, pour tout objet X de C/Ker F, c’est-d-dire de C, on a /X = FX et pour
tout morphisme f € Home(X,Y) on a F'(f + (Ker F)(X,Y)) = Ff. Comrme
ces relations définissent évidemment un foncteur K-linédaire, et que celui-ci est
évidemment plein et dense (parce que F 'est), il reste & montrer que F est fidéle.
Mais F' (f + (Ker F)(X,Y}) = O donne F'f = O et donc f € (Ker F}(X,Y). Cela
achéve la démonstration. OO
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Exercices du Chapitre III.

1. Montrer que dans Ab, les épimorphismes sont les morphismes surjectifs et
les monomorphismes sont les morphismes injectifs.

2. Soit, dans une catégorie C, une relation d’équivalence ~ définie sur chaque
ensemble Home(X,Y) et compatible avec la composition (c’est-d-dire que si
f~get fl ~ g alors ff ~ gg, si ces compositions existent). Montrer com-
ment former une catégorie quotient C/ ~, dont les objets sont ceux de C et les
morphismes sont les classes d’équivalence de morphismes de C.

3. Montrer que Ens a un objet initial et un objet final, mais pas d’objet nul.

4. Supposons que toutes les faces du cube suivant (d’une catégorie K-linéaire)
sauf peut-&tre celle du haut sont commutatives

et que Xy — Xg est un monomorphisme. Montrer que la face supérieure est
commutative.

5. Montrer que dans Alg K, un nombre fini d’objets admet un produit.

6. Soient M un A-module et f € EndM tel que f2 = f (on dit que f
est idempotent). Montrer que M = Im f @ Ker f. Réciproquement, s’il existe
une décomposition M = M; ® My avec My # 0, montrer que la composition f
de la projection de M = M; & My sur M; avec linclusion M; — M satisfait

Im f = My, Ker f = M et f2 = f.

7. Soit (My),ca une famille de sous-modules d’un module M. Montrer que

M = @ M, si et seulement si
A€A

(i) M=) M, et
Ach
(i} Mao N{My, + -+ My} = 0 pour toute partie finie {A1,... ,An} de A
et Ao € {A,- s Ak

8. Soit A4 une K-algébre commutative. Montrer que deux bases d'un A-module
libre ont méme cardinal.

9. Supposons M = L@ N et L C L’ C M. Montrer que I/ = L @ (L' N N).

10. Soient (La)year (Ma)aeas (Na)pea trois familles de A-modules telles que,
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pour chaque X & A, il existe une snite exacte
Ly 2% My 24 N,

Mantrer que les suites

HLAL IT 2, 2 ] s

A€A AEA AEA
et
1 i
PP P
AEA AEA AEA

(ol f,g, f',¢' sont indnites de fy, gx et des propriétés universelles) sont exactes.
11, Pour un entier positif n = rs, montrer que la suite exacte de Mod Z,,
0 — 1Zn 1+ Z L 52, —1 0

(f Pinclusion, g la multiplication par s) est scindée si et seulement si r et s sont
copremiers.

12, Montrer qu'une suite exacte courte de modules
0—L-L M LN 0

est scindée si et seulement g’il existe des morphismes ¢ : N - M et f/: M — L
tels que ff' +g'g = L.

13. (Petit lemme des cingq) Soit, dans une catégorie abélienne C, un diagramme
commutatif & lignes exactes

0—>XL»YL’Z—>0

Ll

0 — X Sy sz —— o

Montrer que, si f, h sont des monomorphismes (ou des épimorphismes), il en est
de méme de g.

14. Soit un diagramme commutatif & lignes exactes de Mod A

0 L * M é N — 0
al d ]
0 r o L N

Montrer que, étant donnés f et h, le morphisme g est nniquement déterminé
modulo un morphisme arbitraire N — L',

15. Solent L, N deux sous-modules d’un module M. Montrer qu’il existe des
suites exactes courtes

0— LAN - LaN oLy N0
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0 — M/LON — M/L®M/N -5 M/(L+N)-—0

on f([2]) =2 -yetgle+ Lyt N)=(~v)+(L+N).

16. Soient L, N deux sous-modules d’un module M. Montrer que, si L + N
et LN N sont de type fini, alors L et N sont aussi de type fini.

17. Soient I, J deux idéanx & droite d'une K-algébre A tels que I + J = A.
Montrer que T J S A @ (INJ).

18. Soient L, N deux sous-modules de M tels que L0 N est facteur divect de
L et N. Montrer que L 1 N est facteur direct de L + N.

19. Soient L, N deux sous-modules de 3. Montrer que le diagramme

avec tous les morphismes induits des inclnsions et des projections, est commutatif
et & lignes et colonnes exactes,

20. Soit C une catégorie linéaire. Montrer que si f, g sont deux morphismes
tels que fg est une rétraction (ou une section), alors f est une rétraction (ou g
est une section, respectivement).

21, Soit ¢ une catégorie linéaire. Montrer que si f,g sont des sections {ou
des rétractions) de C, alors fg l'est aussi (il existe) mais que la réciproque est
fausse.

22. Soit C une catégorie linéaire. Montrer que toute section {ou rétraction)
est un noyau (ou conoyau, respectivement).

23. Soit M un A-module. Montrer que tout épimorphisme M4 — A4 est une
rétraction, mais qu’il existe des monomorphismes A4 — M4 qui ne sont pas des
sections.

24. Soit un diagramme commutatif 4 lignes exactes de A-modules et d’applica-
tions linéaires
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0 L — M 25 N — 0
7| a |
0 L M L N ——— 0

Montrer que, si f est une rétraction et ¢ est une section, alors k est une section.
25. Formuler et résoudre le dual de I'exercice précédent.
26. Soit un diagramme & lignes exactes de Mod A
6 — L — M — N — 0
|
0 — 1 Lo oM o o

avec M libre, Trouver des morphismes M — M’ et I — L' rendant le diagramme
commutatif. Si fi1, f2 sont deux tels morphismes M — M, montrer qu'il existe
h: M — LI tel que fy — fo = fh.

27. Soit M un A-module. Montrer qu’il existe une suite exacte
— Ly — Ly — Ly — Lyg— M —0
avec les L; des modules libres,
28. Montrer que Q n’est pas un Z-module libre.
29, Si card X > 1, montrer que le centre de K (X) est égal & K.

30. Montrer que dans K{s,1), les éléments st™ engendrent une sous-algdbre
qui est libre sur ces générateurs.

31. Siles M) et les N, sont des bimodules, montrer que 'isomorphisme de
(2.7) est un isomorphisme de modules sur les K-algtbres appropriées.

32. Solent M un A-module de présentation finie, et (Ny)rca une famille
arbitraire de A-modules. Montrer que l'on a un isomorphisme fonctoriel de K-

modules Hom 4 M,@N,\ = @HomA(M,N,\).
AEA AEA
33. Soit un diagramme commutatif & lignes exactes de Mod A

f

04>L-——»M—Q—>N—r0

YO
0—>L’—1rM'L>N'——rO

Démontrer 'exactitude de la suite

0— MxEEMxM PN _—0
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ol ¢ (z,2') = (z,v(z) + f' (2")) et ¥ (v, 9') = we(y) — ¢' ).

34. Soit & un groupe noté multiplicativement. On note G’ le sous-groupe de
G dont les éléments sont des produits finis de commutateurs [z,y] = 27y lzy
avec 1,y € G,

(a) Montrer que G’ est un sous-groupe distingué de G et que G/G’ est
abélien. On note pg : G — G/G la surjection canonique.

(b) Montrer que pour tout homomorphisme f : G — A avec A un groupe
abélien, il existe un unique homomorphisme f : G/G' — A tel que
fpa=F.

(¢} Construire un foncteur F : Gr — Ab tel que F(G) = G/G’ ponr tout
groupe G.

(d) Montrer que F' est adjoint & gauche du foncteur inclusion Ab — Gr.

35. Soient A nne K-algébre arbitraire, et I I'idéal bilatére de A engendré par
les éléments de la forme ab — ba (ol a,b € A).

(a) Montrer que A/I est une K-algébre commutative.
On note 7 : A — A/T la surjection canonigne.

(b) Montrer que, pour tout morphisme de K-algébres ¢ : A — B, avec B une
K-algébre commutative, il existe un unique morphisme de K-algébres
p: A/ — B tel que m = .

(c) Construire un foncteur F de la catégorie Alg K dans la catégorie Algc K
des K-algébres commutatives, tel que F{A) = A/I

{(d) Montrer que F est adjoint & gauche du foncteur d’inclusion AlgeK —
Alg K.

36. Soient C, D deux catégories, et F' : C — D, G : D — C deux foncteurs
tols que (F,G) est une paire adjointe. Démontrer P'existence de morphismes
fonctoriels FG — lp et lg — GF.

37. Soit C la catégorie dont les objets sont les morphismes de Mod A, un mor-
phisme (f : L — M) — (f’: L' —» M’} é&tant une paire d’applications linéaires
{u,v) telle que u: L — L' et v: M — M’ satisfont vf = f'u. Montrer que Ker
et Coker définissent des foncteurs C — Mod A.

38. Soit C une catégorie K-lindaire et f : M — N un morphisme.

(a) Moutrer que (L, £) est un noyau de f : M — N si et seulement si la suite
de K-modules

Homc (L' \£) Homg (L', f)
0 —» Home (L', L) ——— Home(L', M) ———— Home (L', N)

est exacte pour tout objet L' de C.
(b} Montrer que (@, q) est un conoyau de f : M — N si et seulement si la
suite de K-modules

Home (q,Q') Homg (f,Q")
00— Home (Q,Q') —— Hom¢ (N,Q) ——  Home (M,Q")

est exacte pour tout objet Q' de C.
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39. Soit X 75 Y %5 Z une suite dans une catégorie abélienne. Montrer que
gf = 0 si et seulement sil existe un monomorphisme h : Im f — Kerg tel que
kh=j,o07:Imf—>Y et k:Kerg — ¥ sont les morphismes canoniques.

40. Démontrer (5.6) (5.7) (5.8) (5.9).

41. Soit un diagramme de A-modules et d’applications A-linéaires

o' v

PP —s P — U

% |+ v
g
L — M —— N
Montrer que, st (P, v, ¢') est un produit fibré de u, g, et (P, v, f*) est un produit
fibré de ¢, f, alors (P',v¢/, f') est un produit fibré de u,gf. Montrer ensuite
que, si (P’ v, f) est un produit fibré de u, gf, et si v est un monomorphisme,
alors (P’,v', f) est un produit fibré de ¢’ et f.

42. Formuler et résoudre le dual de l'exercice précédent.

43, Soit
4
— M

| [

f
Mg m-z—’ M
un produit fibré de Mod A avec fi, fo des monomorphismes. Montrer que 'on
peut identifier P avec M1 N M. En outre, dans ce cas, il existe une somme
amalgamée
M Y M/M,

|

M/Mg —_— M/(M1+M2)

44, Soit
rp 2. M,
Pll lfz
il
M1 E— M

un produit fibré de Mod A. Si fi est le noyau d’un morphisme f : M — N,
montrer que pg est le noyvau de ffa : My — N.

45. Formuler et résoudre le dual de I'exercice précédent.

46, Montrer que, si
f

L — M

/| |

MLN

R~
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est un produit fibré de Mod A, alors f est un monomorphisme.
47, Formuler et résoudre le dual de P'exercice précédent.

48. Soient f,g : M — N deux morphismes d'une catégorie K-linéaire C.
Montrer que

L — M

hl l(l,f)

1,
M -2; Mx N

est un produit fibré st et seulement si (L, h) est un noyau de f — g.
49, Formuler et résoudre le dual de 'exercice précédent.

50. On considére le diagramme commutatif 4 lignes et colonmes exactes de
Mod A

0 — L — P — V — 0
I
O — L — M — N — 0

Montrer que v se factorise par M si et seulement si la ligne supérieure est scindée.
51. Formuler et résoudre le dual de J'exercice précédent.

52. On considére la catégorie C formée des quadruplets (E, F,u,v) ol E, F
sont deux espaces vectoriels sur un corps K et u,v : E — F deux applications
linéaires. Un morphisme (E, F,u,v) — (E', F', v/, v’} est la donnée d’une paire
(f,g) d’applications K-linéaires f : E — E', g : F — F’ telles que u'f = gu,
v'f = gv. La composition de (f,g) : (E,F,u,v} > (B F,u\v') et (f',g) :
(E'\F' o/ o) — (B" F" u”, 0"} est donnée par (f’,¢') (f,9) = (f'f.¢'g). Mon-
trer que C est abélienne.

53. Montrer que la catégorie C de 'exercice précédent est équivalente & la
catégorie des A-modules, ot
{ 0
4=l i

K? K

avec 'addition matricielle et la multiplication définie par
a 0 a o] _ aa 0
(bye) d| (V) d|  [(ba',ca’} + (db,dd) dd’

54, Solent C,D des catégories, F, F' : C — D et G,G : D — C des foncteurs

covariants avec F' = F/, G = @'. Montrer que si F et (7 sont des équivalences
quasi-inverses, il en est de méme de F’ et G’.

55, Soit ' : C — D une équivalence de catégories /-lindaires. Montrer quun

morphisme f de C est un monomorphisme (ou un épimorphisme} si et seulement
si F'f Dest.
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56. Soient A une K-algébre et I nn idéal bilatére de A. On note A([) la sous-
catégorie pleine de Mod A formée des A-modnles M tels que M T = 0. Montrer

que A(I) = Mod (A/I).

57. Soient A, B,C des catégories, F1,Fp, F3 : A - Bet G1,G3 : B — C des
foncteurs. Montrer que:
(a) Siw: Fy = Fy, ¢ s — F3 sont des (iso)morphismes fonctoriels, il en
est de méme de ¥ : F} — Fa, et de ™! : F, — F; (oh ¢~ ! est défini
par (¢71) = vx').
(b) Fy 5 Fy, Gi = Gy entrainent G1Fy = GoFy.

58. Solent C,D deux catégories K-linéaires, F,G : C — D deux foncteurs
K-linéaires, avec F' covariant et G contravariant.

(i) SiM = My® &M, dans C avec injections q1, g2, . . - ,gn et projections
P1,P2,--- ,Pn, alors F(M) est une somme directe de F (My),F (M,),
..., F(M,) avec injections F'(q1), F(g2), ..., F{gn) et projections
F(pl):F(pZ)):F( )

(ii) Avec la méme hypothese, G(M) est une somme directe de G (M),
G (M), ..., G (M) avec injections F (p1), F{p2), ..., F(ps) et pro-
jections F(Ql)! F(Q?)v LR F(Qﬂ)'

(iii) Supposons C et D abéliennes et soit 0 — L — M — N — 0 une
suite exacte et scindée de C. Montrer que les suites induites

0—FL —FM—FN —0

et
0—GN —GM — GL —10

sont exactes et scindées dans P.
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CHAPITRE IV

Les foncteurs Hom, modules projectifs et injectifs.

1l est naturel de se demander quels foncteurs préservent l'exactitude d’une suite.
Un tel foncteur est dit exact. On pourrait s’attendre & ce qu'un foncteur qui ”se
comporte bien” soit exact. Malheureusement ce n’est pas le cas, et nous verrons
de suite que les foncteurs les plus naturels, les foncteurs Hom, ne préservent
qu'une partie de Pexactitude. Afin de corriger cette situation, nous sommes
amenés & considérer les modules tels que le foncteur Hom covariant {ou con-
travariant) correspondant soit exact. De tels modules sont appelés projectifs {ou
injectifs, respectivement). Ainsi que nous le verrons dans les chapitres suivants,
Tétude des modules projectifs et injectifs est trés utile pour la compréhension de
la catégorie des modules.

1. Exactitude de foncteurs.
DEFINITION. Soient C,P deux catégories abéliennes. Un foncteur linéaire
covariant (ou contravariant) F' : C — D est dit exact si Pexactitude de la suite
x Ly i,z

de C implique l'exactitude de la suite induite de D

rx X py 59, g

Fg Ff .

(ou FZ — FY — FX, respectivement),

Par exemple, tout isomorphisme fonctoriel est exact. Un autre exemple de
foncteur exact est le foncteur oubli Mod A — Mod K. Malheureusement, les
foncteurs exacts sont relativement rares, et nous serons obligés de considérer des
propriétés plus faibles,

DErmITION, Soient C, T deux catégories abéliennes et F : ¢ — D un foncteur
linéaire.
(1) Si F: C — D est covariant, F' est dit ezact & gauche si Pexactitude de
la suite de C

o-»x-Lv 4z

95
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implique 'exactitude de la suite induite de D

0 Fx 2 ry X9 Fz.
De méme, F est dit ezact ¢ droite si Pexactitude de la suite de C
xLv 2tz 0
implique ’exactitude de la suite induite de D

Fx H ry B Fz 0.

(2) Si F:C — D est coutravariaut, F' est dit ezact d droite si 'exactitude
de la suite de C
0—x-Ly Lz

implique 'exactitude de la suite iuduite de D
Fz %y Hpx o,
De méme, F est dit exact ¢ gauche si Uexactitude de la suite de C
x Ly %z o0
implique 'exactitude de la suite induite de D

0 Fz 5% ry X px

On voit done qu'un foncteur covariant F' est exact & gauche si et seulement
g'il préserve les noyaux, c’est-a-dire que, pour tout morphisme ¢ de C, ou a
F(ker g) = ker F'(g}; il est exact & droite si et seulement s’il préserve les conoyaux,
c’est-b-dire que, pour tout morphisme f de C, on a F(coker f}) = coker Ff.
De méme, un foncteur contravariant F' est exact & gauche si et seulement s'il
transforme conoyaux en noyaux, c’est-a-dire que, pour tout morphisme f deC, on
a F'(coker f) = ker F'f; il est exact & droite si et seulement s'il trausforme noyaux
en conoyaux, c'est-d-dire que, pour tout morphisme g de C, on a F(kerg) =
coker F'g. 1l est raisounable de peuser qu’'un foucteur est exact si et seulement
g'il est exact & la fois & gauche et & droite. Clest ce qu’affirme la proposition
suivante, que nous ne formulerons et ne montrerons que dans le cas covariaut, le
cas contravariant étaut laissé au lecteur. Un foncteur covariant F: C — D sera
dit préserver les suites exactes courtes si pour toute suite exacte courte

0x-Ly-4Hz—o
de C, la suite exacte courte induite '
0o—Fx Ly I Fz o
de D est exacte.

ProPOSITION 1.1, Soient C,D deux catégories abéliennes et F : C — D un
foncteur covariant. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) F est ezact.
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(il F préserve les suites exactes courtes.
(iii) F est exact & gauche et 4 droite.

DEMONSTRATION. Il est trivial que (i) implique (ii) et que (i) implique (iit).
Il reste & montrer que (iii) implique (i). Soit donc une suite exacte de C,

x4y .z
Alors

Im Ff Ker(coker F'f) = Ker F(coker f) = F(Ker{coker f))

F(Imf) = F(Kerg) = Ker Fg. O

L’exemple le plus important de foncteur exact & gauche est le foncteur Hom,

THEOREME 1.2, Soient A une K-algébre et
0—1L M SN

une suite de A-modules. Cette suite est exacte st et seulement si pour lout module
X 4, la suite induite de K-modules

Homa(X,f) Homa({X,g)
0 —— Homy (X, L) ——— Hom 4 (X, M) ————— Hom4{X, N)

est exacte,

DEMONSTRATION, Nécessité, On prouve d’abord que Homa(X, f) est un
monomorphisme: soit u : X — L tel que Homa(X, f)(u) = fu = 0; comme
f est un monomorphisme, on a bien u = 0. D’autre part, ¢f = 0 implique
Hom4(X, ¢) Homu (X, f) = Homa (X, gf) = 0, donc

ImHom (X, f) C Ker Hom4 (X, g).

Enfin, st v : X — M est telle que 0 = Homu(X,9)(v) = gv, la propriété
universelle de I = Ker g doune un morphisme v : X — L tel que v = fu =
HOIIIA(X, f)(u)

Suffisance. Pour montrer que f est un monomorphisme, on prend X = Ker f
et j = ker f : X — L Dinjection canonique. Alors 0 = fj = Homa(X, f)(j) et
Pinjectivité de Homa (X, f} donnent j = 0 et donc X = 0.

On a gf = 0: en effet, prenons X = L et 1, € Homy (L, L). Alors gf =
Homu (X, g) Homa(X, f)(1z) = 0. Enfin, pour montrer que f = kerg (ce
qui achévera la démonstration), soit v : X — M tel que gv = 0. Alors
v € KerHomu(X,g) = ImHomu4(X, f} et il existe w : X — L tel que v = fu.
Comme f est un monomorphisme, u est unique. On a bien f = kerg. O

La suffisance se montre aussi en posant X 4 == A4 et en utilisant l'isomorphi-

sme fonctoriel ¢ : Hom 4 (A, —) = 1pmod 4 de (IL5.3): en effet, on a un diagramme
commutatif & ligne supérieure exacte, et ol les fleches verticales sont des isomor-
phismes:
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Hom 4 (A, f} Hom 4 (A,g}
0 — Homu(A,L}) ———— Homu(A,M) ——— Homu(A4,N)

%lz w:lz PN lz

! g

0 — L ey M _— N

Par conséquent, la ligne inférieure est exacte.

Cette seconde démonstration, simple et conceptuelle, présente néanmoins un
inconvénient: la démonstration correspondante de ’énoncé dual utilise la. notion
de copénérateur injectif, et ne pourra étre faite avant la fin de la section 3.

11 suit immédiatement du théoréme que le foncteur Hom 4 (X, —) est exact
4 gauche, pour tout A-module X. Ce foncteur n’est généralement pas exact
4 droite, et donc pas exact: prenons A = Z, X = Zz, M = Z, N = Z»
et f : Z — Zy Pépimorphisme canonique; on a Homy (Zg,Z) = 0 tandis que
Homy, (Z3, Z2) # 0, de sorte que Homg, (Zy, f) : Homg (Z;, Z) — Homg (Zz, Zz)
ne peut étre un épimorphisme. On a toutefois,

COROLLAIRE 1.3. Soit A une K-algébre. Une suite de A-modules
00— L L M N

est exacte et scindée 3i et seulement si, pour tout A-module X, la suite induite
de K-modules

Homa (X, f) Hom 4 (X,g)
0—— Homa(X, L) —— Homu (X, M) —— Homu (X, N)—— 0
est ecacte.

DEMONSTRATION. Suffisance. Par le théoréme (1.2), on a que la suite 0 —

L 4o M % N est exacte. Prenant X — N, il existe v : N — M tel que
1y = Homa(N, g)(v) = gv. Donc g est un épimorphisme et méme une rétraction.

Nécessité. 1l suffit de montrer que Hom 4{X, ¢) est un épimorphisme. Comme
g est une rétraction, il existe v: N — M telle que gv = 1. Pour tout u: X —
N,onavu:X — M et Homa(X, gl (ve) =gvu=u. 0O

Notons qu'avec les hypothéses du corollaire, la suite induite est également
scindée, puisque gv = 1y implique Homa (X, g) Hom4 (X, v) = ltom (X, N)-
On a les duals des résultats précédents.

THEOREME 1.4, Soient A une K-algébre et
LM N0

une suite de A-modules. Ceite suite est eracte si et seulement si, pour tout
module X 4, lo suite induite de K-modules

Hom 4{g,X) Hom 4 (f,X)
0 —— Homu (N, X) ———— Homa (M, X) ——— Homu(L, X)

est exacte.
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DEMONSTRATION. Nécessité,. On prouve d’abord que Homa(g, X) est un
monomorphisme: soit « : N — X tel que 1g = 0; comme g est un épimorphisme,
on a hien w = 0. D'autre part, gf = 0 implique Hom4(f, X)Homa(g, X) =
Hom4(gf, X) = 0 donc ImHom 4(g, X} & Ker Homy(f, X). Enfin, siv: M —
X est telle que 0 = Homa(f, X )(v) = vf, la propriété universelle de N' = Coker f
donne un morphisme u : N — X tel que v = ug = Hom 4(g, X){u}.

Suffisance. Pour montrer que g est un épimorphisme, on prend X = Coker g,
et p = coker g : N — X la projection canonique. Alors 0 = pg = Homa(g, X)(p)
et l'injectivité de Hom 4(g, X') donnent que p = 0 et donc X = 0.

On a gf = 0: en effet, solent X = N et 1y € Homg(N,N). Alors gf =
Hom4(f, X)Homa(g, X)(1n) = 0. Enfin, pour montrer que g = coker f (ce
qui achévera la démonstration), soit v : M — X tel que vf = 0. Alors v €
KerHomu(f, X) = ImHoma(g, X) et il existe u : N — X tel que v = ug.
Comme g est un épimorphisme, « est unique. On a bien g = coker f. O

On notera que cette démonstration est exactement duale de celle du théoréme
(1.2). On voit donc que le foncteur contravariant Hom 4(—, X) est exact & gauche.
Il n'est généralement pas exact & droite (et donc pas exact): solent A = Z,
X=%ZL=% M=Qet f: Z— Q linclusion. On sait que Homg(Q,Z) = 0
(en effet, si g : @ — Z est un morphisme non nul, ag (i—) = g(1) pour tout
0 # a € Z donne que tout 0 # a € Z divise g(1) € Z, une absurdité), tandis que

Homg(Z, Z) = Z # 0, de sorte que Homg(f, Z) : Homg(Q, Z) — Homgy(Z, Z) ne
peut &re un épimorphisme.
COROLLAIRE 1.5. Soit A une K-algébre. Une suite de A-modules
0 »L-LmM L N0
est ezacte et scindée si et seulement si, pour tout module X 4, la suite induite de
K -modules
Homa{g,X) Homa(f,X)

0 —— Homs (N, X) ————Homa(M, X) ———>Homy(L,X) ——0
est eracte.

DEMONSTRATION. Duale de celle du corollaire (1.3) et laissée au lecteur. [

Encore une fois, cette suite induite est alors scindée.
Tl existe une relation fondamentale entre foncteurs exacts 4 gauche et foncteurs
exacts & droite.

THEOREME 1.6. Soient A, B deuz K-algébres et F': Mod A —» Mod B, G :
Mod B — Mod A deux foncteurs covariants tels que (F, G) est une paire adjointe.
Alors I est exact & drotte et G est exact ¢ gauche.

DiEMONSTRATION. L'énoncé dit que, pour toute paire de modules M4 et X,

on a un isomorphisme fonctoriel pps x : Homp(FM, X) = Homa (M, GX). Soit
donc une suite exacte de A-modules

LM 2N,
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Il suit de la fonctorialité de {'isomorphisme précédent que le diagramme suivant
est commutatif pour tout B-module Xg:

Hompg (Fg,X) Homp (Ff,X)
0 — Homp(FN,X) ————— Homp(FM,X) —— Hompg(FL, X)
WN‘XJ‘Z Wu,xJ} wL,xlz
Homa(g,GX) Homgu (f,GX)

0 — Homus(N,GX) —— Homa(M,GX) ———— Homu(L,GX)

Comme Hom 4 (-, GX) est exact & gauche, la ligne inférieure est exacte. Comme
les Héches verticales sont des isomorphismes, la commutativité donne ’exactitude
de la ligne supéricure. Comme Xg est arbitraire, la suffisance dans le théoréme
(1.4) donne l'exactitude de la suite

PLE e FS PN 0

c’est-a-dire 'exactitude 4 droite de #. On montre de méme l'exactitude 4 gauche
de G. O

2. Modules projectifs.

Soit A une K-algébre. Il est naturel d’essayer de caractériser les cas on le
foncteur Hom est exact, c'est-a-dire les modules X 4 tels que Hom4 (X, —) (ou
Hom4(—, X)) est un foncteur exact.

DiFINITION. Un A-module Py est dit projectif si le foncteur Hom 4 (P, ) est
exact.

Explicitons cette définition. Comme on sait que le foncteur Homa (P, —) est
de toutes fagons exact & gauche (préserve les noyaux, c’est-a-dire les monomor-
phismes), il est exact si et seulement s'il est exact A droite (préserve les conoyaux,
c'est-a-dire les épimorphismes) donc si et seulement si, pour toute suite exacte

MLN—»U

de A-modules, lr suite indutte

Hom4 (P, f}
Homu4(P, M) ———— Homy (P, N} —— 0

de K-modules est exacte. On a prouvé:

LEMME 2.1. Un A-module P est projectif st et seulement si, pour tout épi-
morphisme f: M — N et tout morphisme u : P — N, i eriste un morphisme
v: P — M tel que u = fu
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11 est essentiel de remarquer que le morphisme » (dont on dit parfois qu’il
reléve u, ou est un relévement de u) n’est généralement pas unique, comme le
montre bien la démonstration du lemme suivant.

LEMME 2.2. Tout A-module libre est projectif.

DEMONSTRATION. Soit en effet {ex),c4 une base du A-module libre P. On
se donne un épimorphisme f : M — N et un morphisme u ! P — N, Comme
f est surjective il existe, pour chaque A € A, un élément x) € M tel que
f(z)) = u(er). On définit le relevement v : P — M par v(e)) = @) pour
chaque A € A, et en prolongeant par lindarité, c’est-d-dire en appliquant la
propriété universelle d'un module libre. O

Par exemple, P4 = A4 est un A-module projectif. Comme tout module libre
est somme directe de copies de A4, cela nous améne 2 la proposition suivante.

PROPOSITION 2.3. Soit (Py), s une famille de A-modules. La somme directe

@PA est projective st et seulement si chaque Py est projectif.
AEA

DEMONSTRATION. Nécessité. Supposons que @ P, est projectif et montrons
AEA
que chaque P (o0 A € A} est projectif. Notons gy : P\ — @Pﬂ et py
HEA
@P,u — P, l'injection et la projection canoniques respectivement. Solent f :

pHEA
M — N un épimorphisme et u : P, = N un morphisme.

.

HEA
n|To
py /
5 l
e f

M— N——0

Il existe un morphisme w : @Pu — M tel que fw = upy. Mais alors fuwg, =
peM
upygy = ulp, =u. Sion pose v = wgy, on a bien v : P, — M tel que fo =u.
Suffisance. Posons P = @PA. Supposons que chaque P, est projectif.

AEA
Soient f : M — N un épimorphisme et % : P — N un morphisme. Notons

encore gy : Py — P l'injection canonique. Pour tout J, il existe vy : P, — M tel
que fux = ugx.
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Py

I
Ux @Pﬂ
7 BEA
v// lﬂ
‘/f
M—N—1D

Par la propriété universelle de @P'u, il existe un unique v : @ P, —» M tel

HEA BEA
que vgy = vy. Donc fug), = ugy pour tout A € A. Par conséquent, fv =u. O

Le théorgme suivant caractérise complétement les modules projectifs.

THEOREME 2.4, Soit Py un A-module. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes;

(i} P est projectif.
(i} P est facteur direct d'un A-module libre,
(i) Toute sutte exacte courte de la forme

0—2MINZL P10
est scindde.

DEMONSTRATION. (i) implique (iii}, puisque la définition d’un module pro-
jectif implique l'existence d’un morphisme v: P — N

//JP
v 11,
f '/9 f
0 M s IV y P » 0

tel que gv = 1p, de sorte que g est une rétraction.
(ili) implique (ii): en effet, tout module, en particulier P, est quotient d'un
A-module libre: il existe donc une suife exacte courte

0 —Kerf -L-1opP 0

avec L libre. Par hypothése, elle est scindée.
(i} implique (i}: cela suit en effet de (2.2) et (2.3). O

La condition (iii) du théoréme peut étre reformulée comme suit: tout épimor-
phisme de but projectif est une rétraction.

Par exemple, si A est un corps (peut-étre gauche), tout A-module est li-
bre (II1.3.5) donc est projectif. Nous verrons plus loin {en (VI.7.1)) une car-
actérisation des algébres ayant la propriété que tout module est projectif.

11 est naturel, au vu de (2.2} et de la condition (i) du théoréme, de se demander
s’il existe des modules projectifs qui ne sont pas libres.

Sotent A =Ty(K) =[E 2] 'algébre des 2 x 2 matrices triangulaires inférieures,
et @11 = [§ 8], ezz = [§9] les idempotents matriciels. On a A = e1;4 @ egz4,
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donc e;14 et esaAd sont des A-modules projectifs. Par contre, ils ne sont pas
libres: en effet, la dimension d’un A-module libre qui est de K-dimension finie
doit &tre un multiple de dimg A = 3, et on a dimy (e11.A) = 1 et dimg (egzA) =
2.

Il est intéressant de remarquer que si A = Z, les A-modules projectifs (donc
les groupes abéliens projectifs) coincident avec les A-modules libres. Nous mon-
trerons en fait plus loin (en (XII.1.5)) que si A est un domaine d’intégrité prin-
cipal, tout sous-module d’un A-module libre est lui-méme libre. Par conséquent,
tout A-module projectif est libre.

PROPOSITION 2.5. Pour tout A-module M, il existe une suite ezacte
RN R L N NPNURURIING - N, NN SN LN ¥ S
avee les Py des A-modules projectifs.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur n. Pour n = 0, Pexistence de ’épimor-
phisme fo : o — M suit de ce que, par (IIL.3.6), tout A-module est quotient
d'un A-module libre, et tout module libre est projectif. Pour » > 0, on applique
le méme raisonnement & Ker f,,—1. O

Une suite comme celle de la proposition s'appelle une résolution profective du
A-module M. Une résolution projective & deux termes

PP—P—M-—0

s’appelle une présentation projective de M.

Résolutions et présentations projectives d’un module peuvent étre comprises
comme des approximations de ce module par des modules projectifs et sont
utiles dés qu’un calcul s'opére plus facilement sur un module projectif que sur
un module arbitraire, et est compatible avec le passage au conoyau.

3. Modules injectifs.

La notion duale de celle de module projectif est celle de module injectif.

DEFINITION. Un A-module I4 est dit ¢njectif si le foncteur Hom4(—, I) est
exact.

Cette définition équivaut a dire que le foncteur Homu(—,I) (qui est con-
travariant) est exact & droite, ¢’est-a-dire transforme les noyaux en conoyaux, ou
encore les monomorphismes en épimorphismes, ce qui est le cas si et seulement
si, pour toute suite exacte de A-modules

00— -1m

la suite induite de K-modules

Hom 4 (f,I)
Homa(M,I) —————— Homua(L, I} —— 0

est exacte. On exprime ceci par le lemme suivant.
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LEMME 3.1. Un A-module Iy est injectif st ef seulement si, pour tout mono-
morphisme f 1 L — M et tout morphisme u : L — I, il existe un morphisme
v:M— I tel qgue u=vf

0 — L — M

“l //v
I/ O

Encore une fois, le morphisme v (dont on dit parfois qu'il prolonge u, ou
est un prolongement de u) n'est généralement pas unique. Bien que la notion
d’injectif soit duale de celle de projectif, il est difficile de donner tout de suite
des exemples de modnles injectifs. Nous le ferons plus loin. En attendant, nous
montrons I’énoncé dual de (2.3). Bien que la démonstration soit également duale,
nous la ferons en détail.

PROPOSITION 3.2, Soit (1)), une famille de A-modules. Le produit H Iy

AEA
est injectif si et seulement si chague I est injectif.

DEMONSTRATION. Nécessité., Supposons H I injectif. Notons p, : HIH —
AEA HEA
Inetgy: I — H I, respectivement la projection et l'injection canomiques.

HEA
Soient f : L — M un monomorphisme et 4 : L — I un morphisme. Il existe

alors un morphisme w : M — H I, tel que wf = qyu.
HEA

0——L— M

“l ///v

Iy
w
QAHM
I1 %
HEA
Mais alors v = pyw satisfait vf = phwf = pagru = .
Suffisance. Supposons chaque I, injectif et notons encore py, : H I, —= 1) la

pEA
projection canonique. I existe pour chaque A € A un morphisme vy : M — I

tel que vy f = pru
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6 ——L—— M

Par la propriété universelle, il existe un unique v : M — H I, tel que pyv = vy
HEA

ponr tout A, Mais alors pyvf = va f = pau ponr tout A. Par I'unicité, on a bien

vf=u. 0

Il n’existe pas pour les modules injectifs de théoréme de structnre dual au
théoréme (2.4). Néanmoins, on peut montrer qu'nn module I est injectif si et
seulement si tout morphisme de source I est nne section.

THECREME 3.3. Un A-module I4 est injectif si et seulement si toute suite
exacte courte de la forme

0—1-L M SN0

est scindée.

DEMONSTRATION. Nécessité. L'injectivité de I implique 'existence d’un mor-
phisme v : M — [ qui prolonge 17 : I — I, c¢’est-a-dire tel que vf = 1;. Ainsi,
f est une section,

Suffisance. Soient f : L — M un monomorphisme, et % : L — I un morphisme
arbitraire. Posons N = Coker f. Construisons la somme amalgamée @ de f et
u. D’aprés (I11.5.9), on obtient un disgramme commutatif & lignes exactes

7
0O — L — M N 0
ul lv llN
h
0 —— I — Q N 0
hl

Par hypothese, la suite du bas est scindée, donc il existe A’ : @ — T tel que
h'h = 1;. Mais alors h'v : M — I satisfait (h'v) f == h'(vf) = W hu = u, ce qui
montre bien que I est injectif. O

THEOREME 3.4 (CRITERE DE BAER). Un A-module I4 est injectif si et seule-
ment si, pour toul idéal & droite J4 de A ef tout morphisme v : Jq — I, il
eziste un morphisme w : Aq — T4 dont lo vestriction & J égale v,

DEMONSTRATION. La nécessité étant évidente, il reste & montrer la suffisance.
Soient I satisfaisant la condition dounée, f : L — M un monomorphisme et
% : L — I un morphisme arbitraire, Comme f est un monomorphisme, on
peut identifier L & un sous-module de M. On considére donc 'ensemble £ des
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paires (L', u') ot L C I/ C M et v : L' — I prolonge u. Alors € # @ puisque

(L,u) € E.
f
0 L M
\\ /7‘
Jov s
g
i

On ordonne &€ par (I, ') < (L7, u") si et seulement si L' C L” et u” prolonge v'.
Il est clair que l'on a 14 un ordre partiel et le lecteur vérifiera aisément que £ est
inductif pour cet ordre. Le lemme de Zorn permet de conclure & 'existence d'une
paire maximale (Lg, 1o) dans £. Si Lg = M, on a fini. On va donc supposer que
Ly & M et arriver & une contradiction.

Soit x € M\ Lg. On pose J = {a € A| za € Ly}: alors J est évidemment un
idéal A droite de A. On définit v : J — I par v{a) = ug(za) pour ¢ € J. Il snit
de 'hypothése qu'il existe une application A-linéaire w: A — [ qui prolonge v.

Considérons maintenant le sous-module Ly = Ly + zA de M (qui contient
proprement Zg). On définit un morphisme uy : Ly — I par u (2o +2a) =
1y (o) +w(1)a pour zg € Lg et a € A. Il faut montrer que cette définition n’est
pas ambigiie. Mais si zg + za = x}, + za’ (avec zg,25 € Ly et a,a’ € A), on a
zp —xf = z(a’' —a) € Lo et donc &’ — o € J. Par conséquent, ug(z(a’ — a}) et
v(a’ —a) sont définis et on a ug(ze — 25) = uo(z{d’ — a)) = v(e' —a) = w(a’' —a}.
Danc ug (zo) + w{l)a = ug (z§) + w(1)e’. On a prouvé que u, : Ly — I est un
morphisme. Comme il prolonge g, la paire (L1, 1) est dans £ et est strictement
plus grande que la paire maximale (Lg, ug), une contradiction. Donc Ly = M et
I est injectif. O

On a vu gue tout module est quotient d'un A-module projectif {ce qui suit
de (2.5}, ou plus directement de (2.1} et (II1.3.6)). L'énoncé dual, & savoir que
tout module est sous-module d’un module injectif, est également vrai, mais plus
difficile & prouver. Afin de ce faire, nous commengons par donner des exemples de
A-modules injectifs. On remarque d’abord que la définition d'un groupe abélien
divisible se laisse généraliser de fagon évidente.

DEFINITION. Un A-module M est dit divisible si, pour tout x € M et tout
a € A non nul qui n'est pas un diviseur de zéro, il existe un ¥ € M tel que
z = ya.

Rappelons gne QQ et Q/Z sont deux exemples de Z-modules divisibles.

Notre objectif est d’abord de caractériser les groupes abéliens injectifs. Nous
donnons en fait une caractérisation valide pour tout domaine d'intégrité princi-
pal (c’est-a-dire une algébre commutative, intégre et dont tous les idéaux sont
principaux: c’est par exemple le cas pour la Z-algébre Z, et la K-algébre K[i]
des polyndmes en t & coefficients dans un corps K.

THEOREME 3.5. Tout A-module injectif est divisible. Réciproquement, si A
est un domaine d’intégrité principal, tout module divisible est injectif.
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DEMONSTRATION. Soit I un A-module injectif. Prenons z € I et ¢ € A non
diviseur de zéro. On considére le sous-module a4 de A4 et on définit uw:ad — 1
par u{ab) = zb (ol1 b € A). On note que u est définie sans ambiguité car a n’est
pas un diviseur de zéro. Comme 7 est injectif, il existe v : A — I qui prolouge u
et donc £ = u(a) = v(a) = v(1)a.

Réciproquement, sotent A un domaine d’intégrité principal et D4 un A-
module divisible. Afin d’appliquer le critére de Baer (3.4), on considére un idéal
& droite non nul J4 de A et un morphisme v : J — D. Comme A est principal, il
existe ¢ € A non nul tel que J = aA. Comme a n’est pas un diviseur de zéro, il
existe d € D tel que w(a) = da. On définit v : A — D par v(b) = db (ol b € A).
Alors v prolonge bien u, puisque v{ac} = dac = u(e)c = u{ac) pour tout c € A

00— J—— 4

o
D'/ . O

Le théoréme entraine immédiatement qu’un groupe abélien est divisible si et
seulement s’il est injectif. Par exemple, Q et Q/Z sont des Z-modules injectifs.

DiErFINITION. Un A-module injectif () est appelé wu cogénérateur injectif si
Homy (M, Q) # 0 pour tout A-module non nul M.

LEMME 3.6. Q/Z est un cogénérateur injectif de Mod Z.

DEMONSTRATION. Soit M un groupe abélien non nul. On prend = € M non
nul. Si = est d’ordre infini, on définit u : zZ — Q/Z par u(z) = -% +Z. Siz
est d’ordre fini n, on définit u : Z — Q/Z par u(z) = 1 + Z. Par Dinjectivité
de @/Z, le morphisme non nul v : £Z — Q/Z se prolonge eu un morphisme
v: M — Q/Z lequel est évidemment aussi non nul. O

PROPOSITION 3.7. Soit Q4 un cogénérateur injectif de Mod A. Pour tout
A-module M, il existe un monomorphisme M — Q% pour un ensemble A.

DEMONSTRATION. Posons A = Homu(M, Q) et définissons f : M — Q*
par f(z) = (w(z)),cp. Clest évidemment une application A-linéaire. Si z €
M est non nul, il existe un morphisme non nul w’ : zA — @ (car Q est un
cogénérateur injectif), douc il existe un morphisme non nul v : M — Q qui
prolonge v'. En particulier u(z) # 0 et donc f(z) # 0. L’application f est bien
un monomorphisme

0——zA— M
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Comme Q" est injectif, étant produit de modules injectifs (3.2), il suit de la
proposition que l'existence d’un cogénérateur injectif dans Mod A entraine que
tout A-module est sous-module d'un A-module injectif.

En particulier, on vient de voir que Q/Z est uu cogénérateur injectif de Mod Z.
Donc tout groupe abélien est un scus-groupe d’un groupe abélien injectif (=
divisible).

Nous allons maintenant établir 'existence d’un cogénérateur injectif dans une
catégorie de modules arbitraire. Soit donc A une K-algébre. On considére A
comme un (A — Z)-bimodule et le foncteur de changement des scalaires

Homg, ( 44z, —} : ModZ — Mod A

(en effet, il suit de (T1.5.2) que ce foncteur donne & tout groupe abélien une
structure de A-module).

LEMME 3.8. Pour une K-algébre A, le foncteur de changement des scalaires
Homg (4 Az, —~) : ModZ — Mod A est un edjoint & dreite du foncteur oubli
U:ModA — ModZ.

DEMONSTRATION. Pour un A-module M, et un groupe abélien G, il faut
montrer qu’il existe un isomorphisme

¢ : Homg (UM, G} = Hom 4 (M, Homg (4 A4z, G))
fonctoriel en M et en (7. On définit ¢ par
fr— (@ (e fza)))
(pour f € Homg (UM, G), z € M, a € A) et un morphisme
1 : Hom 4 (M, Homg, (4 Az, G)) — Homg (UM, G)

par
ur— (z— u(z)(1))
(pour v € Homy4 (M,Homg (4 Az, G)), £ € M). Alors ¢ et 1 sont bien des
isomorphismes inverses I'un de 'autre, puisque
(0o ¥)(w) = p(H()
et
p(¥(w)(z)(a) = P(u)(za) = u(za)(1) = u(z)(a)

(pour %, z,a comme plus haut). On a donc bien (p ¢ ¥)(1) = u pour tout wu.
Par conséquent, ¢ ot = 1. De méme, 1) o ¢ = 1. Enfin, la fonctorialité est un
exercice facile laissé au lecteur. [

PROPOSITION 3.9. Soit A une I -algébre. Le A-module Homg (4 Az, Q/Z) est
un cogénérateur injectif pour Mod A.
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DEMONSTRATION. On sait que Q/Z est un Z-module injectif. Par conséquent,
le foncteur Homg(—, Q/7Z) est exact. L'isomorphisme fonctoriel de (3.8) donne

alors Vexactitude du foncteur Hom g4 (—, Homg (4 Az, Q/Z)) = Homg(—,Q/Z).
Donc Homy, (4 Az, Q/Z) est un A-module injectif. D’autre part, pour un A-
module M, le méme isomorphisme de foncteurs donne un isomorphisme

Homy4 (M,Homyg (4 Az, Q/Z)) = Homg (M, Q/Z)

oll, & droite, M est vu comme un groupe abélien. Comme (J/Z est un cogénéra-
teur injectif pour Mod Z, on a Homgz(M,Q/Z) # 0, d’ol1 I'énoncé. O

1l suit immédiatement de la proposition et des remarques suivant (3.7} que
tout A-module est sous-module d’un A-module injectif. En fait, nous formulons
cet énoncé sous la forme plus forte suivante.

PROPOSITION 3.10. Pour tout A-module M, il existe une suite ezacte de la
forme

fag1

oMLy ML, —

ot les I; sont des A-modules injectifs.
DEMONSTRATION. Duale de celle de {2.5) et laissée au lecteur. O

Une sunite exacte comme celle de la proposition s’appelle résolufion injective
du A-module M. Une résolution injective & deux termes

0—M—Ih— I

s’appelle une présentation injective de M. Résolutions et présentations injectives
d'un module peuvent étre comprises comme des approximations de ce module
par des modules injectifs.

Nous achevons cette section sur une propriété intéressante des cogénérateurs
injectifs, que nous utiliserons an chapitre VI.

LEMME 3.11. Soit Q un cogénérateur injectif de Mod A. Une suite de A-
modules
LM SN
est exacte si et seulement si la suite induite de K -modules

Hom ( ,Q} Homa (f,Q
Homa(W, Q) —%, Hom o(M, @) 2D, Hom (2, Q)

est exacte.

DEMONSTRATION. Comme la nécessité suit évidemment. de Pinjectivité de @,
montrons la suffisance. Pour prouver que gf = 0, soit z € L tel que gf(z) # 0.
Comme Q est un cogénératenr injectif, il existe u : N — Q tel que u(gf(z)) # 0.
Mais alors ugf # 0 donne la contradiction Hom4({f, @) Homa{(g,Q) # 0. On a
prouvé que gf =0.

Supposons maintenant £ € Kerg et z & Imf. Soit p : M — Coker f la
projection canonique. 11 suit de 'hypothése que p(z) = z +Im f # 0. Comme Q
est un cogénérateur injectif, il existe v : Coker f — @ tel que up(z) # 0. Comme
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pf =0, 0n a upf = 0 et donc up € KerHoma(f,Q) = ImHom4(g, Q). Par
conséquent, il existe v : N — @ tel que up = Hom4{g, Q)(v) = vg:

L—rMibN

pl u i
Cokerf —— (@

Mais alors on obtient la contradiction

0 # up(z) = vg(z) = v(0) = 0.
Cela montre que Im f 2 Ker g et done 'énoncé. O

Comme application immédiate de ce lemme, nous tenons une promesse faite
& la section 1 en présentant une démonstration simple de la suffisance en (1.4):
en effet, Phypotheése de (1.4) implique que, sl @ est un cogénérateur injectif de
Mod 4, alors la suite

Hom(g,@ Homa (f,Q
0 — Homa{N, Q) —(ga )HomA(M,Q) —(f» )HomA(L,Q)

est exacte, et le lemme précédent entraine, comme voulu, Pexactitude de la suite
! g
LY M D N—QO.

4, Extensions essentielles et enveloppes injectives.

Nous allons maintenant prouver que l'on peut trouver un ”plus petit” mod-
ule injectif E contenant un module donné M., Afin de justifier notre premiere
définition, remarquons que si B’ est un sous-module injectif non nul de E, il en
est un facteur direct par (3.3), par conséquent E' N M = 0 entrainerait que M
se plonge dans E/E', ce qui contredirait la minimalité de ¥: on a donc besoin
d'un module injectif E tel que M coupe tout sous-module {injectif} non nul de
E. On en vient ainsi 4 la définition suivante.

DEFINITION. Soit M un A-module. Une eztension essentielle E de M est un
module £ contenant M et tel que st N est un sous-module non nul de £, alors
NN M s 0. On dit aussi que M est un sous-module essentiel de E.

Par exemple, il est facile de voir que (@ est une extension essentielle de Z.
Il est utile d’exprimer la notion d’extension essentielle en termes de mor-
phismes.

DEFINITION. Soient M, E deux A-modules. Un monomorphisme f : M —
E est dit essentiel si, pour tout morphisme h : E — F tel que Af est un
monomorphisme, on a que A est lui-méme un monomorphisme.

Les deux propriétés suivantes sont immédiates.

LEMME 4.1. Sotent f : L - M et g: M — N deur monomorphismes de
A-modules.
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(i) Sig et f sont essentiels, alors gf : L — N est ausst un monomorphisme
essentiel,
(i} Sigf: L — N est un monomorphisme essentiel, alors g est essentiel,

DEMONSTRATION. (i) En effet, gf est évidemment un monomorphisme, et
hgf monomorphisme implique successivement hg monomorphisme {car f est
essentiel) et A monomorphisme (car g est essentiel).

{(ii} Si kg est un moncmorphisme, il en est de méme de hgf. Comme gf est
essentiel, h est un monomorphisme, (]

PROPOSITION 4.2. Un monomorphisme f: M — FE est essentiel si et seule-
ment si E est une extension essentielle de f(M).

DEMONSTRATION. Nécessitd. Soit en effet N un sous-module de E tel que
NN f(M) = 0. Alors la composition de f : M — E avec la projection canonique
p: E — E/N est un monomorphisme puisque z € Ker(pf) donne f(z) € Kerp =
N donc f(z) € NN f(M) = 0 et z = 0 puisque f est un monomorphisme. Comme
f est essentiel, p est un monomorphisme. Donc N = 0.

Suffisance. Soit k : E — F tel que kf est un monomorphisme et supposons
N =Kerh #0. Alors NN f(M) # 0 donne un z € M non nul tel que f(z) € N.
Done hf(z) = 0, une contradiction. Par conséquent, N = 0. O

Le résultat suivant montre que 'on peut caractériser l'injectivité par ’absence
d’extensions essentielles propres.

LEMME 4.3. Un A-module M est injectif si et seulement sl n’a pas d’exten-
sions essentielles propres.

DEMONSTRATION. Nécessité. Supposons M injectif et M & E. Par (3.3), M
est un facteur direct de E: il existe N G Ftelque N #0et £ = M@ N. En
particulier, M NN = 0 et E ne peut étre une extension essentielle de M.

Suffisance. Soit M un module sans extensions essentielles propres. On veut
montrer que M est injectif. Par (3.10), il existe un A-module injectif £ contenant
M. Le lemme de Zorn affirme d’autre part Pexistence d’un sous-module N de
E maximal pour la propriété que M NN = 0. Notons 7 : M — FE Pinclusion,
et p: E — E/N la projection canonique. Comme M NN = 0, on a que
pj : M — E/N est un monomorphisme. D’autre part, E/N est une extension
essentielle de M, puisque 81 0 # L/N C E/N, alors L 2 N et la maximalité de
N entrainent L N M # 0 et donc (L/N) N M # 0. L’hypothése entraine que pj
est un isomorphisme. Donc j est une section et M est facteur direct de 'injectif
E. Par conséquent, M est injectif. O

On dira qu'une extension essentielle £ d'un module M est mazimale si M
n’admet pas d’extension essentielle £’ telle que £ & E'. Le théoréme suivant
montre que ce sont les modules que nous cherchions.

THEOREME 4.4. Soient M C E deuzr A-modules. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) E est une extension essentielle marimale de M.
(ii) E est une extension essentielle de M el est injectif.
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(iil) E est injectif et il n'existe pas de module injectif I tel que M C I g E.

En outre, pour tout A-module M, il existe un A-module E satisfaisant les
conditions équivalentes précédentes.

DEMONSTRATION. (i} implique (ii}. Par (4.1)(i}, la relation “est une extension
essentielle” est transitive. Par conséquent, Phypothése implique que ¥ n'a pas
d’extension essentielle propre. Par (4.3), E est injectif.

(ii) implique (iil). En effet, s'il existait un tel 7, son injectivité entrainerait
I'existence d’un module non nul ' C E tel que E=I @ I'. Comme M C I, on
aurait M N I’ = 0, une contradiction.

(iii) implique (i). Par (3.10), pour un module M donné, il existe un A-module
injectif I contenant M. On note £ P'ensemble des extensions essentielles de M
contenues dans 7. Il est clair que & # @, puisque M € &, 1l est facile de voir
que ’ensemble £, ordonné par inclusion, est inductif. Par le lemme de Zorn, &€
contient un élément maximal . On affirme que E est une extension essentielle
maximale de M. Supposons que ce n'est pas le cas, et soit E' une extension
essentielle de M telle que E C E’. Comme I est injectif, l'inclusion 7 : B — I
se prolonge en un morphisme f: E' — I

O—>E;>E’

L/
-‘fl i
I

On affirme que f est un monomorphisme. En effet, E et E' sont toutes deux
des extensions essentielles de M et E C E'. Par (4.1)(ii), B! est une extension
essentielle de F donc Vinclusion i : F — E’ est essentielle. Comme fi = j est
un monomorphisme, il en est de méme de f.

Cela montre que f (E') est une extension essentielle de M contenue dans I.
La maximalité de F donne f(E’) = F et donc f induit un isomorphisme entre
E et E'. Cela montre que F est une extension essentielle maximale de M et en
particulier, est un module injectif. Mais alors, par hypothése, £ =1,

Enfin, Pexistence de ¥ suit de la construction. O

Ainsi, on a établi Pexistence d’un plus petit module injectif contenant un
module donné, qu’on a caractérisé par les propriétés équivalentes du théoréme
(4.4). Tl est utile de pouvoir également le caractériser comme suit.

DEFINITION. Soit M un A-module. Une enveloppe injective de M est une
paire (I,7), ot I est un A-module injectif et j : M — I est un monomorphisme
tel que, si (I',4') est une autre paire, avec I' un A-module injectif ef §/: M — I
un monomorphisme, alors il existe un monomorphisme f : T — I’ tel que f5 = ',
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Par abus de langage, on dit souvent que I est 'enveloppe injective de M. On
note qu’avec les notations de la définition, f : I — I’ étant un monomorphisme
de source injective est une section: cela montre que Penveloppe injective d'un
A-module M est un facteur direct de tout injectif contenant M. Nous montrons
maintenant que cette notion coincide avec celle d’extension essentielle maximale,

THEOREME 4.5. Pour lout A-module M, il eriste une enveloppe injective,
unique 4 isomorphisme prés. Celle-ci est isomorphe & une extension essentielle
maximaele de M.

DEMONSTRATION. Existence. Soient I une extension essentielle maximale de
M et 7 : M — I Pinclusion. Par (4.4), I est injectif. Soit done (I, j') une paire
comme dans la définition. L’injectivité de I’ donne un morphisme f: I — I’ tel
que fj = 7. Comme ;' est un monomorphisme et j esi essentiel (par (4.2)), f
est un monomorphisme.

Unicité. On a vu que la paire (I, 7) avec I une extension essentielle maximale
de M, et j : M — I l'inclusion satisfait la propriété voulue. Soit (I’,7) une
autre paire satisfaisant cette propriété. Alors il existerait un monomorphisme
g:I' = Itel que g5/ = j. Comme I’ est injectif, il existerait 7" C I tel que
I"f£0etI=I@I". Maisalors I'NI" =0 et M C I' donneraient M NI" =0,
ce qui contredit Phypothése que I est une extension essentielle de M. O

COROLLAIRE 4.6. Soit j : M — I un morphisme de A-modules. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

(i) (1,4) est une enveloppe injective de M.
(ii) j est un monomorphisme avec I une exiension essentielle mazimale de
M.
(i) § est wn monomorphisme essentiel et I est injectif.

DEMONSTRATION. II suit du théoréme (4.5) que (i) équivaut a (ii) et du
théoréme (4.4} que (ii) équivaut a (iii). O

1I est naturel de se demander si les résultats duals sont valables pour les
modules projectifs. La notion duale de celle de monomorphisme essentiel est
celle d’épimorphisme superflu. Nous Pétudierons au chapitre VII. La définition
d’enveloppe injective se laisse aussi dualiser aisément. Pour un A-module M, une
couverture projective de M (voir chapitre VIII} est une paire (P,p} oll Pa est
projectif et p ; P — M est un épimorphisme tel que, si (P, ') est une antre paire
avec P’ projectif et p' : P/ — M un épimorphisme, il existe un épimorphisme
f: P = Ptel quepf =p'.
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Par conséquent, P est un facteur direct de tout projectif P’ “couvrant” M.
Néanmoins I’énoncé dual de (4.5) n’est généralement pas vrai: pour une algébre
quelconque, un A-module n’admet pas nécessairement de couverture projective.

Comme nous le verrons plus loin, il sera nécessaire de faire des hypothéses sur
I'algebre.
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Exercices du Chapitre IV,

1. Soient F : Med A — Mod B un foncteur exact et covariant, M un A-module
et M1, My deux sous-modules de M. Montrer que ¥ (M;+Ma) = F{M)+F (M)
et F(Ml mn Mz) = F(Ml) n F(Mz)

2. Soit un diagramme de Mod A
P

E
f
M — N
oi1 P est projectif. Montrer qu'il existe h : P — M tel que fh = g si et seulement
silmg CIm f.

3. Enoncer et prouver le dual de I'exercice précédent.
4, Dans le diagramme & ligne exacte de Mod A
Pn’ PH
f’l lfll
0 — M — M — M' — 0

P, P" sont projectifs. Construire un module projectif P et des morphismes o,
v’, f tels que 'on a un diagramme commutatif 4 lignes exactes

! ;

0 — p o p 2, pr _ 5 0
| |
0 — M S M 5 MY — 0
Montrer que, si f/ et f7 sont surjectifs, f I'est aussi.
5. Enoncer et prouver le dual de Pexercice précédent.

6. Soit un diagramme commutatif de Mod A

P—)LLM

| !

N’ ] N — N”

avec P projectif, gf = 0 et la ligne du bas exacte, Trouver un morphisme
P — N’ qui rende le diagramme commutatif.

7. Enoncer et prouver le dual de I'exercice précédent.

8. Soient A une K-algtbre, P un A-module projectif, et I un idéal bilatére
de A. Montrer que P/PT est un A/I-module projectif.

9. Montrer que tout module de type fini est quotient d’un module projectif
de type fini.
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10. On considére un entier positif fixe n > 1 et le morphisme de Z-modules
f:Z — Z défini par f(z) = nz.

(1) Montrer que l'on a une suite exacte de Z-modules

60— Z £, Z— &y — 0.
(if) Montrer que la suite précédente n’est pas scindée (et donc Z, n’est pas
projectif).
(iii) En déduire qu'un Z-module (= groupe abélien) de type fini est projectif
si et seulement s’il est libre,

11. Montrer que, si n = rs est un entier positif et r, s > 1, le Z,-module vZ,
est projectif mais n’est pas libre.

12. Montrer le lemme de Schanuel: si

0—K —P-—M 0 et 0—Ky— P —M-—0

sont deux suites exactes courtes, avec Py et P projectifs alors Ky & FPa = Ko Py,
13. Enoncer et prouver le dual de 'exercice précédent.

14. Momntrer que si P4 est un A-module projectif engendré par m éléments,
alors P, est un facteur direct de AY™.

15, Montrer le théoréme de la base projective: un A-module P est projec-
tif s1 et seulement 8'il existe des familles (ay),., d’éléments de P et (fa)yca
d’éléments de Hom 4 (P, A) telles que:

(i) Pour tout z € P, la famille (f1(z)) ¢, est & support fini,

(i) == Z Falz)ey pour tout z € P.
AEA
Si P est projectif, la famille (ax},., peut étre prise comme étant un ensemble
quelconque de générateurs de P.

16. Soit A un domaine d'intégrité principal. Montrer que si P est projectif,
alors za = 0 pour z € P et a € A entraine z = 0 ou @ = 0 (on dit alors que P
est sans torsion).

17. Soient A un domaine d’intégrité principal ayant ) pour corps des fractions
et soit I un idéal non nul de A. Montrer que I est projectif si et seulement
si I est inversible, cest-a-dire qu’il existe des éléments a;,as,...,a, € I et
1,020 20n € Q tels que ;1 C Apour 1 <4< netd ey =1. En déduire
qu'un idéal projectif de A est nécessairement de type fini.

18. Montrer que si P, est projectif alors Homg, (3P4, Q/Z) est un A°P-module
injectif.

19. Mountrer que P est projectif si et seulement si pour tout épimorphisme
f oI — I avec I injectif, et tout morphisme w: P — I”, il existe v : P — I tel
que fv=1u.
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7
/
k}/ Ju.
!

A L p—

20. Enoncer et résoudre le dual de 'exercice précédent.

21. Soient K un annean commutatif, 7 un K-module injectif et A une K-
algébre, Montrer que Homy (4, I} est un A-module injectif.

22, Soit K un corps. Montrer que tout K-espace vectoriel est un K-module
injectif,

23. Soient p nn nombre premier, f : Z — Zp et g : Zpz — Zp les surjections
canoniques. Montrer que le produit fibré de f et g est isomorphe & Z & Z,,.

24. Soient f : Z — Q l'inclusion, et g : Z — Z la multiplication par n.
Montrer que la somme amalgamée de f et g est isomorphe & Q & Z,.

25. Montrer que, si M1, My et M; N My sont des sous-modules injectifs d'un
module M, alors M; + My est aussi injectif.

26. Enoncer et résoudre le dual de Pexercice précédent.

27. Socient A un domaine d’intégrité principal et ¢ son corps de fractions.
Montrer que @@ 4 est divisible (et donc injectif).

28. Soient A un domaine d’intégrité principal et ¢ son corps de fractions.
Montrer que 24 est Penveloppe injective de A 4.

29, Montrer que tout A-module & droite est injectif si et seulement si tout
idéal a droite de A est facteur direct de A.

30. Soient M C F deux modules. Montrer que E est une extension essentielle
de M si et seulement =i, pour chaque = € E, soit £ = 0 soit il existe o € A tel
que 0 # za € M.

31. Soient M C E deux modules et (Fyx), ., une chaine de sous-modules de
E pour linclusion, chaque E) étant une extension essentielle de M. Montrer
que UyeaF) est une extension essentielle de M (Indication: utiliser 'exercice
précédent).

32. Soient M, M3 deux modules d’enveloppes injectives respectives Ey, Ej.
Montrer que Ey @ E; est 'enveloppe injective de M; & Ms.

33. Soient C, D deux catégories, ¥ : C — D un foncteur adjoint 4 gauche d’un
fonctenr G : D — C. Montrer Pexistence de morphismes fonctoriels G — 1p
et 1 — G'F (qui ne sont pas nécessairement des isomorphismes fonctoriels).

34. Soient A une K-algébre et e un idempotent de A (c’est-a-dire nn élément
e € A tel que e? = e). Montrer que A4 = eA® (1 — e)A. En déduire que tout
A-module de la forme eA est projectif.
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35. Montrer qu’'un A-module injectif ¢} 4 est un cogénérateur injectif de Mod A
si et seulement si le foncteur Homa(—, @} est fidgle.




CHAPITRE V

Produits tensoriels. Algébres tensorielle et extérieure.

Plusieurs problémes font intervenir par exemple trois modules L, M, N et une
application bilinéaire L x M — N. Aux fins d’appliquer les techniques que
nous connaissons, on aimerait pouvoir remplacer L x M par un module T et
Papplication bilinéaire précédente par une application linéaire T — N, De méme,
on aimerait pouvoir remplacer un produit fini My x .-+ x M, par un module
T, et une application multilinéaire M; X -+ x M,, — N par une application
lindaire T" — N. Le lecteur a reconnu que l'on a la Pénoncé d’une propriété
universelle. Celle-ci permet de définir la notion de produit tensoriel de modules
dont le but est de linéariser certaines applications bilinéaires ou multilinéaires.
On étudiera la relation du produit tensoriel avec les modules d’homomorphismes
avant d‘aborder 'étude de diverses algébres définies & 'aide de cette notion.

1. Produit tensoriel de modules.

Soit A une K-algébre. On se donne deux modules L4 et 4 M. Une application
g du K-module produit L x M dans un K-module X est dite A-bilinéaire si

g (@10 + T, y) = g (1,7} o1 + g (T2, ¥) 02
g(z, 1P + v2b2) = glz,y1) B1 + g (2,42} B2
g(za,y) = g(z, ay)
pour tous T,z1,T2 € L, y,y1, 2 € M, o, 00,5, Jr € Keta € A,
DEFINITION, Un produit tensoriel de L, et 4 M est défini par la donnée d’uue
paire (T,¢t), oit T est un K-module et ¢ : L x M — T est une application A-
bilinéaire, telle que, pour toute paire (X,g), ot X est un K-module et g :

L x M — X est une application A-bilinéaire, il existe une unique application
K- linéaire §: T' — X telle que Gt = g.

LxM-—"oT

|
N

X

119
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En d’autres termes, le produit tensoriel transforme toute application bilinéaire
de source L x M en une application linéaire de source T'.

THEOREME 1.1. Soient L 4 et AM deur A-modules, il existe dans Mod K un
produit tensoriel de L et M, unique 4 isomorphisme prés.

DEMONSTRATION. Il suit de l'universalité qu'’il suffit de montrer 'existence
d’un tel produit. Soit K{L*M) Je K-module libre sur Pensemble L X M, c’est-a-
dire I’ensemble des combinaisons linéaires de la forme Z (zx,y) ey avec Ty €

AEA
L yy € M et ay € K tels que (ay),cp soit & support fini, et soit R le sous-

module de K{E*M) engendré par les éléments des formes suivantes:

(zr00 + za0n,y) — (T1,9) 01 — (T2,¥) a2
(z, 1001 + w2B2) — (2, 01) B1 — (2,92) Ba
(ze,y) — (z,ay)

ol z,x1,29 € L, v,y1,y2 € M, ay,a9,01,02 € K et a € A Posons T’ =
KALXM) /R et s0it ¢ la composition de I'injection canonique j : Lx M — Ig(Lx M)
et de la projection canonique p : K (LxM) _, T, Par définition de R, I'application
t est A-bilinéaire.

Soit (X, g) une paire comme dans la définition. Comme KZ*M) est un K-
module libre, il existe un unique morphisme de K-modules g’ : K{EXM) X
tel que g’s = g. Comme g est bilinéaire, ¢’ s’annule sur les générateurs de R, et
donc ¢'(R) = 0. Par conséquent, ¢’ se factorise par K(EXM) /R c'est-d-dive qu'il
existe un unique morphisme de K-modules g : K{(ZxM} / R — X tel que gp = g'.
Mais alors on a gt =gpj = ¢'5 = g

Lx M2 g 2 KIxM) g
Ie
\ Q’J' 5
x

Enfin, 7 est uniquement déterminé par g, car si §;t = gyt alors §,pj = §upj
entraine que g p et g,p coincident sur une base du K-module libre K“*M) done
sont égales. Comme p est un épimorphisme, §,p = gyp implique g, =g,. O

Par abus de langage, on dira que le {-module T est le produit tenscriel de L
et M, et on notera T = L ®,4 M. Le K-module L ®4 M est engendré par les
éléments de la forme ¢(z,y) = 2@y (ol z € L, y € M) appelés des tenseurs. Par
conséquent, uu élément arbitraire de L ® 4 M est de la forme Z (zx ®yn) oy,

AEA
ot1 (@a) ycp st une famille d’éléments de K & support fiui. En outre, les relations

suivantes sont satisfaites:
(101 + Zo) @y = (21 B Y) o1 + (T2 DY) a2
@bt wfh)=Eun)f+(xewn)
r@ay =z0@Y
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pour #,x1, %2 € L, y,91,¥2 € M, a1,02,01,02 € K et a € A,

Observons qu’alors que L est un A-module & droite, M un A-module 4 gauche,
le produit tensoriel I. ® 4 M n’est muni que d’une structure de K-module. Si,
néanmoins, A, B,C sont trois K-algdbres, pLa est un (B — A)-bimodule, et
aMg est un (A — C)-bimodule, alors le produit tensoriel I @4 M est muni d’une
structure naturelle de {B — C)-bimodule par

b(z ® y)e = (bz) ® (yc)

(pour b€ B,z € L,y € M et ¢ € C). On laisse au lecteur la vérification
immédiate des axiomes.

1l est important de remarquer que le produit tensoriel de deux modules non
nuls peut se réduire 4 zéro. Solent en effet m,n deux entiers copremiers, alors
Lo, @, L, = 0. On sait qu’il existe s,t € Z tels que ms + nt = 1 {c’est ce qu’on
appelle la relation de Bezout), donc, pour tous £ € Zm, ¥ € Zn, 00 2

z@y=ms(zRy) +nt{z@y) =s(mz Ry} + t{x @ ny) =0.

Comme Zy, @z Zn, est engendré par les éléments de la forme = ® y, on a bien
T @p o = 0.

Comme on Pa vu en (I11.3), '"énoncé d’une propriété universelle méne & un
processus de fonctorisation, Soient f : La — I’y et g : aM > sAM' deux
applications A-linéaires, alors 'application f x ¢ : L x M — L' x M’ définie par
(f x g)(z,y) = (f(z), 9(y)) (pour (z,y) € L x M) donne, par composition avec
I'application canonique & : L' x M’ — L' ® 4 M’ une application A-bilinéaire
t(fxg): LxM— L' ®4 M'. Par conséquent, il existe un unique morphisme
de K-modules f@¢g: L&s M — I’ ®,4 M' rendant le carré suivant commutatif

i
LxM — L®sM

f xsl lf®y
tn'
'xM —— LosM
Sif':Ly— LY, ¢ aM' — s4M" est une autre paire d’applications A-linéaires,

il suit du méme raisonnement que I'on a un diagramme commutatif

i
LxM 0 LesM

nyl lf@g

’

t
I'sxM —— FLesM

| [or

LII % MH ! LH ®A MH

L’unicité dans la propriété universetle donne alors que
(fed)(feg=(FHedy).

St en particulier M = M = M" et §d = g = ly,ona (f/f) @1y =
(F' ®1ar) (f ® 1as). Avec Péquation évidente 1pgar = 17, ®1ps, cela montre que
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la correspondance ~ ®4 M : L — L®4 M, f — f ® 1y définit un foncteur
covariant de Mod A dans Mod K. De méme, la correspondance L4 ® — : M —
L®s M, g— 1; ® g définit un foncteur covariant de Mod A°® dans Mod K, de
sorte que le produit tensoriel —®4 — : (L, M) — L®a M, (f,g) — f ® g définit
un bifoncteur de Mod A x Mod A°P dans Mod K, covariant en chaque variable.
En fait, on a un résultat un peu pius général.

PROPOSITION 1.2. Soient A, B deuz K -algébres, et AMp un (A— B)-bimodu-
le. La correspondance — ®4 Mp : La — L ®4 Mg, f — f® 1n définit un
foncteur covariant de Mod A dans Mod B, et la correspondance aMp @ — :
gN = 4sM &g N, g— 1y ® g définit un foncteur covariant de Mod B°? dans
Mod AP,

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier que, pour toute application A-linéaire
f:Ls— L'y, Vapplication f & 1pr: L®4 M — L' ©4 M est B-linéaire, et cela
suit immédiatement de la définition de la structure canonique de B-module sur
L&y Met L' ®4 M. On mountre de méme le second énoncé. O

En particulier, si A est une K-algébre commutative, et M un A-module, les
foncteurs — ®4 M et M ®4 — sont deg foncteurs covariants de Mod A dans
Mod A.

PROPOSITION 1.3. (i) Sotent A une K-algébre commutative, et L, M deuz
A-modules. On e un isomorphisme fonctoriel en chague variable

L@sMSIMo®al.

(ii) Soient A, B deux K-algébres et La, aMp, pN trois modules. On a un
isomorphisme fonctoriel en choque variable

Los(M®sN) > (L®aM)®sN.

DEMONSTRATION. (i) L’application Lx M — M ® L définie par (z,y) — y®x
(pour z € L, y € M) est A-bilinéaire et induit donc une application linéaire
f:LO®M - M®L telle que f(z®y) = y ®2z. De méme, on construit
g: M®L— L®M telle que g(y ® z) = x ®y. 1l est clair que f et g sont des
morphismes fonctoriels et mutuellement inverses.

(ii) Soit z un élément fixe de N. On définit un morphisme f, : M — M ®@p N
par f.(y) = y @ z (pour y € M). Ce morphisme de A-modules & gauche induit
un morphisme de K-modules g, = 1, @ f; : LA M — L®4 (M @p N) tel
que 2 ®y — z® (y® 2z} (pour z € L). L'application ¢ : (L®4 M) x N —
L& (M ®p N) définie par ¢(m, z) = g;(m) (pour m € L ®4 M) est B-linéaire
et donc induit un morphisme (L ®4 M) ®p N — L ®4 (M @p N} qui est K-
linéaire et tel que (z®y) ®2z s’applique sur z® (y® z). On construit de méme un
morphisme L& 4 (M ®p N) = (L®a M)®p N tel que z® (y ®z) s’applique sur
(z®y)®z. 1l est clair que ces deux morphismes sont fonctoriels et mutuellement
inverses. [




1. PRODUIT TENSCRIEL DE MODULES. 123

THEOREME 1.4. Soit A une K-algébre. Pour tous A-modules La et 4 M, on
a des isomorphismes fonctoriels

L@aAaSLy e 2AARa M 4 M.

D#MONSTRATION. Les applications L&a A — L et L — L ®4 A définies
respectivement par z®a — zo et z — z®1 (pour z € L, a € A) sont A-linéaires,
fonctorielles et mutuellement inverses. Cela montre le premier isomorphisme. Le
second est prouvé de la méme fagon. O '

THEOREME 1.5. Soient (Ly)yc, une famille de A-maodules & droite et (M) ,ex,
une famille de A-modules & gauche. Alors il existe un isomorphisme fonctoriel

(@L»\)®(@Ma):*( D oM.

AEA gEL MoJEAXT

DiEMONSTRATION. L'application

(@Lk)x(@m)ﬂ D (Lron i)

AEA €L (Mo)EAXE

définie par ((m)\))\e:\v(ya)oez) = (T ®yﬂ')()\,cr)EAXE (pour zx € Ly, yo € Mo)
est A-bilinéaire, donc induit un morphisme

(@) @, o

AEA o€T (A o)EAXE

tel que (zx)yeca ® (Yo)pen (22 ® yﬁ)()\,a’)EAxE‘

Pour construire la réciproque, on note gy : Ly — @Lﬂ, ¢ M, — @ M,
HEA wCh
et gy, 1 La®aM, — @ (L ®a M,,) les injections canoniques respectives.
(py)EAX T
On considére la fainille de morphismes

nog oM, — [ PL.| ®a (@Mw) :
REA weD

Par la propriété universelle de la somme directe, il existe un unique morphisme

9: P TaeM) - (@LA) ®a (@ Mcr) tel que gg%, = qx ® qb.

{AC)EAXE A€A FEL
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Mais alors on a

g ((37)\ @ Ua)(,\,a)eAxE) = 4 Z Oho (TA ® Ys)
(A e)EARE

= 35 @ ®d) (@ e

AEA CED

= Y o(e)® ) d ([¥)

AEA ogEL
= (@2 )ren ® Woloes -
On voit bien que f et g sont mutuellement inverses. La fonctorialité est un

exercice facile laissé au lecteur. [J

Ce théoréme s’applique en particulier dans les deux cas suivants. Solent
(Lx) e p une famille de A-modules & droite et A un A-module & gauche, alors il
existe un isomorphisme fonctoriel

(@LA) ®a M= P (LreaM).

AEA AEA

De méme, si L est un A-module & droite, et (M), 5 une famille de A-modules
4 gauche, il existe un isomorphisme fonctoriel

L®4 (@M,) = PresM,).

og€n gc

Un corollaire nous dit ce qui se passe pour un module libre.

COROLLAIRE 1.6. Soient La, M deus A-modules et A un ensemble. On a
des isomorphismes fonctoriels

L®y AW 5 LS;A) et AWM @AM AM(A).
DEMONSTRATION. (1.4) et (1.5). O

8i, en particulier, A est un ensemble fini ayant n éléments, on a
Les AWML e AN @y M M,

COROLLAIRE 1.7. Pour tous m,n > 0 on @ AT @4 AM™ 5 A B por.
ticulier, si K est un corps et E| F sont des K -espaces vectoriels de dimension
finie, on a dimg(E @ F) =dimg F-dimg F. O

En fait, si {21, -+ ,Zm } est une base du K-espace vectoriel E, et {y1,...,¥n}
est une base du K-espace vectoriel F, il suit de la définition du produit tensoriel
que Pensemble {z; ® y; |1 <i <m, 1 <j < n} est un ensemble générateur de
E @ F. Comme, par (1.7), sa cardinalité est égale & la dimension de £ ® F, il
en constitue une base.

Ces considérations permettent de décrire la matrice du produit tensoriel de
deux applications linéaires entre K-espaces vectoriels. Soient en effet F, E', F, F”
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des K-espaces vectoriels munis respectivement des bases {z1,... ,Zn}, {z1,...,
bty {yy oy}, Whheo sy}, et soient f 1 B — E'et g F — F' deux
applications linéaires ayant pour matrices respectives par rapport a ces bases
a = [oy;] et b = [f;;]. On cherche la matrice de f® g: E® F - E'@ F' par
rapport aux bases {z; @y |1 <i<m, 1 <j<nlet {z, @y, |1 <k <p, 1<
£ < g} respectivemnent, Or

(f@g) (@ @y;) fx:) @g(ys)

(o) o (200)

> (awibe) (= ® ).

K,

{

La matrice cherchée est donc la matrice [ak;Beji(i j)(k,p qu'on appelle parfois
produit tensoriel des matrices a et b et qu'on note a @ b.
Si par exemple f, g : R2 — R? sont données dans les bases canoniqnes par les

matrices
@ b ‘ a b
c d © ¢ d

respectivement, alors f ® ¢ : R?* — R* est donnée par

-

ea’ ab’ ba' b
ac’ aod b bd’
ca’ cb da’ Y
e ed def dd’

Nous achevons cette section en montrant qu'on peut définir également le pro-
duit tensoriel de deux algébres. Soient en effet A, B deux K-algtbres. On sait
que le produit tensoriel A®p B est muni d'une structure naturelle de K-module.
Nous allons maintenant montrer qu'il est également doté d’une structure de K-
algtbre.

THEOREME 1.8. Soient A, B deur K-algébres. Alors AQy B est muni d'une
structure naturelle de K -algébre, qui est commutative si et seulement si A et B
le sont.

DEMONSTRATION. Il suffit de définir le produit de deux éléments des formes
a1 ® b1 et as ® by avec ay,az € A et by, b2 € B, On pose

(a1 @ b1) (a2 ® ba) = (e102) ® (b1b2).
Le reste est une vérification facile laissée au lecteur. O

Un cas particulier important est celui ot B = M,(X), avec K un corps. On
sait alors par l'exemple (I.1.2){b) que B admet pour base sur K l'ensemble des
matrices e;; avec 1 < 4,7 < n. Si A est une K-algébre, il suit de (1.6) que
A @5 B est un A-moedule libre ayant pour base 'ensemble des éléments de la
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forme 1 ® e;; (pour 1 < 4,7 < n) ol 1 désigne l'identité de A. En outre, il suit
de la définition de la multiplication dans A ®yx B = A @x M, (K) que l'on a

A®x My (K) S M, (A).

Si on a aussi A = My (K), le terme de droite devient M, (M, (K)) =
M (K), car les éléments de M, (M,,(K)) ne sont autres que des n x n matrices
dont les coefficients sont & leur tour des m X yn matrices sur K. Ainsi, on trouve

Mm(K) ®K M-n(K) = mn(K)'

2. Propriétés fonctorielles du produit tensoriel.

Le théoréme fondamental suivant, qui n’est & proprement parler qu’une refor-
mulation de la définition, exprime le fait que le produit tensoriel est un adjoint
4 ganche du foncteur Hom.

THEOREME 2.1 (D'ADJONCTION). Soient A, B deuz K -algébres et L4, 4Mp,
Np des modules. Il existe un tsomorphisme de K-modules

Hom4 (L, Homp(M, N)) = Homg (L ®4 M, N)

fonctoriel en chague vartable.
Aingi, — ®a4 M est un adjoint & gouche de Homp (M, —).

DEMONSTRATION. On considére les morphismes
f :Homg (L,HOH]B(M, N)) — Homp (L A M,N)

défini par ¢ — (z @ y — w(z)(y)) (pour ¢ € Hom4 (L, Homp(M,N)), z € L et
ye M), et '

g:Homg (L ®4 M,N) — Homy (L, Homg(M, N))

défini par  — {(z— (y — {z®@y))) (pour 7 € Homp (L ®4 M,N), z € L,
y € M). Ils sont K-linéaires, mutuellement inverses et fonctoriels en chaque
variable. O

Si C, D sont deux autres K-algébres telles que oL 4 est un (C' — A)-bimodule
et pNp est un (D — B)-bimodule, on vérifie de suite que I'isomorphisme est un
morphisme de (I? — C)-bimodules.

On a bien entendu le résultat correspondant pour les A-modules 4 gauche,
que nous citons & cause de son importance: si A, B sont deux K-algébres et 4L,
BMa, pN sont des modules, il existe un isomorphisme de K-modules

Homy (L, Homg (M, N)) = Homp (M ®4 L,N)

fonctoriel en chaque variable; ainsi M®4-- est un adjoint & gauche de Hompg (M, ).

Nous en venons 4 I'étude de l'exactitude des foncteurs produit tensoriel. Alors
que (et parce que) les foncteurs Hom sont exacts & gauche, les foncteurs produit
tensoriel sont exacts A droite: en effet, cela suit du fait que le produit tensoriel
est adjoint & gauche du foncteur Hom.
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THEOREME 2.2, Soit A une K-algébre. Une suite de A-modules & gauche

f
AM’ } AM g >AM” » 0

est exacte si et seulement si, pour tout A-module & drotte La, la suite induite

1.@f 1.®
LoaM L peamM S Lo M ——0
est ezacte {en particulier, le foncteur L ® 4 — est exact & drotte).

DEMONSTRATION. La nécessité suit de (2.1) et de (IV.1.6), la suffisauce suit
de (1.4) en posaut Ly = A4. O

11 faut remarquer que le foncteur L @ 4 — n’est pas exact & gauche en général
(et donc pas exact): en effet, on consideére, pour p premier, la suite exacte courte
0-—ztrn—z,—0
oit f : x> pz (pour z € Z). Le foncteur Z, ®z — donme une suite exacte i droite

iz, ®f
Zp@ﬁz__’zp®ﬂz_—>zp®zzp—}0
et méme si Z, ®z Z 5 Zp # 0, on a 1y, ® f = 0, puisque pour @ € Zp ot & € Z,
(lz,® f)(@®x)=2@ f(z) =a®pr = pa®z = 0®z = 0. En particulier,
1z, ® f ne peut étre un monomorphisme.

COROLLAIRE 2.3. Soit A une K-algébre. Une suite de A-modules & gouche

s
0— 4 M b aM s AaM—— 0

" est exacte et scindée si et seulement si, pour tout A-module & droite L, la suite

; Luef 1L®g "
0—— LoaM — Lo M —L, M ——0
est exacte et scindée.

DEMONSTRATION. Supposons en effet la premiére suite exacte et scindée. Il
existe f/: M — M’ tel que f'f = 1p. Alors (1@ ) (1@ f) =1 @ 1 =
1rgm+ donne bien que 1 & f est un monomorphisme et en fait une section.
Réciproquement, si la suite du bas est exacte et scindée pour tout L4, le résultat
suit de (1.4) en posant L4 = A4. O

THEOREME 2.4. Soit A une K -algébre. Une suite de A-modules & droite

f
r, y Ly g>Lj§1 + 0

est exacte st et seulement si, pour tout A-module & gauche a4 M, la suite induite

@l &1
oaM 5 LesM TN e, M—0

est ezacte (en particulier, le foncteur — ® a4 M est ezact & droite J3

DEMONSTRATION. Semblable A celle de (2.2} et laissée au lecteur. [
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On note que le foncteur — ®4 M n’est généralement pas exact & gauche (en
effet, il suffit de considérer I'exemple qui suit (2.2), puisque Z est commutative).

COROLLAIRE 2.5. Soit A une K-algébre. Une suite de A-modules d droite

!
0 vy LYy + Lia g>Lf1 + 0

est exacte el scindée gi et seulement si, pour tout A-module & gauche 4 M, la
suite induite

f®l @1
00— L@ M S L@ M L@ M 0

est exacte et scindée.
DEMONSTRATION. Semblable 4 celle de (2.3) et laissée au lecteur. O

COROLLAIRE 2.6, Soient A une K-algébre et I un idéal bilatére de A.

(i) Pour tout A-module ¢ droite Ly, on a un isomorphisme fonctoriel
L@a A/ISL/LI

défini par x @ (a+ 1) — xa+ LI (pourxe L,ac A).
(ii) Pour tout A-module & gauche 4 M, on a un isomorphisme fonctoriel

AJT®4 M5 M/IM
défini par (a+ )@z — ax+ IM (pourzc M, ac A).

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver (i}, la démonstration de (ii)
étant semblable. Or la suite exacte de A-modules a gauche

0—I-L A2 410

(ol § et p sont respectivement l'inclusion et la projection canonigues) induit, en
appliquant L ® 4 —, un diagramme commutatif & lignes exactes

1, ®F 1z ®
L®al —2 Load —5 LA/l —s 0

lr b I
LI L :

! . L —— 0

09 —— —

ol j’ et p' sont respectivement l'inclusion et la projection canoniques, f' et f
sont, définies par @ a — za (pour z € L et a € I ou a € A respectivement) et
F" est définie par passage aux conoyaux, donc f” (z ® (a + I}) = za + LI (pour
z € L, a € A), Comme f est un isomorphisme et p’ un épimorphisme, le lemme
du serpent {I1.3.6) donne que Coker f” = 0 et donc f* est nn épimorphisme.
Comme LI est par définition engendré par les éléments de la forme za (pour

z € L,ac I),onaque f'est un épimorphisme. Donc Ker f* = Coker f' = 0 et
f est bien un isomorphisme. O
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En particulier, si A = Z et n > 0 est arbitraire, on a que, pour tout groupe
abélien L, le produit tensoriel L ®g Z,, s’identifie canoniquement & L/nL.

1l est naturel de considérer les modules pour lesquels le produit tensoriel est
un foncteur exact.

DEFINITION, Un A-module L4 est dit plat si le foncteur L ® 4 — est exact.

Comme I @4 — est toujours exact & droite, un module L, est plat si et
seulement si pour toute suite exacte

0— A M — M
de A-modules & gauche, la suite induite
00— L@ M —LeosM
est exacte. On a vu plus haut que le Z-module Z; avec p premier n’est pas plat.

LEMME 2.7, Soit (Ly)\cs une famille de A-modules. Alors @ Ly est plat si

AEA
el seulernent si chogue Ly est plat.

DEMONSTRATION, Soit f : aM’ — 4 M un monomorphisme. On a par (1.5)
un diagramme commutatif ot les fleches verticales sont des isomorphismes

lpn, ®f
(@LA) ®a4 M _— (@L;) R4 M

AEA AEA

L ] L

i)
P Lrws M) —ts P (Lr @4 M)
AEA ACA

et ot f est déduite des 1, ® f par passage aux sommes directes. Par conséquent,
lgL, ® f est un monomorphisme si et seulement si f est un monomorphisme,
et c’est le cas si et seulement si chaque 15, ® f l'est (c’est-a-dire, chaque L est
plat). O

PropPOSITION 2.8. Tout module libre, et tout module projectif, est plat.

DEMONSTRATION. Commengons par montrer que A 4 est un module plat, Si
en effet f : AM’' — 4 M est un monomorphisme, la commutativité du carré

I L
14@f
A M — 5 A®iM
ol les flaches verticales sont les isomorphismes fonctoriels de (1.4), donne que
14 ® f est un monomorphisme,
Il suit alors que tout module libre est plat, par (2.7). Comme tout module
projectif est facteur direct d’un module libre (IV.2.4), on a aussi, encore par
(2.7), que tout module projectif est plat. O
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Nous montrerons dans le chapitre VI que pour une classe trés importante
d’algébres, la réciproque du deuxidéme énonceé est vraie, & savoir que tout module
plat est projectif.

COROLLAIRE 2.9. Pour tout A-module L, il existe une suite ezxacte
-—rPnirPn_l—»---—»Pli»PoﬁrL—rO
ot les P; sont des A-modules plats.

DEMONSTRATION. En effet, toute résolution projective (1V.2.5) de L satisfait
cefte condition. [

Une suite exacte comme celle du corollaire s*appelle résolution plate de L.
Nous laissons au lecteur le soin de formuler et de prouver les résultats portant sur
la notion de platitude pour les modules & gauche. Nous achevons cette section
avec la description de deux isomorphismes fonctoriels qui précisent encore les
relations entre le produit tensoriel et le foncteur Hom.

ProrosiTioN 2.10. Soient A, B deur K-algébres, Pa un A-module projectif
de type fini, pMa un bimodule et pN un B-module 4 gauche. 1l existe un
isomorphisme fonctoriel de K-modules

P ®4 Homg(M, N} Hompg (Hom4 (P, M), N)

défini par
z®f - (g flglz)))
{ovz € P, f € Homp(M,N), g € Homa (P, M)).

DEMONSTRATION. Il est trivial de vérifier que la correspondance de Pénoncé
définit bien un morphisme ¢ de K-modules, fonctoriel en chaque variable. Clest
un isomorphisme si P4 = Aa puisqu'il est alors égal 4 la composition des
isomorphismes A® sHomg (M, N) = Homg(M, N) = Homp (Homa(A, M), N}.
C'est donc encore un isomorphisme si Py = Ag‘) {car les foncteurs donnés sont
linéaires). Or tout A-module projectif de type fini P est un facteur direct d’un
module libre de type fini. L'énoncé suit alors de la commutativité des foncteurs
de Véuoncé avec les sommes directes finies. [J

PROPOSITION 2.11. Seient A, B deur K-algébres, Pa un A-module projectif
de type fini, pMa un bimodule et N un B-module 4 droite. Il existe un iso-
morphisme fonctoriel de K-modules

N @p Hom (P, M) > Homy (PN @5 M)

défini par
y@fr (z—y®f(z})
oty € N, f € Homa(P,M), z € P).

Y

DEMONSTRATION. En tous points semblable & celle de (2.10) et laissée au
lecteur. O
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3. Les théorémes de Watts.

Nous savons que les foncteurs produit tensoriel sont exacts 4 droite (par (2.2)
et (2.4)) et préservent les sommes directes (par (1.5)). Nous montrerons que
réciproquement ces propriétés suffisent & caractériser le produit tensoriel. FEn
outre, au moyen de I'adjonction (2.1), nous obtiendrons des caractérisations ana-
logues du foncteur Hom. Commengons par le lemme suivant qui est en fait un
corollaire d'un résultat catégorique connu, le lemme de Yoneda (que nous ne
prouverons pas ici).

LEMME 3.1. Soient A une K-algébre, M, N deuz A-modules tels qu’il existe
un isomorphisme fonctoriel

@ : Homa{M, -} = Homu4 (N, —)
(ou encore Homy(—, M) Homa(—, N)). Alors M 5 N.
DEMONSTRATION. On a un isomorphisme de K-modules
@y Homa(M, N) — Homu (N, N).
Soit done f: M — N tel que pn(f) = 1n. On considére le carré commutatif

Homa(M,M) -~ Homa(N,M)
Hom 4 (M, f) l lﬂomﬂ (N, £)
Hom (M, N) = Hom (N, N)
Posons g = s (1ag). Alors on a

In = on(f)=en(f 1u) =@~y Homa(M, ) (1n)
Hom (N, f)on (1p) = Homa(N, f)(g) = fg.

De méme, le diagramme commutatif

—1
v

Homa(N,N) -2 Homa(M,N)

HomA(N,y)l lHomA(M \9)
1

-
Homa{N, M) il Hom 4 (M, M)
donne
1y = @3 (9) = ¢y Homa(N,g) (1)
= Homa(M, g)px! (1x) = Homa(M, g)(f) = gf.

Cela montre I’énonecé dans le cas covariant. Le cas contravariant se démontre de
méme. [

Nous prouvons maintenant la caractérisation promise des produits tensoriels.
Le lecteur remarquera 'usage d’une présentation libre en tant qu’approximation
{dans la premiére partie de la démonstration).
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THEOREME 3.2. Soient A, B deus K -algébres et F' : Mod A — ModB un
Joncteur K-linéaire. Les conditions suivantes sont éguivalentes:

(1) F est exact & droite el préserve les sommes directes.
(i) Il existe un bimodule 4Tr tel que l'on a un isomorphisme fonctoriel
> —@4Tg {en outre, on peut choisir T = F (A4)).
(iil) ¥ admet un adjoint & droite.

DEMONSTRATION. (i} implique (ii). Posons en effet T = F (A4). 1l faut faire
de T un {A - B)-bimodule. Or le foncteur F induit un morphisme de K-algébres

¢: A End A — End F{A) qui 4 son tour induit une structure de A-module &
gauche sur le B-module Ty = F(A)p par

a-t=(a)(t)

pour a € A, t € T. Comme, pour tout ¢ € A, {a) est un endomorphisme de
Ty, cela fait de T un (A — B)-bimodule. Or, si M est un A-module arbitraire,
il existe, par (II11.3.7), des ensembles A et I et une suite exacte de A-modules

Aﬂ\) — ASE) — Ma — 0.

Si on applique les foncteurs ' et —®4T'n & cette suite, on obtient un diagramme
commutatif & lignes exactes de Mod B

T® 1P MesTy — 0

1T(A)l 1'1"(2]1
FAW — FA® — FM) — 0

On en déduit existence d'un isomorphisme M ® 4 T = F(M) dont on vérifie
de suite la fonctorialité.

(ii) implique (iii). On pose G = Homp(T,—) : Mod B — Mod A et on ap-
plique (2.1).

(iii) implique (i}. Par (IV.L.6), F est exact & droite. Pour montrer que

F GB M, > @ M, on note que, si G : Mod B —+ Mod A désigne 'adjoint
AEA AEA
& droite de F,

Homp (F (@ MA) ,X) = Homyu (@ MA,GX)
AEA AEA
=[] Homa (M, GX)
AEA :
= H Hom 4 (F My, X)
AEA
=

Homg (QB FMA,X)

AEA
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pour tout X, ol on a utilisé (II.2.9). Il suit alors de (3.1) que 'on a bien
F (@M,\) = (PFMy O
rEA XEA

Par exemple, soient A une K-algébre et I un idéal bilatére de A, On considére
le foncteur F : Mod A -+ Mod(A/I) défini sur les objets par F(M) = M/MI,
et de fagon évidente sur les morphismes. Il est facile de voir que F' est exact
4 droite et préserve les sommes directes. Il suit alors du théoréme que F est
isomorphe (en tant que foncteur) & — ®4 F(A)a/r = — ®a (A/I), cest-b-dire
que pour tout A-module M, il existe un isomorphisme fonctoriel:

M/MISM®s A/l
On a retrouvé ainsi les résultats de (2.6).
THEOREME 3.3, Soient A, B deux K-algébres et ¥ : ModA — Mod B un
foncteur K -lindaire contravariant, Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) F est exact & gauche, et transforme les sommes directes en produits.
(i) Il existe un (A B)-bimodule T tel que F = Homua(—,T). En outre, on
peut choisir T = F(A).

DEMONSTRATION. Comme il est clair que (ii) implique {i), montrons la réci-
proque, c’est-d-dire que (1) implique (ii). Commengons par donner une structure
de A-module & gauche au B-module & droite 7' = F(A). Le foncteur F' induit

un morphisme de K-algébres v : A = End A — End F(A) qui & son tour induit
une structure de A-module & gauche sur le B-module T' = F(A)p par
at = p(a)(t)

pour a € A et t € T. Comme {a) est un endomorphisme de Tg, cela fait de T
un (A — B)-bimodule. Or, s5i M est un A-module arbitraire, il existe par (II1.3.7)
des ensembles A et ¥ et une suite exacte de A-modules

AE;A) — AJ(E) — My — 0.

Si on applique les foncteurs F' et Hom4(—,7T) & cette suite, on obtient un dia-
gramme cominutatif 4 lignes exactes de Mod B

0 — Homa(M,T) — T& — TE

1pa 1re

0 —  FM) — FAR — FA)E

On en déduit Vexistence d’un isomorphisme Homa(M,T) > F(M), dont on
vérifie de suite la fonctorialité. O

Comme on le voit, la démonstration de ce second théoréme de Watts est
semblable & celle du premier. Le troisigme (qui traite du foncteur Hom covariant)
est un peu plus difficile.

THEOREME 3.4. Soient A, B deur K-algébres et F': Mod A — Mod B un
foncteur K-lindaire covariant. Les conditions suivantes sont équivelentes:
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(1) F est ezact d gauche ef préserve les produits,
(i) 7= Homu(T, ) pour un (B — A)-bimodule gT4.
(iii) F' admet un adjoint 4 gauche.

DEMONSTRATION. (i) implique (ii). Soit 4 un cogénérateur injectif de Mod A.

On pose J4 = IE(” (le produit de copies de I4 indexées par F(I)). Par hy-
pothdse, F(J) = F (IF1)) = F(I)FD. On prend I'élément

Y = ()zer) € F(J),

et on définit ¢ : Homa(J, 1) — F(I) par f — F(f)(y) (pour f € Homu(J,I}).
Alors ¢ est un épimorphisme: en effet, soient = € F(I) et p, : J — I la 2%™°
projection, alors ¢ (p:) = F'(p.){y) = z puisque, F préservant les produits,
F(pg) : F(J) = F(I) est la z°™° projection.

Nous voulons calculer le noyau de . Soit X un sous-module de J. Comme
F est exact & gauche, F(X) est un sous-module de F(J), qui peut étre identifié
i Pimage de F(i) : F(X) — F(J) avec ¢ : X — J l'inclusion. On définit T'
comme étant intersection de tous les sous-modules X de J tels que y € F(X).
1 est clair que 7 est un A-module avec y € F{T). Alors f € Keryp si et
seulement si 0 = @(f) = F(f}{y) c’est-a-dire que y € Ker F{(f) = F(Ker f),
car F' est exact & gauche. Par définition de T, cela donne T" C Ker f. Soit
maintenant § : T — J Uinclusion. On a f € KerHomu(j,I) si et seulement si
0 = Homu(j, I)(f) = fj, c’est-a-dire T = Imj C Ker f. La comparaison de ces
deux résultats donne f € Ker ¢ si et seulement si f € Ker Hom 4 (3, I) ¢’est-a-dire
Ker ¢ = KerHom 4 (3, I).

Comme I est un A-module injectif, Iapplication de Homu(—, I} & la suite
exacte courte

0—T- 725 5T —0
(ol p est la projection canonique) donne une suite exacte courte qui est la ligne
supérieure du diagramme

Homa (p,1) Homa (4,1}
0 — Homu(J/T,I) ——— Homu(J,I) ————— Homu(T,I) — 0

|
| %
s
l
F(I)

Y

et on a montré plus haut que ¢ = coker Hom4{p, I). Donc il existe par (IL.3.4)
un unique isomorphisme 17 tel que ¢ = 1y Homa(7, I), c’est-a-dire que Fon a
Pr(f) = F(f)(y). I est facile de voir que 9 : Homu (T, —) — F défini pour M
par ¥ar : Homa (T, M) — F(M) donné par $u{f) = F(f)(y) est un morphisme
fonctoriel.
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Soit maintenant M4 un A-module arbitraire. Il existe, par (IV.3.10}, des
ensembles A, © et une suite exacte

0 — M — Id — [7,

[y

Comme F et Homa(T, —) sont exacts & gauche, on en déduit un diagramme
commutatif & lignes exactes

0 — Homu(T,M) — Homa(T,1}* — Homu(T,I)T

l#’m J'%A J'V'J,z

0 — FM — FIA — FIE

Comme ;4 et ¥ sont des isomorphismes, il en est de méme de . Il ne reste
plus qu’a vérifier que 7' admet une structure canonlque de (B — A)-bimodule,
On considére identité 17 € End?’. Comme )y : End TS FT', et que F'T' est
un B-module, on peut définir la multiplication de 1 par b € B:

lp-b=4p(17)-b

et on pose, pour £ € T,
br = (11 - b) (z).

Cela donne bien une structure de B-module & gauche pour T, et on vérifie de
suite que cette structure fait de 7' un (B — A}-bimodule.

(i1) implique (iii). En effet, on peut prendre pour adjoint & gauche le foncteur
G=—-®gTs:ModB — Mod A.

(iii) implique (i). En effet, I'exactitude & gauche de F suit de (IV.1.6). Soit
G :Mod B — Mod A un adjoint & gauche de F, alors, pour tout B-module X,

Homp (X,F (H M;\)) = Homyg (GX, 11 M,\)
AEA AGA
= J] Homa (GX, My)
AEA
=[] Homp (X, FM,)
AGA
= Hompg ()(,II,FAJA)
AEA

par (IIL2.8). Par (3.1), on en déduit que F (H M;\) = [ Fu. o
AEA AEA

4. Algébre tensorielle, graduations.

On se propose, pour une K-algébre A, d'associer & tout (A — A)-bimodule
une K-algébre, qui est aussi un {4 — A)-bimodule et définie uniquement. Ce
probléme universel méne 4 la définition suivante.
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DEFINITION. Soit A une K-algébre. Pour un (A — A)-bimodule 4M,, une
algébre tensorielle sur M est une paire (T'(M), 7} ob T'(M) est une K-algebre et
aussi un (4 — A)-bimodule, et § : M — T(M) est un morphisme de (A4 — A)-
bimodules tel que, si (B, f) est une paire formée d’une K-algtbre B qui est aussi
un (A — A)-bimodule, et f : M — B est un morphisme de (A — A)-bimodules,
alors il existe un unique f : T(M) — B qui est un morphisme d’algébres et de
(A — A)-bimodules tel que fj = f.

M

]
NP

B

THEOREME 4.1. Soient A une K-algébre ef aMy un (A — A)-bimodule. 1l
eriste, & tsomorphisme prés, une unique algébre tensorielle sur M.

DEMONSTRATION. 1l suffit de montrer 'existence. On forme, par récurrence,

le produit tensoriel de d copies de M avec lui-méme sur A {(ou d-puissance ten-
sorielle de M):

M®0 = A et
M®d = MR- g, M pourd> 1.

C’est & chaque fois un (A — A)-bimodule. Il suit de Passociativité du produit
tensoriel (1.3)(ii) que l'on a, pour d,e > 0, un isomorphisme

Aod ®a M®e ~ pr@idte)
détfini par
(10 Pz QMNP QY) P T1 Q- DTIBYL B D Ye

oz e Mety; € Mpourl <i<d, 1<7<e). Cetisomorphisme permet de
définir une multiplication sur la somme directe

T(M) = P m®.
>0

En effet, tout élément de T(M) s'éerit uniquement sous la forme ¢ = th,
d>0
olt tg € M®% et (tg);so est & support fini. Ici, 4 est appelée la composante
homogéne de degré d. Si s = Zse, ol 3, € M®° et (s.),0 est & support fini,
e>0

i§ = Z tiSe

d,e>0

on définit

oil le produit t4s. est défini comme étant image de ty® s, € M®4® 4 M®¢ dans
M®(d+e) ay moyen de l'isomorphisme précédent. Donc la composante homogene
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L
de ts de degré n est égale a thsn_d. La vérification que ce produit fait de
d=0
T(M) une algébre associative est immédiate. On prend pour j : M — T(M)
l'inclusion qui identifie M & M®! C T(M).
Il reste & montrer que (T'(M), j) satisfait la propriété universelle. Soit donc
(B, f) une paire comme dans la définition, On définit f&¢ : M®? — B pour
d > 1 par

(@ ®xa) = [(w1) f (za).

Cela donne bien un morphisme de {A— A)-bimodules. Par la propriété universelle
de la somme directe, on trouve un morphisme de (A - A)-bimodules f : T{(M} —
B. Ce dernier est aussi un morphisme de K-algdbres car siz = 7, ® -+ ®
g€ M® y =1 ® - ®y, € M®, alors f{z) = f(z1)+ f(za) et f(y) =
fy1) -+ f (ye). Par conséquent

Flzy) = (1@ QTa@n @ @ Ye)
Floy) - Fma) F ) F(e) = F=) Fy).

Enfin, f est uuiquement déterminé par f car il coincide avec ce dernier sur
M = M®! et co dernier engendre T'(M) en tant que K-algébre. Ol

81 A est une K-algébre commutative, on peut évidemment remplacer “(A— A})-
bimodule” par “A-module” dans la définition et la construction précédentes.
C’est en particulier le cas si A = K. Par la suite, nous considérerons surtout ce
dernier cas. Par exemple, st A = K, X est un ensemble et M = KX (le module
libre sur X), il suit de la construction précédente que T{M) est isomorphe &
'algébre libre K{X) sur X (voir (I11.3.8)). Si X = {¢} n’a qu’un élément (c’est-
a-dire, si M = g Kr) on a donc T{M} = KTt].

Ce dernier exemple suggére un langage qui est parfois utile dans le contexte
précédent. Soit (Ag) ey une famille de K-modules indexée par Z. On identifie

Ag b un sous-module de A = @Ad au moyen de l'injection canonique.
dEZ

DEFINITION. Une K-algtbre A est dite graduée de type Z si le K-module

sous-jacent A est égal & la somme directe @Ad d’une famille de sous-modules

dER
(Aq) geg telle que AgA, C Ay pour tous d,e € Z. Un élément du sous-module
Ag, considéré comme élément de A, est dit Aomogéne de degré d.

EXEMPLES 4.2, (a) A = K{t1,...,t,] est une K-algtbre gradude: ici 44 =
0 pour d < 0 et si d > 0, alors Ay est le sous-module formé des polyndémes
homogénes de degré d. Sin =1, A = Kjt] et Az = Kt? pour d > 0.

(b) T(M) est graduée par ses composantes homogénes M®? (ici aussi, M®? =
0 pour d < 0).

(c) L'algébre K[t,t™!] des polynémes de Laurent est un exemple d’algsbre
gradnée 4 composantes non nulles pour tout d € Z.
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(d) Le produit tensoriel de deux K-algébres graduées (voir (1.8)) est encore
une K -algébre graduée: en effet, si A = @Ad et B = @Be, alors A®g B =
deZ eCh
@ @ (Ag Qx Be—g). Par exemple, c’est le cas pour K[t| @5 K[s] = K[t, s].
dER €T

LEMME 4.3, Soit A = @Ad une algébre graduée. Alors Ag est une sous-

dcZ
algebre de A.

DEMONSTRATION, On a d’abord AgAy C Ap par définition. Il faut montrer

que 1 € Ap. Ecrivons 1 = Zad avec ag € Ay. Supposons z € A,. Alors z =
den

1= Z zag. En comparant les composantes de degré e, on obtient z = zag.

dEZ
Par conséquent, x = zag pour tout z € A. En particulier, 1 = 1gp = ¢p. Donc

Ag est une sous-algébre de A. O

DEFINITION. Soient A = EBAd une algébre graduée, B une sous-algébre et

den
I un idéal bilatére de A. On dit que B est une sous-algébre graduée, et que I est

un tdéal gradué de A si B = EB (BN Ag)et I = @ (I N Ay), respectivement.
dCE dEZ

Il revient au méme de dire que si z = sz € Bonz= ZId € I avec

dez,
zg € Ag pour tout d € Z, alors on a 4 € B (ou zg € I, respectivement), pour

tout d € Z.

Ces deux notions sont reliées comme d’ordinaire aux morphismes. Soient
A= @ Aget B= @ B, deux algébres graduées. Un morphisme de K-algébres

dER eCh

v : A = B tel que p(Ag) € By pour tout d € Z est appelé un morphisme
d’algébres graduées. Nous laissons au lecteur la vérification facile que 'image
d’'un morphisme d’algébres graduées est une sous-algébre graduée et que son
noyau est uu idéal gradué. Réciproquement, étant donnés une algébre graduée
A et un idéal gradué I de A, le quatient A/ est encore gradué et le morphisme
canonique A — A/I est un morphisme d’algébres graduées (on remarque en effet

que A/I = 69 (Ag/ (INAy))). Enfin, observons que si X est une partie de A

dEZ
formée d’éléments homogenes, alors 1'idéal bilatére engendré par X est gradué:

en effet, tout élément de cet idéal s’écrit comme une somme de termes de la
forme axb, chacun se trouvant dans l'idéal, avec z € X et a,b € A homogénes.

5. Algsbre extérieure, déterminants.

Nous allons définir une propriété universelle qui nous permettra non seule-
ment d’enrichir notre banque d’exemples, mais aussi de retrouver des résultats
classiques. Comme toujours, K (= A) désigne un anneau commutatif,
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DEFINITION. Soit M un K-module. Une elgébre extérieure sur M est une
paire (AM, 7) ot AM est une K-algebre et j : M — AM est un morphisme de
K-modules tel que j(x}? = 0 pour tout = € M, et telle que si (B, f} est nne
paire avec B une K-algébre et f : M — B un morphisme de K-modules tel que
f(z)? = 0 pour tout z € M, alors il existe un unique morphisme de K-algtbres
F:AM — B tel que fj = f.

M—J—»/\M
I

-

Kl’r
B

THEOREME 5.1. Pour tout K-module M, il existe, & isomorphisme prés, une
unique K-algébre extérieure sur M. C’est une K-olgébre graduée.

DEMONSTRATION. On prend AM = T(M)/J, oi J est Iidéal bilatere de
T(M) engendré par les éléments de la forme z ® z, o1l x € M. De méme, on
prend j l'injection de A dans AM déduite de U'injection M — T'(M), c'est-a-
dire la composition de cette derniére avec I'application canonique T'(M) — AM.
L'idéal J étant engendré par des éléments homogenes de degré 2, il est gradué
et done AM est gradué par les sous-modules A“M = M®?/(M®? 1 J). Le reste
de Pénoncé est trivial. OJ

Par abus de langage, on appelle AM 'algébre extérieure sur M.

On remarque que, pour des raisons de degré, on a M®°NJ =0, M®'nJ =
0. On peut donc identifier K & A’M et M & A'M. L'image dans AM de
Pélément ) ® - @ x4 de T(M) (o0 &; € M) est notée x1 A+ A zg et appelée
le produit extérieur des éléments zy,... ,zy. Un élément de AM est une somme
finie d’éléments de cefte forme.

De I’égalité £ Az = 0 pour tout £ € M, on déduit les égalités 0 = (z + y} A
(z+y)=zAhzt+zAy+yAztyAy=cAy+tyAzetdonccAy=—yAz
pour tous z,y € M. Cette propriété est parfois appelée 1’ enticommutativité de
Lalgebre extérieure,

On en déduit la remarque suivante qui nous sera utile dans I'étude des appli-
cations multilinéaires alternées. Soit ¢ > 1 un entier. Le sous-module M®¢ N J
de M®¢ est engendré par les éléments de la forme 71 ® - ® 74 (ol z; € M)
tels qu’il existe un 1 <€ i < n avec ; = x;41. 1l est a fortiori engendré par les
éléments T1 @- - @y tels que, pour deux indices ¢, § avec { < 7, on a z; = x4 en
effet, échangeant alors successivement x; avec les T pour ¢ < k < j au moyen de
Panticommutativité, on voit que z; A+« Azq = (-1 Az Az; A =0,

Pour le reste de cette section, on se concentre sur le cas olt M est un K-module
libre de base {e1,... ,en} (par exemple, M est un espace vectoriel de dimension
finie sur un corps K'). Soit £ 'ensemble des parties de {1,2,... ,n}. On considére
le K-module libre K¢} notre objectif est de montrer qu'il est possible de définir
une multiplication sur K<€ qui fait de ce module une K-alggbre isomorphe 2
'algébre extérieure AM. Cela fournira une seconde construction de AM dans le
cas olt M est libre de type fini.
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Par définition, le K-module libre K{®) admet pour base ’ensemble des 81é-
ments de la forme ez, avec I € £, Afin de définir une multiplication sur K%}, on
définira une multiplication sur ces vecteurs de base, que P'on prolongera ensuite
par bilinéarité.

Soient donc I, I’ € £ On suppose que I = {iy,... ,ip} et I' = {f1,...,5¢}
sont disjoints et que les éléments de ces ensembles sont ordonnés de sorte que
i < v <dpetf1 <o < gg. 8il et I’ sont non vides, on note i(I,I') le
nombre de paires (i, je) € I x I’ telles que jp < ik une telle paire s’appelle une
inversion. Si I ou I’ est vide, on conviendra de poser 1{I,I') = 0. On définit
alors le produit de deux éléments de base er,ep (o I, I’ € £) par

0 INI'#9
EfEt = : '
i (—-1)1(1’1 )QIUI’ INI =

En particulier, on voit de suite que ey opére comme P'identité sur les vecteurs de
base. On convient donc de noter ey = 1. Montrons que le produit ainsi défini est
associatif, c’est-d-dire que ey (eyrer#) = (erer) e+ pour tous I, I', I € £, Cette
égalité est évidemment vraie si les ensembles I, I', I ne sont pas disjoints car
les deux termes de P’égalité sont nuls. Si par contre I, I’ et I" sont disjoints, on
a que

er (ererr) = (—1H T Veeppn = (1T P g

— (—]_)i(I"I")+i(I’I’)+i(I’1H)eIUpUpJ

puisqu'il suit de la définition des inversions, et de ce que I,I’, I sont disjoints,
que i (I, I'UI"y =4i(I,I'Y+i(I,I"). De méme, on vérifie que le terme de droite
est égal & (erep)er~.

Par bilinéarité, on définit le produit de deux éléments du K-module libre K{(&)

(o) (35 00) - - st

Icg Jee IJce

(o oy et Oy appartiennent & K pour tous I,J € &), Comme le produit
d’éléments de la base est associatif, il en résulte que le K-module A = K&
est muni d’une structure d’anneau associatif, d’identité ey = 1, et en fait de
K-algéhre, puisque 'application @ — « -1 est un morphisme d’anneaux de K
dans le centre de A (voir (I.1.1)).

Notons qu’il suit de la définition du produit dans 4 que si I = {iy,... ,1,}
avec i1 < -+ < ip, ON A €] == €[5} * " (4, }-

THEOREME 5.2. Seit M un K-module libre de type find. L’algébre A construi-
te ci-dessus est isomorphe & AM.

DEMONSTRATION. On a évidemment un morphisme de K-modules k& : M —
ki3

n

A défini par h Z ez'a,-) = Z e} (ol & € K). Nous allons montrer que la
=1 i=1

paire {A, h) satisfait la propriété universelle définissant AM. Pour commencer,

il suit de la définition du produit gne h(ei)2 = eqpeqiy = 0 et par conséquent
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h(z)? = 0 pour tout = € M. Soient maintenant B une K-algébre, et f: M — B
un morphisme de K-modules tel que f(z)® = 0. On doit montrer qu'il existe un
unique morphisme de K-algébres f: A — B tel que fh = f.

h
M —

A
N7

B
_ Or, s 7 est un morphisme de K-algébres tel que fh = f, on doit avoir
f(eg) = 1, tandis que, si I = {iy,...,4p} avec 4y < «+« < i, alors ¢ =

egi} " egi,y = h{ey) - h(e;,) entraine que f(er) = f(e;) - f (es,). Cela
agsure I'unicité de f. Afin de montrer son existence, on prouvera que ’application
F alnsi définie est un morphisme de K-algébres. I suffit pour cela de montrer
que f préserve les produits, et, par linéarité, il suffit de montrer que, pour tous
II'cEona flerer) = fer) f(er). B

Cette égalité est vérifide si TN I' 7 @ car alors erep = 0 done f(ejep) =0
et le terme de droite f(er) f (er) s’annule aussi, car si [ = {i1,... 4}, I’ =
{J1, . 1 dq} avec 4y < «o0 < g, 1 < -or < Jq et 4 = j¢ on voit que dans
Pexpression f (ei,) -+« f (es,) f (es,) - f (e7,) on peut ramener (avec un éventuel
changement de signe) les termes f{e;, ) et f(e;,) cdte & cote de sorte que leur
produit s’annule: f (e;, ) f (es,) = f (e:, )" =0.

Supposons done 7N I' = . Afin de prouver notre résultat, on procédera par
récurrence sur cardI’. Si I’ = {j}, I = {i1,... ,ip} avec i1 < --+ < iy <
J < im <+ < ip, le nombre d’inversions i (1, ') est égal & p — m de sorte que
erep = (ﬁl)p#mEIUIr eb

Flerer) = (1" f(ey) - f(€imo) fle5) flesn) S (es,)
Flew) - fle, ) Fle,) - fe,) fles)
fler) f (err).

Si card I’ > 1, soit j le plus petit élément de I’, et posons I” = I’ \ {7}. 1l suit
de 'hypothése de récurrence que

Flerery = Fleregner) = F (erupner) = f (erug) f (er)
= fler) f(eyy) fer) = Fler) F (egiyurn) = Fler) fer). O

COROLLAIRE 5.3. Soit M un K -module libre de base finie {e1,... ,en}. L'al-
gebre extérieure AM est libre de type fini en tant gue K-module, et une base en est
fournie par Uensemble des éléments de la forme e;, A Aey,, o T = {d1,... ,ip}
avec 11 < - < i, parcourt l'ensemble des parties € de {1,2,...,n} (avec la

convention que eg = 1).

DEMONSTRATION. On a prouvé U'existence d’un isomorphisme de K-algébres
htA— AM tel que § == gh. Cet isomorphisme transporte la base (er) ree du
K-module libre 4 = K&} sur la base ci-dessus du K -module AM. [

COROLLAIRE 5.4, Soient K un corps et E un K -espace vectoriel de dimension
n. Alors dimp AF = 2", O
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Soient maintenant M, N deux K-modules et m > 1 un entier. Une application
f: M™ — N sera dite multilinéaire si elle est linéaire en chaque variable, c’est-
a-dire =i, pour tout 1 < ¢ < m,

f(mla"-:m'ia‘l'w;:ﬁa---;wm) =f(EL'l,...,ib'i,...,:I‘m)04+f(.'121,... amis'-wmm)ﬁ

oh e, 8 € K et ®1,...,24%},... ,Zm € M. Il suit de la définition du produit
tensoriel M®™ = M Qx -+ @ M qu'il existe une hijection entre applications
K-linéaires M®™ — N et applications multilindaires M™ — N donnée par

@1 g gim, Ol G i M™ — M®™ est 'application canonique {z1,... ,Tn) —
T1® DTy,
Une application multilinéaire f : M™ — N sera dite alternéesi f (T1,... ,5m)

= 0 pour tout (z1,...,Tm) € M™ tel que z; = x; pour ¢ # j. On notera
Alt (M™, N) le sous-module du K-module des applications multilinéaires de AM™
dans N formé des applications multilindaires alternées. Notons que, si f est
multilinéaire alternée, on a

flz,e oz Ty @m) + F(@L, 00, Ty Ty, Tm)
= f(mla"'5$i+$j:'-':$'i+$js"':mm)zo
POUT Z1y... &gy ee gy s T € M,

Soit J Pidéal de T{M) engendré par les éléments de la forme z ® z pour
T € M, et soit f : M™ — N nne application multilinéaire. On sait qu'il existe
une application K-linéaire g : M®™ — N telle que f = gjn,. Dire que f est
alternée revient alors & dire que g (J N M®™) = 0. Cette reformulation de la
définition fournit la clé de la proposition suivante.

PROPOSITION 5.5. So0it kp : M™ — M®™ — A™M donnde par
(-'171)--- ):Em)'_’mlf\"'f\mm
pour (L1,... ,L,) € M™. Clest une application multilinéaire alternée et la cor-
respondance g v gk, définit un isomorphisme de K-modules Homy (A™M, N)
= Alt (M™, N) pour tout N.
DEMONSTRATION. Le premier énoncé est trivial. On applique le foncteur
Homg (-, N) & la snite exacte de K-modules

P

00— JNnM®™ y MO T AT M — ()

et on obtient une suite exacte

0 — Homy (A™M, N) Homtpno ) Homp (M¥™, N) — Homg (J 0 M®™, N}
On sait d’autre part qu'il existe un isomorphisme entre Homy (M®™, N) et le
K-module des applications multilinéaires M™ — N donné par g — gj,. Or,
une application K-linéaire g : M®™ — N induit une application K-linéaire
ATM — N si et seulement si g se factorise par p,, ce qui est le cas si et
seulement si g(J N M®™) = 0. On a vu que cela revient & dire que gj,, est
alternée. Nous avons montré que 'image par 'isomorphisme précédent du sous-
module Hompg (A™M, N) est égale 4 Pensemble des applications multilinéaires
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alternées Alt (M™, N). Comme km; = pmim, la correspondance est bien celie de
I’énoncé, O

Soit M un K-module libre de base {ei,...,e,}. Il résulte de (5.3) que,
pour tout entier m, A™M est un K-module libre ayant une base formée de
(2} = ?‘Lﬁﬁ éléments. En particulier, le K-module libre A*M admet une
base réduite au seul élément e; A - - A e,. Par conséquent, si z1,... ,z, € M, il
existe o € K tel que

1A Azp={et A Aep)on

DEFINITION, L'élément o € K défini par I'équation précédente s’appelle le
déterminant des n éléments zy,... , %, par rapport & la base ef,... ,e,. Onle
note det (z1,... ,%a}.

LEMME 5.6. L’application de M™ dans K, définie par
(T1,... y&n) > det{(z1,... ,Zn)

est Punique application multilinéaire alternée prenent le valeur 1 en l'élément
(e1,... ,€n) € M™

DiEMONSTRATION. Il est clair que cette application satisfait ces conditions.
C’est la seule car Alt(M™, K) = Hompg (A"M, K) = Homg(K,K) > K par
(5.5) et le fait que A"M > K. [

Soient M, N deux A-modules et f: M — N une application K-linéaire. Pour
tout entier m > 1, Papplication (z1,... ,2m) — f{Z1) A+ A fzy) de M™
dans A™N est évidemment une application multilinéaire alternée. Par (5.5), il
existe une unique application K-linéaire g : AmM — A™N telle que

glzA - Axm)=FfE)AAf(zm).

Cette application g est notée A™ f et appelée la m™™® puissance eztérieure de
f. Elle est donc telle que

(/\mf)(:lill\“'/\.'lim)if(Il)/\"'/\f(:Bm)

pour Ti,...,Tm € M.

Supposons en particulier que NV = M est un K-module libre ayant une base
{e1,...,en}. Sif: M — M est K-linéaire, la n'*Me puissance extérieure A™ f est
donc une application K-lindaire A"M — A"M. Comme A®M a une base réduite
au seul élément e; A - Ae,, on a que A™f correspond 4 un endomorphisme du
K-module Ky, donc est un scalaire.

DEFINITION. Soit M un K-module libre de base {e1,... ,en}. Le déterminant
det{f) d’une application K-linéaire f : M — M est un scalaire tel que, pour
tous T1,... ,Zn € M, on a f{x1) Ao A Flzn) = (T1 Ao Azy) det(f).
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On en déduit la définition de déterminant d’une matrice. En effet, soit [ay;]
une n X n matrice & coefficients dans K. Il lui correspond une application K-
lindaire f : K™ — K™ par

"

fles) = ejoy
=1
pour tout 1 <4 < n, oll {e1,...,en} est la base canonique de A™. On définit le

déterminant det{a;] de la matrice [a;;} comme étant celui de l'application f.

PROPOSITION 5.7. (1) det(lar) = 1.
(i1} 8% f,g: M — M sont K-linéaires, det(gf} = det(g) det(f).
(iii) Siae K et f: M — M est K-lindaire, det(af) = a™ det(f).

DEMONSTRATION. (i} est triviale, (ii) suit de
(@ A Azp)det(gf) = (gf) (@) A-- A(f)(zn)
= glfl@)] A Aglflzal]

(f@) A- A fan)] det(g)
= (z1 A+ Azy,)det(f)det(g)

pour tous ,,... ,Z, € M. (iii) se démontre de méme. []

On retrouve la définition classique de déterminant, Notons encore {ey, eg,... ,
en} la base canonique de M et [ay,] la matrice de f : M — M par rapport &
cette bage. On a donc, par multilinéarité,

{ex A Aey)det(f) = flen) A+ A fleq)

n n
(Z eham) Ao A (Z ei“ai“n)

i1=1 in=1

li

n

Z (6,‘1 A---Aein)aill---ainn.

hyere yin =l

fl

Comme il suit de Palternance que la somme porte sur les n! permutations de
Pensemble {1,2,...,n}, on a

{e1 A Aegdet(f) ={e1 A---Aen) Z sgn(0) (1)1 Co(n),n
rES,
ol 8, désigne le groupe symétrique sur {1,2,...,n} et sgn(c) la signature de la
permutation o € §,,. On a bien la définition classique

det(f) = Z sEn(0 )y (1),1 " A (n);ne

a€d,

1 comme sgn(o 1) = sgn(o),

det(f) = D sen(o)are) Mnom)

oE3,
det(D f)

On en déduit par exemple pour o~

i
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ot Df : Homy (M, K) — Homg (M, K) désigne Papplication transposée de f
(c'est-a-dire, Df = Hompg (f, K)): en effet, on sait que la matrice de D f dans la
base duale de {ei,... ,e,} est la transposée de la matrice [oy;] de f).

PROPOSITION 5.8, Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n et x1,...,%, € M. Les vecteurs z1,...,%T, sont Wndairement
indépendants si et seulement s 1 A Az, #£ 0. Si en outre m = n, ces con-
ditions équivalent & det(zy,... ,Zm) # 0, ot ce déterminant est pris par rapport
& une base {ey,... ,en} de E.

DEMONSTRATION. Supposons Zy,... , %, linéairement indépendants. Il exi-
ste une base Z1,... ,ZTm,Tm+1,.-.,Zn de E. Le fait que 23 A++» Axy, #£ 0
suit alors de (5.3). Réciproquement, supposons que T3 A -+ A &y # 0. Si
10+ + T, = 0 avec les a; dans K, on a0 = (101 + - + L) AZ2 A
AT = (1 ATz A ATy )on et done o = 0. De méme g =+ = aupy = 0.
Enfin, si m = n, il suit de la définition méme de déterminant de xy,... ,z, que
det(z1,... ,2n) # 0 si et seulement si zy A+ Az, #0. 0
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Exercices du Chapitre V,

1. Soient {e;,ex} et {fi, f2, fa} les bases canoniques de R? et R* respective-
1
ment. Trouver les coordonnées de s ® y, ol o = [}] et ¢ = [_21] dans la base

{e: ® f;} de R* @ R,
2. Montrer que
i) CezQ=Q.

i) Zpp R Ly = Lt py, OU (M, n) est le pged des entiers m et n.
(m.n)
(iil) & @z Q = 0, pour tout groupe abélien fini G.

3. (Complexification d’un espace vectoriel réel). Soient E un R-espace vec-
toriel, et C considéré comme un R-espace. On pose E° = E ®g C. Comparer
une base de E & une base de E°¢ Montrer que, si E® est considéré comme un
R-espace, alors E est (fonctoriellement) isomorphe & un sous-espace de F°.

4, Montrer qu’il peut y avoir, dans un produit L ®4 M, un élément qui ne
peut se mettre sous la forme d’un produit unique = & y, quels que soient z € L,
y€ M (prendre A =K, L =M = K?).

5. Montrer que R ®g Z{i] = C.

6. Soient K un corps, et K (a) une extension de X engendrée par un élément o
de polynéme minimal f sur K. Si K’ est une extension arbitraire de K, montrer

que K’ @x K(a) = K'[t)/(f).

7. Soit M un K-module. Montrer que les éléments du K-module M @5 K|t]
peuvent se mettre sous la forme de polyndmes en ¢ & coefficients dans M.

8. Soient A une K-algébre, L4 et 4M des modules. Montrer que 'on a un
isomorphisme fouctoriel L ®4 M = M ® gop L.

9. Soit A une K-algébre. Montrer que 'application A — A ® B définie par
a— a®1 (pour a € A) est un morphisme d’algebres.

10. Montrer qu'il existe, ponr un A-module & droite M et une famille (Ny), ¢,
de A-modules 4 gauche, une application fonctorielle

M®a (H NA) — | (M ®4 N»)

AEA AEA

qui n’est généralement pas un isomorphisme (prendre Ny = Zogx, A = N et

M=Q).

11. Montrer que, pour le monomorphisme 7 : Zs — Z4, le morphisme induit
i®1:Zy R Ly — 7y Qg Zo est nul.

12. Prouver (2.2) et (2.4) directement (sans utiliser (IV.1.6)).




EXERCICES DU CHAPITRE V. 147
13. Soient A une K-algebre et

0 1y LS —o
0— M Y M-S M0
deux suites exactes de A-modules & droite et & gauche, respectivement. Montrer

que g®@u: L®s M — L” ®4 M" est un épimorphisme de noyau Im (f & 1p) +
Tm (17, ® u).

14. Soient A une K-algébre, I un idéal & droite de A, et J un idéal & gauche de
A. Montrer que ’on a un isomorphisme de K-modules A/I®@4 A/J = A/(T+J).

15, Soient L, M deux K-modules. Trouver un morphisme L@z M — L&y M.
8i K = (@, montrer que c’est un isomorphisme.

16. Soient L, M, N trois K-modules. Montrer que

Homy (L, HOHI]{(M, N)) = Hompge (M, HO]’I]K(L, N)) .

17. Soient L, M deux K-modules et DL = Homg (L, K) le dual de L. On
définit ¢ : DL ®x M — Hompg (L, M) par ¢(f ® x)(y} = =f{y) {(pour f € DL,
zeM,yel)

(i) Montrer que ¢ est un morphisme de K-modules.
(i) Montrer que ¢ est un isomorphisme si L {ou M) égale K™ (ofl n est un
entier).

18, Soient L, M deux K-modules, DL = Homg{L, K) et DM = Homg{M, K)
leurs duals. Montrer qu'il existe un unique morphisme de groupes abéliens ¢ :
DL ®yx DM — D (L ®x M) tel que

p(fog)(z®y) = f(z)g(y)

(pour f € DL, g € DM,z € L, y € M). Si K est un corps et L, M sont de
dimension finie, montrer que ¢ est un isomorphisme.

19. Soient A une K-algébre commutative, P et P’ deux A-modules projectifs,
Montrer que P @4 P’ est projectif.

20. Si P4 est un A-module projectif et B une K-algébre qui est aussi un
A-module & gauche, montrer que P ® 4 B est un B-module projectif.

21. Soient I4 un A-module injectif et B une K-algébre qui est aussi un A-
module 3 droite. Montrer que Hom 4 (B4, I4) est un B-module injectif.

22. Solent M4 un A-module, L4 un A-module libre et f : L — M un
épimorphisme. Montrer que M est plat si et seulement si, pour tout idéal &
gauche I de type fini de 4, on a

LINKer f = {Ker f)I.
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En déduire qu'un Z-module M est plat si et seulement si, pour z € M, n € Z,
on a que nz = 0 implique & = 0 {(comme on I'a vu & V'exercice (IV.16}, on dit
alors que M est sans torsion).

23. On consideére I'extension triviale A = A x M d’'une K-algébre A par un
(A — A)-bimodule M, c’est-d-dire 'algébre de K-module sous-jacent A® M avec
la multiplication définie par

(a,x)(@,z') = (ad',az’ + za’)

(pour a,a’ € A, z,2’ € M) (voir 'exercice (L.15)). On définit une catégorie
M(A) comme suit: les objets sont les paires (X, @}, ol X est un A-module et
0: X®s M — X est Alinéaire et tel que ¢ (p ® 1) = 0. Un morphisme
(X,) — (X', ') est une application A-linéaire f: X4 — X, telle que ¢'(f &
1ps) = fe. Montrer que 'on a une équivalence de catégories M(A) = Mod A.

24. On considére deux K-algébres A, B, un bimodule gM 4 et Palgébre
triangulaire de matrices A = [{ %} munie de I’addition des matrices et de
la. multiplication induite de la structure de bimodule de M. On définit une
catégorie M{A) comme suit: les objets sont les triplets (X,Y, ) ol X est un
A-module, ¥ un B-module et ¢ : Y &g M — X est A-lindaire. Un morphisme
(X,Y,¢) = (X',Y',¢') est une paire (f,g) ol f : X4 — X/ est A-linéaire,
g:Yg — Y} est B-linéaire et ¢'(g ® 1p) = fo.

(i} Montrer que si (X,Y,¢) est un objet de M(A), alors X &Y devient un
A-module par

(z,y) [,i g] = (za+ oy ® m),yb)

(onzxeX,yeY, ac A, me M, be B).

(ii) En déduire que I'on a une équivalence de catégories M(A) = Mod A.

25. Montrer le théoréme suivant qui suit des résultats de Watts: pour deux
algébres A, B, un foncteur F' : Mod A — Mod B est une équivalence si et seule-
ment 8'il existe des bimodules 4UUg et gV4 tels que 'on a des isomorphismes

de bimodules AU ®p V4 = A et gV ®4 Ug = B et un isomorphisme fonctoriel
'S —oalU

26. Soit ¢ : A — B un morphisme de K-algébres, de sorte que l'on a des
structures de bimodules g B4 et 4Bg. On fait d’un B-module Mg un 4-module
par ma = mip(a) (pour m € M, a € A). Cela donne un foncteur F : Mod B —
Mod A, Montrer que

HOInB (ABB,—) S-S — ®BBA

et que

Fo(—®4 Bg) > FoHoma(pBa,—) = 1Moeda.
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27. Soit A = @Ad une algébre graduée. Montrer que Ay = EBAd est un
d=0 d>1
idéal gradné.
28. Soient N C M deux K-modules. Montrer que T'(M/N} est isomorphe au
quotient de T'(M) par l'idéal bilatere engendré par I'image de NV par 'application
canonigne M — T(M).

29. Méme exercice que le précédent pour l'algébre extérieure.

30. Définir un foncteur “algébre tensorielle” de la catégorie des K-modules
dans celle des K-algébres.

31. Soient M, N deux (A~ A)-bimodules. Montrer que T{M&N) = T (M) @4
T(N).

32. Soit M un K-modnle de type fini ayant n générateurs. Montrer que AM
est un K-module de type fini et qu'en outre A™M = 0 pour m > n.

33. Solent y un vecteur et {z1,%a,... , %y} une base de K™ Montrer que les
solutions «; de Péquation vectorielle ¥ z;0; = y sont données par

(:t:lf\ﬁ‘f\ﬂ:n)o.’@; =Ly A AT AY AT A AT
En déduire la régle de Cramer.

34. Soit F un K-espace vectoriel de base {e1,... ,e,}. Siz1,... ,op € E sont
tels que E x; A e; = 0, montrer que x; = E €40y AVeC Oy = Oijq.

35. Soit M un K-module. I’algébre symétrique sur M est la donnée d’une
paire (S(M}, s) ot S{M) est une K-algébre commutative et s : M — S(M) est
K-linéaire et telle que, st (B, f) est une paire avec B une K-algébre commutative
et f 1 M — B est une application K-linéaire, il existe un unique morphisme de
K-algébres F : S(M) — B tel que fs = f.

(i) Montrer que pour tout K-module M, il existe une unique algébre symé-
trigne S{M) & isomorphisme prés.
(ii) Montrer que S(M) a une structure naturelle d'algébre graduée.
(iii) Soit M le K-module libre de base {ey,es,... ,e,}. Montrer que

S(M) = Klt1,ta,. .. ,ta).
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CHAPITRE VI

Conditions de finitude. Modules simples et semisimples.

Soit A une K-algebre. Afin de décrire efficacement les A-modules et les mor-
phismes entre eux, il est naturel d’essayer d’imposer des conditions permettant de
se limiter & une situation plus simple. Dans ce chapitre, on posera des conditions
sur le treillis de sous-modules d'un module donné. Par exemple, on supposera
que le treillis en question est tel que tout ensemble non vide d’éléments admet,
un éément maximal, ou minimal. On dit alors que le module est noethérien,
ou artinien respectivement. Tl se fait que si I'on suppose une de ces conditions
satisfaite par le module A4, alors elle Pest par tout A-module de type fini. II est
donc naturel d’étudier les propriétés des modules noethériens et artiniens de type
fini. La coincidence de ces deux conditions nous donnera notre premier théoréme
de structure: le théoréme de Jordan-Holder, On s’intéresse ensuite aux modules
non nuls n'ayant pas de sous-modules propres: un tel module est dit simple, et
on obtient une caractérisation compléte des algdbres ayant la propriété que tout
A-module est somme directe de A-modules simples. Ce dernier résultat, connu
sous le nom de théoréme de Wedderburn-Artin, est d’une importance primor-
diale: il montre en effet comment la structure d'une algébre peut &tre décrite au
moyen de propriétés de la catégorie de modules.

1. Modules artiniens et noethériens.

DAFINITION. Soient A une K-algébre et M un A-module.

(a) M est dit arfinien si tout ensemble non vide de sous-modules de M
admet un élément minjmal.

(b) M est dit noethérien si tout ensemble non vide de sous-modules de M
admet un élément maximal.

Avant de donner des exemples, nous donnons des conditions équivalentes.

LEMME 1.1. Soient A une K-algébre et M un A-module.

(a) M est artinien si et seulement si, pour toute suite de sous-modules de
M de la forme Mo 2 My 2 My 2 .-+ il existe i € N tel que M; = M;
pour tout j > i (on dit alors que la suite devient stationnaire).
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{b) M est noethérien si et seulement si, pour toute suite de sous-modules de
M de la forme Mo C My C My C +-+ il existe i € N tel que M; = M;
pour tout j > 1 (on dit alors que la suite devient stationnaire ).

DEMONSTRATION, On donnera seulement la démonstration dn cas noethérien
(b), celle du cas artinien s'obtenant en inversant les inclusions.

Supposons M noethérien, et soit My C M; € My € -+ une suite de sous-
modules de M. Cette suite définit un ensemble non vide (M;);en de sous-modules
de M, donc doit contenir un élément maximal M; (disons). Mais alors M; = M;
pour tout § > 1.

Réciprogquement, supposons la condition donnée satisfaite et que € est un
ensemble non vide de sous-modules de M sans élément maximal. Soit My € £.
Comme My n’est pas maximal, il existe un sous-module M; € £ tel que M, g
M,. Par récurrence, on construit une suite (M;);en telle que My & My & My &
«++, ce qui contredit ’hypothése que la condition donnée est satisfaite. [

Cela nous méne & nos premiers exemples. Tout espace vectoriel de dimension
finie est évidemment artinien et noethérien., On considére d’autre part le Z-
module Z: tout sous-module est de la forme aZ pour un entier ¢, et aZ C bZ si
et seulement sl b divise a; comme tont entier a un nombre fini de diviseurs mais
un nombre infini de multiples, Zy est noethérien mais pas artinien.

Ce méme raisonnement montre en fait que tout domaine d'intégrité principal
(comme I'algebre de polyndmes K{t] sur un corps K) est noethérien,

Les conditions du lemme sont appelées les conditions de chafnes. Ainsi, M
est artinien (ou noethérien) si et seulement si toute chaine décroissante (ou
croissante) devient stationnaire: on dit que M satisfait la condition des chaines
décroissantes (ou croissantes, respectivement).

Supposons que le A-module M est artinien (ou noethérien), il est naturel de
se demander 8l en est de méme de tont sous-module ou de tout quotient de M.
Réciprogueinent, les conditions de chaine sont-elles préservées par les extensions?
Afin de répondre & ces questions, nous aurons besoin d’un lemme.

LEMME 1.2. Sotent L et M’ C M trois sous-modules dun A-module M. I
existe une suite ecacte courte
M'AL M M'" 4+ L
— e ) ——
MNL M/ M+ L
DEMONSTRATION, 11 suit du théoréme d’isomorphisme (I1.4.3) que l'on a des
suites exactes courtes

0 0.

0> MNLI M — (M +L)/L 0
et

0— M'NL 75 M" — (M"+L)/L —0
ot 7 et 7" sont les inclusions canoniques. D’autre part, 'inclusion canonique
M' — M" se restreiut & U'inclusion M’ N L — M” N L et donc induit par

passage aux conoyaux le morphisme (M’ + L)/L — (M" + L)/L défini par
o' +y+Lr— 2’ +y+ L (ohz’ € M,y ¢ L) dont on voit de suite qu’il est




1. MODULES ARTINIENS ET NOETHERIENS. 153

injectif. On en déduit, par le lemme des 3 x 3 (voir (IL.3.7)), l'existence d'un
diagramme commutatif & lignes et colonnes exactes.
0 0 0
0 — MnNnL —0 M — (M+LYyL — 0

60 — M'NnL — M' —— M'+LYL —— 0O

M"NnL M o ML
M'NnL CoMY O M'+L

0 0 0 .

THEOREME 1.3. Soit0 — L — M — N — 0 une suite ezacte courte de
A-modules.

(a) M est un module artinien si et seulement st L et N le sont.
(b) M est un module noethérien si et seulement i L et N le sont.

DEMONSTRATION. La nécessité suit évidemment de ce que tout sous-module
de L est un sous-module de M, et tout sous-module de N = M /L est un sous-
module de M contenant L.

La suffisance sera prouvée dans le cas artinien, la démonstration du cas
noethérien étant analogue. Soit done My g My 2 M, g .+ + une suite décroissan-
te infinie. On a une suite décroissante

MoNLDOMNLDM;NLD ...
de sous-modules de I, et une suite décroissante

(Mo+L)/L2 (My+L)/L (M2 + L)/LD -+

de sous-modules de M/L = N. Il suit de (1.2} qu'au moins une de ces deux
suites est infinie. Cela montre que, st L et N sont artiniens, M Pest aussi. [

COROLLAIRE 1.4, Soit {My,... , M} une famille finie de A-modules.

m
(a) Chaque M; est artinien st et seulement si @ M; est artinden.

=1
m

(b) Chaque M; est noethérien si et seulement st @Mi est noethérien.

i=1

DEMONSTRATION. Pour Ia nécessité dans le cas m = 2, cela suit du théoréme
et de la suite exacte courte

(5] [01]
0 » My r M DMy —— My —— 0,
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Pour m > 2, on utilise la récurrence et la suite exacte courte

m
0—>(M1@"-®Mm_1)4>@Mi » M, s {0,

i=1

Quant & la suflisance, elle suit de la récurrence et de la suite exacte courte

ki3
o—ﬁ@Mj%@Mj » M; 0. O
i d=1
Le critére (trds utile) suivant montre que les modules noethériens sont reliés
de trés prés aux modules de type fini,

THEOREME 1.5. Un A-module M est noethérien si et seulement si tout sous-
module de M est de type fini.

DEMONSTRATION. Nécessité. Soient M noethérien et N un sous-module de
M. Soit € Pensemble des sous-modules de N de type fini. Alors € # @}, puisque
le sous-module nul 0 est dans £. Comme M est noethérien, £ admet un élément
maximal Ng. Supposons Ny # N et soit z € N\ Ny. Le sous-module Ny =
Np + zA est somme de deux sous-modules de N de type fini, donc est lui-méme
un sous-module de N de type fini, c’est-d-dire Ny € £, Mais d’autre part N;
centient proprement Ny et cela contredit la maximalité de ce dernier. On a donc
prouvé que Ny = N. Par conséquent, N est de type fini.

Suffisance. Supposons que tout sous-module de M est de type fini et soit
My € My € Mz C -+ une suite croissante de sous-modules de M. Posons
N = U M;. Alors N est un sous-module de M. Par hypothése, N est de
type f{ﬁfj c’est-d-dire qu’il existe des éléments x1,... ,Tym € M tels que N =
{%1,... ,Tm). Pour chaque 1 < j <m, il existe i; € N tel que x; € M;,. Posons
i0 = max{i1,... ,im}. Alors z; € M;, pour tout 1 < j < m et par conséquent
N C M;,. Comme d’autre part on a M;, C N, on en déduit que N = M;,. En
particulier M; = M;, pour tout ¢ > 49. On a montré que toute suite croissante
de sous-modules de M devient stationnaire. O

Il suit directement du théoréme que tout module noethérien est de type fini.

2. Algébres artiniennes et noethériennes.

DEFINITION. Soit A une K-algébre.

(a) A est dite artinienne 4 droite si A4 est un A-module artinien.
(b} A est dite noethérienne & droite st Ay est un A-module noethérien.

On formule de méme les définitions d’algébre artinienne 4 gauche et uoethé-
rienne & gauche. Par exemple, Z est une algébre noethérienne (& droite et &
gauche, étant commutative) mais pas artinienne, ainsi qu’on I'a vu dans la section
précédente. Tout quotient d’uue algébre noethérienne ou artiuienne 4 droite (ou
8 gauche) l'est aussi. Tout anneau (Z-algébre) principal (par exemple Z,) est
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noethérien. Toute algébre de dimension finie sur un corps est artinienne et
noethérienne  droite et & gauche, L’algébre des matrices

B 815 esemeeal

est artinienne et noethérienne 3 gauche, mais ni artinienne ni noethérienne &
droite. Nous montrerons plus loin un théordme important, dit théoréme de
Hopkins-Levitski, disant que toute algébre artinienne & droite est aussi noethé-
rienne & droite. Enfin, le théoréme suivant permet de construire plusieurs exem-
ples d’algdbres noethériennes. Remarquons qu'il suit de (1.5) qu'une algdbre A
est noethérienne & droite si et seulement si tout idéal & droite de A est de type
fini.

THEOREME 2.1 (THEOREME DE LA BASE D’HILBERT). Soit A une K-algébre
noethérienne & droite. L’algébre des polynémes A[t] est aussi noethérienne a
droite.

DEMONSTRATION. Soit I un idéal & droite de Aft]. Pour chaque n € N, on
note I, 'ensemble des a € A tels qu’il existe un polyndme de I ayant at™ comme
terme de plus haut degré. Il est clair que I, est un idéal a droite de A, et que
I, C I,y pour tout n. La suite croissante Iy C I; C .- devient stationnaire,
puisque A est noethérienne a droite. Donc il existe ng € N tel que I, = I,
pour tout 1 > ng. Pour chaque ¢ < ng, I'idéal & droite f; est de type fini: il
existe donc une famille finie {a;1, @42, ... ,Gim; } d’éléments de A qui engendre I;.
Pour chaque paire (i,7), avec 1 < ng et 1 < j < my, soit p;; un polynéme de 7
ayant a;;t* comme terme de plus haut degré. Nous affirmous que I'ensemble fini
{pij | 0 <1 <mg, 1 <7 <my} engendre I, ce qui prouvera 'énoncé.

Supposons que ce ne soit pas le cas et qu’il existe des polynomes de I qui ne
peuvent s’écrire comme combinaison linéaire des p;;. On choisit un tel polynéme
de plus petit degré qu’on note p. Soit bt? le terme de plus haut degré de p, de
sorte que p(t) = bt® +--.. Comme p € I, on a b € I;. Sid < ng, ou peut écrire

md

b= Z ag;b; pour des b; € A et alors le polyndme
i=1

g
a(t) = p(t} = > pa(t)b;
=1
est un élément de I de degré < d. Il suit de la minimalité du degré de p que g est

combiuaison linéaire des p;;. Mais alors il eu est de méme de p, une contradiction.
Mny

8i d > mp, on peut écrire b = Z Gng;b; pour des b; € A et alors le polynéme
j=1
Mag

a(t) = p(t) — Z Pros ()14 0b;

est un élément de I de degré < d. Le méme raisonnement que plus haut conduit
encore a une contradiction.
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COROLLAIRE 2.2. Soit K un corps. Alors K[t1,... i} est une K-algébre
noethérienne.

DEMONSTRATION. Cela suit directement du théoréme et de la récurrence
puisque K(t1,... ] = K[t1,. .. ,in-1]tn]. O

Dans ce qui suit, quand nous dirons artinien (ou noethérien) sans plus préciser,
nous voudrons toujours dire artinien (ou noethérien, respectivement) a droite.
Le théoréme suivant montre que sur une algébre artinienne (ou noethérienne),
il est toujours possible de construire des modules artiniens (ou noethériens, res-
pectivement).

THEOREME 2.3. Seit A une K-algébre.

(a) Si A est artinienne, tout A-module d droile de type fini est artinien.
(b) Si A est noethérienne, tout A-module a droite de type fini est noethérien.

DEMONSTRATION. On fera la démonstration du cas noethérien, celle du cas
artinien étant aualogue.

Soit M4 un A-module a dreite de type fini. On procéde par récurrence sur le
nombre de générateurs de M. Si M = z A est cyclique, alors il existe un idéal &
droite T4 de A tel que M4 = Aa/I (voir (I1.4.2)). 1l suit alors de (1.3) que M
est noethérieu. 8i M = {x1,... ,Tm) avec m > 2, posous N = {z),... ,Tm 1)
Alors M/N = {z,, + N} est cyclique et on a une suite exacte courte

0—N—M-—MIN—O

Comme N est noethérien par ’hypothése de récurrence, et M/N est noethérien
par le cas m = 1 traité plus haut, il ne reste qu’a appliquer (1.3) O

COROLLAIRE 2.4, Une K-algébre A est noethérienne si et seulement si pour
tout A-module M de type fini, tout sous-module de M est qussi de type fini.

DEMONSTRATION. En effet, supposons A noethérienne, II suit du théoréme
que tout A-module de type fini est noethérien. L’énoucé suit alors de (1.5}
Réciproquement, supposons la propriété donnée satisfaite. 5i on applique cette
propriété au module cyclique A4, on voit que tout idéal & droite de A est de
type fiui. Par (1.5} encore, A est noethérienuve. (0

On rappelle qu'une famille de modules injectifs a un produit injectif (IV.3.2).
Si l'algébre est noethérienne, la somme directe est aussi injective.

COROLLAIRE 2.5. Soient A une K -algébre noethérienne et (I} ea une famille

de A-modules injectifs. Alors @I \ est mjectif.
AEA
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DEMONSTRATION. On applique le critdre de Baer (IV.3.4): soit T4 un idéal
& droite de A, on considere le diagramme 2 ligne exacte ot § est l'inclusion et f

est A-linéaire: )
k)
n —— Is — 5 A

7|
D
AcA

Comme A est noethérienne, il suit du corollaire précédent (ou de (1.5)) que
I, est de type fini, disons 14 = {z1,...,Zs). Pour chaque 1 <7 < n,on a
n

flxe) € @ I, ol A; est une partie finie de A. Soit U A={, LA} CA
MEM; i=1

m m m
Alors f(I) C @ I,. Comme @ Iy, = H Iy, et le produit de modules injectifs
i=1 is1 g1
est injectif (IV.3.2), I'énoncé s’ensuit. [J

Notre objectif présent est le suivant. Nous savons déja que sur toute K-
algébre A, tout module projectif est plat. Nous allons prouver que sur une
algébre noethérienne A, une réciproque partielle est valide, & savoir que tout A-
module plat de type fini est projectif. Pour cela, nous aurons besoin de quelques
lemmes.

LEMME 2.6. Soient A une K-algébre noethérienne, et M, un A-module de
type fini. Il existe m,n > 0 et une suite ezacte de la forme

DEMONSTRATION, En effet, M étant de type fini, il existe, par (IIL.3.6), un
entier n > 0 et un épimorphisme p : AS‘} — M. Comme N = Kerp est un

sous-module du module (libre) de type fini A‘(r), il suit de (2.4) que N est aussi

de type fiul. Donc il existe un entier m > 0 et un épimorphisme p’ : Af;") — N,
On a montré 'existence d’une suite exacte

Agn) LN Agl) oM —0
oll g est la composition de p’ et de l'inclusion N — Agl). O

Comme on 'a vu en (II1.3) une suite exacte comme celle du lemme s’appelle
une présentation (libre} finie. Le lemme précédent s’exprime en disant que sur
une algébre noethérienne, tout A-moduls de type fini est de présentation finie.

LEMME 2.7. Soient A, B deux K-algébres, avec A noethérienne et sotent Ly,
M, gI trois modules, avec L, de type fini et gl injectif. Alors il existe un
isomorphisme fonctoriel

1723 L®s HOIIIB(M,I) = HOII]B(HOIIIA(L, M),I)

défini par
z@ f— (g fg(=)))
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(otvz € L, f € Homa(M,I), g € Homa(L,M)).

DEMONSTRATION. I1 suit de (2.6) qu’il existe deux entiers m,n > 0 et une
suite exacte
AP A 1, o

Comme le produit tensoriel est exact & droite, on en déduit une suite exacte
A™ @ s Homy (M, I} — A™ @ 4 Hom4(M, 1) — L ®4 Homa(M,I) — 0.
D’autre part, le foncteur exact & gauche Hom4(—, M) donne une suite exacte
0 — Hom4 (L, M) — Hom(A™ M) — Hom4(A™) M).
Comme gl est injectif, Homg(—, I) est exact, d’oll une suite exacte
Hom g (Hom 4 (A™), M), I} — Homg (Hom 4(A™, M), I) —
Homg(Hom4(L, M), I} — 0.

On en déduit un diagramme commutatif & lignes exactes

A @, Homy(M, 1) — A®@4Homy(M,I) - L®aHoma(M,I) -0

va(m)lz WA(n)lz ‘F’Ll
Hom g (Hom a{ A\ M), I) — Homp(Hom4{A™,M),I) — Homg(Hom4(L,M),I) — 0

oll @aem), Pae et @ sont les morphismes fonctoriels donnés, Or il suit de
(V.2.10) et du fait que tout module libre est projectif que ¢ 4(m) et @ 4y sont
des isomorphismes. Par conséquent, ¢y, est aussi un isomorphisme par le lemme
des 5 (voir (IL.3.5)}. O

THEOREME 2.8, Soif A une K-algébre noethérienne. Tout A-module plat de
type fini est projectif.

DEMONSTRATION. Soit P un A-module plat de type fini. Il faut montrer
que le foncteur Homu4{P, —) est exact & droite. Soit done M — N — 0
un épimorphisme, on doit prouver que le morphisme induit Homu (P M) —
Hom 4 (P, N) est aussi un épimorphisme. On considére M et N comme des (Z —
A)-bimodules, Il suffit, d’aprés (IV.3.11), de montrer que pour un cogénérateur
injectif I de Mod Z (par exemple I = (3/Z), la suite

0 — Homg(Hom 4 (P, N), I) — Homg(Hom 4 (P, M), I)

est exacte. Or, d’aprés (2.7), on a un diagramme commutatif avec les fleches
verticales des isomorphismes

0 — Homgz{Homa(P,N),I) — Homgz(Homu(P,M),I)
L i
0 — P ® 4 Homg(N, I) — P @4 Homg (M, T)
La ligne du bas est exacte, parce que Homg({—,I} est exact (puisque gf est

injectif) ainsi que P ®4 — (puisque P4 est plat). Par conséquent la ligne du
hant est aussi exacte, ce qui démontre 1’énoncé. O
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Notons que I’énoncé n’est pas vrai si le module en question n’est pas de type
fini. En effet, le lecteur pourra démontrer & titre d’exercice qu'un Z-module est
plat si et seulement 'il est sans torsion {c’est-d-dire si pour tout € M et tout
entier n # 0, on a que nz = 0 implique x = 0) {voir l'exercice (V.22)). En
particulier, (¥ est un Z-module plat, mais il n'est pas projectif {en effet, tout
Z-module projectif est libre, et () n’a évidemment pas de base, voir 'exercice
(T11.28)). Remarquons que Z est une algébre noethérienne.

Nous terminons cette section sur un exemple d’algébre non noethérienne.
Soit K un corps, Palgébre A = K][i1,t2,...] de polyndmes en une infinité
dénombrable d’indéterminées £1,%,,... n’est pas noethérienne: en effet, le mod-
ule A4 est cyclique (donc de type fini), mais I'idéal I = {t1,%2,...} engendré
par les indéterminées en est un sous-module qui n’est évidemment pas de type
fini. La méme algébre fournit un exemple de module de type fini qui n'est pas
de présentation finie (voir (2.6)). En effet, on a une suite exacte courte

0—I— A2 A/T——0

et A/I est cyclique (car image d’'un module cyclique} et donc de type fini. St
A/I est de présentation finie, il existe une suite exacte

LiIhpy o 41—

avec Ly, L libres de type fini. Alors M = Im f; est de type fini et on a une suite
exacte courte

0— M — Lo 2% 4/1 — 0.

Le lemme dn serpent (I1.3.6) donne un diasgramme commutatif & lignes et colon-
nes exactes

0 0]
|
I — I
| |
0 M F — A — 0
i | |
0 y M y  Lyg —ﬂ.—r AT —— 0
| |
0 0

avec I le produit fibré de p, fy. Comme Ly et A sont libres, la ligne et la colonne

du milieu scindent, de sorte que Yona ES3 A G M et £ Ly @ I. Le premier
isomorphisme entraine que F4 est de type fini {(puisque A et M le sont) et le
second que I 4 I'est aussi (car I est facteur direct de E), et ¢’est une contradiction.
Donc, A/I n'est pas de présentation finie. Le lecteur aura reconnu que l'on
a prouvé et appliqué dans un cas particulier le lemme de Schanuel (exercice

(IV.12)).
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3. Décomposition en blocs.

Dans cette section, nous montrons comment une K-algébre artinienne ou
noethérienne A se décompose en produit d’algtbres indécomposables (c’est-a-
dire qui ne peuvent étre 4 leur tour décomposées en produit d’algébres) de sorte
que P'étude de la catégorie Mod A se ramene 4 I'étude de catégories plus petites.
La notion de produit d’algébres a déja été introduite en (1.1.2). Bornons-nous a

¢
la rappeler: soient Aj,...,A; des K-algébres, le K-module A = H Ay acquiert
g==1
naturellement une structure de K-algébre si on définit la multiplication par
(0..1, A2y :a't)(bla b27 T Jbt) — (albl;azb% e Jatbt)

ot g, b; € Apour1 <1 <t,

Observons que chaque A; peut étre considéré comme un idéal bilatére de A
au moyen de Pinjection canonique a; — {0,... ,0,a4,0,...,0). Sion identifie 4;
4 son image, on voit que A;A4; = 05 i # j et A? C A; (ce qui exprime le fait
que la multiplication s’opére par composantes). Notre propos est de caractériser
autrement cette situation. Notons ¢; 'image de l'identité de A; par l'injection
canonique A; — A, Il est clair que l'identité 1 de A g’écrit comme suit:

=4+ +a.
Nous allons caractériser les ¢;.

DEFINITION. Un élément e € A est appelé un idempotent si e? = e. Un idem-
potent e est dit cenfral si e appartient au centre Z(A) de A. Deux idempotents
e et f sont dits orthogonauz si ef = fe =0,

Par exemple, dans toute algébre, 0 et 1 sont des idempotents centraux. Si
e € A est un idempotent, 1 — ¢ est aussi un idempotent, et est central si e Dest.
En outre, 1 — e et e sont orthogonaux. La somme e 4 f de deux idempotents
orthogonaux e et f est un idempotent, qui est central si e et f le sont. Dans
Palgébre de matrices M, (K), les matrices e;; ayant 1 en position (i,¢) et zéro
partout ailleurs sont des idempotents deux a deux orthogonaux (et, si n > 1,
non centraux). Dans Z;, les éléments 4 et 9 sont des idempotents orthogonaux
(et évidemment centraux, puisque Z;2 est commutative).

t
LeEMME 3.1. Seient Aq,... ,A; des algébres, A = HA“' ell =ci+eo+ 4o
i=1
une décomposition de Uidentité de A avec ¢; € A;. Alors les ¢; formeni un
ensemble d’idempotents centraur deuxr ¢ deuz orthogonaur. En outre, c¢; est

Videntité de A;.

DEMONSTRATION. On identifie A; & un idéal de A. Pour tout a; € A;, on a

t t
(19 :ﬂi-l = {y E Cq = E a;Cq.
j=1 F=1
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Comme a;c; € A;A;, on en déduit que a;¢; = 0 pour ¢ # j et donc a; = @i
pour tout ¢. De méme c;a; = a; pour tout ¢. Cela montre que ¢; est 'identité de
A;, que les ¢; sont des idempotents deux & deux orthogonaux (on prend o; = ¢;

dans a;c; = 0 pour © # j et a;¢; = a;). Pour montrer que ¢; est central, soit
1

amZajeAavecaj cAjona
j=1

£ t

¢
ac; = E e | e = E (aje) = a6 = cioy = ¢ E e; | =ca. O
=1

i=1 i=1

11 se fait que, réciproquement, les propriétés établies suffisent & caractériser la
décomposition d’une algébre en produit.

THEOREME 3.2, Seient A une K-algébre, et une décomposition de ['identité
de A de la formel = cy+ca+- - -+ep ot les ¢; forment un ensemble d’idempotents
centrouz et deuz & deuz orthogonauz. Pour chaque 1 < i <t, on o que A; = A

t
est un idéol bilatére de A et A= [] As.

i=1
DEMONSTRATION. Il est clair que le fait que ¢; soit central implique que ;A
¢

est un idéal bilatére. Il reste & montrer que A = HAi. Mais on voit de suite
iwl

que a — {10, Caa,. .. ,cea) (pour a € A) et (a1,a2,...,0¢) > ag +ag+--- +oy

(ol a; € A; pour 1 < ¢ < t) sont des morphismes d’algébres, inverses 'un de

I'autre. O

Par exemple, dans Z3, on a 1 = 4 4+ 9 donc Z1p = 4Z12 x 5Z;2 en tant que
Z-algtbres. Or 4Zyp = {0,4, 8} et 9Z15 = {0, 3,6,9}: uotons que 4 est I'identité
de 4715 et O celle de 9Z45. Enfin, 4Z:5 = Zs et 9219 = Z4 de sorte que l'on a un
isomorphisme de Z-algebres Zyg = Za %X Zy.

On a montré qu'il existe une bijection entre décompositions d’une algébre en
produit d’algébres, et décompositions de son identité en somme d'idempotents
centraux deux & deux orthogonaux.

Une premiére conséquence est que l'on peut utiliser cetfe bijection pour car-
actériser les algébres qui ne peuvent se décomposer en produit d’algébres.

DEFINITION. (a) Une K-algébre non triviale A est dite conneze (ou indécom-
posable en produit), si A = Ay x A, avec Ay, Ay des K-algébres, implique A4; == 0
ou Ag = 0.

(b} Un idempotent central ¢ # 0 est dit centrolement primitifsi ¢ = ¢1 + o
avec c1, g idempotents centraux orthogonaux implique ¢; = 0 ou ez = 0.

On a alors une conséquence évidente du théoréme (3.2).

COROLLAIRE 3.3. Une K -algébre A est conneze si el seulement si 1 est un
idempotent centralement primitif. O
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Soit A une K-algébre, une décomposgition de identité 1 = ¢ + 2+ + ¢
en somme d’idempotents centraux deux A deux orthogonaux ayant la propriété
que le nombre ¢ de termes de cette somme est maximal a nécessairement chaque
terme ¢; centralement primitif (et donc chaque algébre ¢;A est connexe). Nous
allons montrer qu'une telle décomposition existe si A est une algébre artinienne
ou noethérienne.

THECOREME 3.4, Soit A une K-algébre artinienne ou noethérienne. Alors A
est isomorphe & un produit fini d’algébres conneres uniguement déterminées.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord A noethérienne. Si A est connexe, il
n'y a rien & prouver. Sinon, on considére la famille des idéaux bilatéres pro-
pres I de A tels qu'il existe un idéal J satisfaisant A = I x J. Comme A est
noethérienne, cetie famille adinet un élément maximal A}. Posons A = A; x Af.
Si A} est lui-méme connexe, on a fini. Sinon écrivons A = As x Aj, ol
A% est maximal parmi les idéaux bilatéres strictement contenus dans Aj. Par
récurrence, on arrive & une décomposition

A=Ay x - x Ay x Al

Comme A est noethérienne, la suite croissante d’idéaux bilatéres (A; x .- x
Ai)i>1 doit devenir stationnaire, c’est-d-dire qu'il existe un ¢ > 1 tel que A} = 0.
Chaque A; étant connexe, on a ainsi la décomposition voulue de A.

Cela montre 'existence dans le cas noethérien. Le cas artinien se traite en
choisissant & chaque étape A; minimal non nul: alors les A} forment une suite
décroissante qui doit ausst devenir stationnaire.

Quant & Punicité de la décomposition, supposons

A=Ay x- - x A =By x---x B,
avec les A;, B; des K-algébres connexes. Alors on a
A-,; = A-,A = Ai(B]_ e X BB) = (A,;B]_) Koo X (AiBs).

Comme A; est connexe, il existe 1 < 7 < s tel que A; = A;B; et A; By, = 0 pour
k # 7. Mais on a aussi

By = ABj = (A1 x -+ x Ag}Bj = (A1 Bj) % -+ x (AeBj)
avec Bj; connexe. Par conséquent, B; = A;B; = A;. On en déduit que
[TA4e> A/A: = A/B; = [] B;
b oy
et on achéve par récurrence. [0
Si par exemple A est une algébre de dimension finie sur un corps K, le

théoréme s’applique et on obtient que A est isomorphe & un produit fini d’algébres
connexes uniquement déterminées.
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t

Si A est une K-algébre noethérienne ou artinienne, et A5 HAi avec les A;

i=1
connexes, chaque A; est appelé un bloc de A. Le théoréme (3.4) est souvent
appelé théoréme de la décomposition en blocs,

L’jutérét principal du théoréme (3.4) est qu’il permet de ramener I'étude de
la catégorie Mod A & 'étude des catégories Mod A; avec A; bloc de A, 8i on
s'intéresse 4 1'étude des catégories de modules, on peut done toujours supposer
que 'on a une algébre connexe.

DEFINTITION. Soient C,D deux catégories. On définit leur produit C x D
comme étant la catégorie dont les objets sont les paires {X, M) avec X un objet
de C et M un objet de D, les morphismes de (X, M) dans (Y, N) sont les paires
(fyu) avec f: X —» Y un morphisme de C, et u: M — N un morphisme de D,
la composition des morphismes est définie par composantes.

1 est facile de vérifier que € x D est en effet uue catégorie et qu'elle est
K-liudaire (ou K-abélienne) si C et D sont K-linéaires (ou K-abéliennes, respec-
tivement). En outre, si C et D sout K-linéaires, on a des foncteurs d’inclusion
C — Cx D et D — C x D définis respectivement par X — (X,0) et M — (0, M)
et des foncteurs de projection C x D — C et C x D — D définis respectivement,
par (X, M)— X et (X,M)— M.

Avec ce langage, la proposition sulvante affirme que, si A = Ay X Aj, alors la
donuée d'un A-module équivaut & ia donnée d'une paire formée d'un A;-module
et d'un As-module.

PRrROPOSITION 3.5, Soient A une K-algébre et A = Ay X Ay une décomposition
de A, alors on o une équivalence de catégories Mod A= (Mod A1) x (Mod As).

DEMONSTRATION. Soit en effet 1 = ¢; + ¢ la décomposition de l'identité de
A en somme d'idempotents centraux orthogonaux, associée a la décomposition
A=Ay x Ay, Soit M un A-module. I} est clair que, pour ¢ = 1,2, Mc¢; = {zc; |
T € M} est un A;-module. On a donc un foncteur Mod A — Mod 4y x Mod A;
donné par M — (Me;,Mcp): sieneffet f: M — N est un morphisme de
Mod A, on a f(z¢;) = f(z)e; (pour z € M) donc la restriction de f & Mc; est
un morphisme de Mod A;.

Réciproquement, soit (Mi, Ma2) un objet de Mod A; x Mod Az, Alors M =
My x My devient un A-module si on définit le produit par composantes:

(51,502)(0‘»1,02) = (2161, Taan)

oit z; € M;, a; € A; pour i = 1,2, Si la paire (f1, f2) : (M, Mz) — (N1, Na) est
un morphisme de Mod 4; x Mod As, on définit un morphisme f : My x My —
N1 x N3 de Mod A par f(zy1,32) = (fi(z1), fo(z2)) ol z; € M; pour ¢ = 1,2
Cela définit un foncteur Mod A; X Mod A3 — Mod A dont on vérifie de suite
qu’il est inverse du précédent. O

Nous achevons sur une application.
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THEOREME 3.6. Soient A une algébre, I1,... , I, des idéauz bilatéres, A;

t

AjL et f: A— H A; le morphisme défini par a — (o + 1I)1<i<t (poura € A).
=1

Alors:

t
(a) f est injectif st et seulement si ﬂ I; = 0.
i=1
(b) f est surjectif si et seulement si pour tous i £ j, on a I; + I; = A (les
idéaux I; et I; sont alors dits comaximaux, ou étrangers ).

t
DEMONSTRATION. (a) Il est clair que Ker f = ﬂ L.

i=1

(b) Supposons f surjective et 4 # j. Ilexiste a; € Atelquea; € Liet 1—a; € I;
(c’est-d-dire a; =0 mod I; et a; =1 mod I;). Alors 1 = a; 4+ (1 —as) € I; 4+ I
et done A = I; + ;.

Réciproquement, supposons les I; deux & deux étrangers et soit B; = ﬂ 15,

i

Comme pour chaque i > 1, on a I; + I} = A, il existe a; € I1 et af € I; tels que
1 = a; + . Par conséquent

1 (ay-ray)=1—(1—az) - (1—a) €.

Comme ab -+ a, € By par définition, on a 1 € I; + By et donc A = I 4+ B;.
Posons donc 1 =¢1 + by avec ey € I) et by € By. Alors

foy=0-a+Iiybi+h,... 0+ L)=(1+1IDL,... . 5L).
De méme, pour chaque ¢ > 1, il existe b; € B; tel que
f(b@) S (Il,... B ,Ig).

Donc, ponr tout ensemble {z1,... ,7;} d’éléments de A, on a

t
f (Zb‘amt) :($1+II)"' }mt'l'It)
i=1

et f est bien surjective. O

On déduit immédiatement du théordme que i A est une algébre et Iy,... , I;
t

sont des idéaux bilatéres, alors le morphisme f : A — H(A/I,;) défini par
i1

a— (a+ I;)1<i<t {(pour @ € A) est un isomorphisme si et seulement si les I; sont
t

deux & deux étrangers et tels que m I; = 0. En outre, on a le corollaire suivant.

i=1
COROLLAIRE 3.7 (THEOREME CHINOIS). Soient ma,...,m, des entiers posi-
tifs deux ¢ deux copremiers et ai1,...,a; des entiers arbitraires. I existe un

entier = tel que T = a; mod my; pour tout 1 < ¢ < L.




4. MODULES SIMPLES. 165

DEMONSTRATION. En effet, m; et m; sont copremiers si et seulement s'il
existe des entiers s,t tels que sm; +tm; = 1 . Par conséquent, m; et my sont
copremiers si et seulement si Z = m;Z + m;Z, ce qui revient a dire que m;Z

et m;Z sont des idéaux étrangers de Z. Llexistence de z revient alors a la
t

surjectivité du morphisme Z — HZ"“ défini par a — (& + m;Z} <<y (pour

i=1

a€Z). O

4, Modules simples.

Un module est dit simple lorsque son treillis de sous-modules est le plus simple
possible.

DEFINITION. Soit A une K-algébre. Un A-module non mul S, est dit simple
si ses seuls sous-modules sont 0 et S.

I est clair qu’un idéal & droite J4 d’une algébre A est un A-module simple si
et seulement si T4 est minimal dans ’ensemble des idéaux & droite non nuls de
A. Bien siir, il n’est pas vrai que toute algébre ait des idéaux & droite minimaux,
et donc des sous-modules simples: en effet, si une algébre artinienne admet, par
définition, de tels sous-modules, I'algébre noethérienne Z n’en admet pas. Par
contre, toute algébre A admet, par (I1.1.7), des idéaux 4 droite maximaux. La
proposition suivante implique alors que, pour toute K-algdbre A, il existe des
A-modules simples.

PROPOSITION 4.1. Soient A une K-algébre et S4 un A-module non nul. Les
conditions suivanies sont équivalentes:
(i) S est simple.
(if) § = zA pour tout 0 £z c S.
(iii) I ewiste un idéal & droite mazimal I de A tel que S = A/l

DEMONSTRATION. (i) implique (ii). En effet, si 0 # = € 5, alors A est un
sous-module non mul de S, donc est égal & ce dernier.

(i) implique (i). Eneffet, si M est un sous-module non nul de S, et 0 # = € M,
la condition donnée implique {puisque z € 5) que § = zA C M d'od § = M.

(i) implique (iii). Il suit de Péquivalence de (i} et (ii) que S est cyclique.
Par (11.4.2), il existe un idéal & droite I de A tel que § ™ A/I. Mais alors,
la simplicité de S et le théoréme d’isomorphisme (I1.4.5) impliquent que I est
maximal,

(i1i} implique (i) suit directement du théoréme d’isomorphisme (11.4.5) et de
la maximalité de [. O

On voit donc qu'un module simple est une forme particulierement forte de
module cyclique, puisque tout élément non nul I'engendre. Les modules simples
sont souvent considérés comme des blocs permettant de hatir les autres modules.
Par exemple, il suit du théoréme fondamental de structure des groupes abéliens
de type fini, que tout groupe abélien (Z-module) fini s’obtient (en prenant des
sommes directes et des extensions) a partir des Z-modules simples, ot ces derniers
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sont précisément les Z-modules de la forme Z,, avec p premier. Nous verrons &
la section suivante comment généraliser cet énoncé.
La propriété principale des A-modules simples est la suivante:

LeEMME 4.2 (LEMME DE SCHUR). Soit f : Ma — N, une epplication A-
linéaire non nulle.

(a) Si M est simple, alors f est injective.
(b) Si N est simple, alovs f est surjective.

DEMONSTRATION. Comme f # 0, on a Ker f # M et Im f # 0. Par consé-
quent, si M est simple, on a Ker f = 0 tandis que, si N est simple, on a Im f =
N.O

COROLLAIRE 4.3. Soit S, un A-medule simple, alors End S est un corps {peut
étre gauche).

DiMONSTRATION. II suit en effet du lemme de Schur (4.1) que tout mor-
phisme non nul f: 8 — 5 est un isomorphisme. O

5. Suites de composition, théoréme de Jordan-Hdélder.
Il est naturel d’essayer de construire de nouveaux modules par extensions

répétées de modules simples. Cela méne & la définition suivente.

DEFINITION, Soit M un A-module non nul. Une suite finie de sous-modules
de M

O0=MyCM S CMp=M

est appelée une suite de composition de longueur m pour M si chaque M, /M;
(o1 0 €7 < m) est un A-module simple. Ces quotients sont appelés les facteurs
de composition de M.

Il revient au méme de stipuler que chaque terme de Ia suite est maximal dans
le suivant. On remarque que la longueur m n’est autre que le nombre de facteurs
de composition.

EXEMPLES 5.1. (a) On considere le groupe abélien Z,m (avec m > 0, et p
premier). On sait qu'il existe une suite de sous-groupes

0=p"Zpm G+ G 0 Zym G plym C Zipm

avec p'Zpm [P Zpm = Zp simple. C'est done une suite de composition. En fait
le treillis de sous-groupes de Z,= est de la forme
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Zpm
prrn

p2 me

.

-1
0

Les facteurs de composition sont représentés par les segments verticaux, tous
isomorphes & Z,. On remarque que Zy~ admet une unique suite de composition.
(b) Le groupe de Klein V4 = Z; @ Z; admet trois suites de composition

distinctes
) & (0, 1) & Va,
N & {(L0) & Va,

((0,00) & (1.1)) & Va.

Ici, le treillis de sous-groupes est de la forme

((0,0 1
(0,0 0
et
Va
(0,1 {(1,00)
((8,0))

On remarque que chagque facteur de composition est isomorphe & Zs.
(c) Par contre, G = Z4 & Z3 a un treillis de sous-groupes de la forme

G

((0,13)

(0,0}
On a encore 3 suites de composition distinctes données par
((0,0) & ((2,0)) & ((1,0)) & G,
((0,0) & 2,00 & (2 1) £ G,
((0,0) 2 {(0,1) & (1)) £ G-

On remarque que dans chacune de ces suites, toutes de longueur 3, on a deux
facteurs de composition isomorphes & Zz {indiqués par une barre simple} et un
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facteur de composition isomorphe & Zs (indiqué par une barre double). Le but
de cette section est d’expliquer ce phéuomeéne.

PROPOSITION 5.2. Un A-module M est artinien el noethérien si et seulement
§’il admet une suite de composition.

DEMONSTRATION. Nécessité. En utilisant 'hypothése que M est artinien, on
va construire une suite

0=MyGM GM G

de sous-modules de M telle que les quotients M; /M, sont simples. En effet,
supposons que Mg, ..., M; ont été construits et que M; # M. On considére le
A-module M/M;. 1l suit de (1.3) que M /M; est artinien. I existe donc un sous-
module M; de M contenant M; tel que M;1/M; soit un sous-module minimal
de M/M; (c’est-i-dire, soit simple). Comme M est un A-module noethérien, la
suite 0 = Mp & M1 & My & -+ doit devenir stationnaire. Il suit de notre
construction que cela implique Pexistence d'un m tel que My, = M.

Suffisance. Supposons que M ait une suite de composition. On prouvera
I’énoncé par récurrence sur la longueur minimale m de toutes les suites de com-
position pour M. Sim = 1, M est un A-module simple et donc est triviale-
ment artinien et noethérien. Si m > 1, on considére une suite de composition
0=MyG M & -+ & My = M de longueur minimale m pour M. Alors My,
a une suite de composition de longueur m — 1, donc est artinien et noethérien,
par I’hypothése de récurrence, D'autre part, M/M,, ; est simple, donc aussi
artinien et noethérien. On applique (1.3} 4 la suite exacte courte

00— Mpu1— M— M/M, ,—0. 0O

Il suit immédiatement de cette proposition et de (1.3) que si on a une suite
exacte courte de A-modules

0 —oL—0M-—>N—0

alors M admet une suite de composition si et seulement si L et N en admettent.
Nous arrivons au résultat principal de cette section, qui dit qu'un module ar-
tinien et noethérien détermine uniquenment ses facteurs de composition ainsi que
leur nombre (Par contre, 'ordre des facteurs de composition n'est pas unique-
ment déterminé, et donc la réciproque du théoréme suivant n’est généralement
pas vraie: deux modules non-isomorphes peuvent avoir exactement les mémes
facteurs de composition, et en nombre égal).

THEOREME 5.3 (THEOREME DE JORDAN-HOLDER). Si un A-module M qd-
met deuz suites de composition
0=MyGM G GMn=M
et
0=NoGMN &G -GN =M
alors m = n et il existe une permutation o de {0,1,... ,n—1} felle que Niy1 /N,
= Moy41/ Moy pour tout 0 <4 < m.
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DEMONSTRATION. Par récurrence sur m. Sim =0, alors M =0 et n =0,
Sim = 1, alors M est simple: sa seule suite de composition est évidemment
0 C M, et donc n=1. 8i m > 1, on considére la suite de sous-modules:

0=NoNMp_y CNINMp 1S - CNoNMpy=Mp1=No+Mpn
CNi+M, 1€ CN+My1 =My =M

Comme M /My, _1 = M, /M,_1 est simple, il existe un unique 0 < ¢ < n tel que

Mm_lmNu-l-M _15...mNi+M 1 g Ni+1+Mmm1x'":Nn+Mm—-1$Mm-
D’autre part, par (1.2), on a pour tout 0 < j < n une suite exacte courte
0 — NjpiN My, 1 } Nin } Nijpir + My .o
NjﬂMmml Nj Nj+Mmm1

En particulier, le terme médian de cette suite étant simple, un seul des termes
extrémaux est isomorphe & ce module simple, tandis que I'autre est nul. Pour
j=t,ona

Mm Nig1+ My Nip1

—_ —_— ——
Mpn-1 Ni+Mpna N;
(et donc Nip1 N M1 = Ny N My,—,) tandis que, pour j # 1, on a
Nipi N Mg -, Nin1

Nj NM.,. 1 N;

c’est-a-dire que Ny N My, # N; N My, 1 et leur quotient est simple. Cela
montre que la suite

OINoﬂMm_,lgNlﬂMm_lg---gNiﬂM _1:Ni+1ﬂM mlg-"
gNnﬂM =M, _4.

est une suite de composition pour M., de longueur n — 1. Par hypothese
de récurrence, m — 1 = n — 1 (et done m = n) et il existe une bijection o :
{0,1,...,i—1i+1,...,n =1} — {0,1,...,m — 1} telle que N;;;/N; >
M, (y11/Mas) pour j # ¢, On achéve la démonstration en posant o (i) = m~1.0

Il s’ensuit, immédiatement que pour tout A-module M artinien et noethérien,
c’egt-A-dire ayant une suite de composition, toutes les suites de composition ont
méme longueur. Cette longueur est appelée longueur de composition de M et
est notée £(M). On convient que si M = 0, alors {(M) = 0. Un A-module M
est simple si et seulement si (M) = 1. Le Z-module Zym {m > 0, p premier)
est de longueur m, tandis que £(Zy & Zp) = 2 et £(Zg ® Z3) = 3 (voir (5.1)). On
note que dire que M admet une suite de composition revient & dire que M est de
longueur (de composition) finie: nous emploierons de préférence cette derniére
expression.

COROLLAIRE 5.4. Soit M un A-module de longueur finie. Alors M est de
type fine.

DEMONSTRATION, En effet, si M est de longueur finie, il est noethérieu, par
(5.2). Il ne reste plus qu’a appliquer (1.5). O
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L'intérét de ce corollaire est le suivant. Comme nous ’avons déja dit, nous
montrerons que toute algébre artinienne a droite est aussi noethérienne & droite,
Soit donc M un module de type fini sur une algébre artinienne & droite. Il suit
de (2.3) que M est artinien et noethérien. Par (5.2), M est de longueur finie.
Le corollaire (5.4) nous assure alors que toutes les conditions précédentes sont
équivalentes. Nous montrerons ceci en (VIL.4.12} plus bas.

COROLLAIRE 5.5, Soit0 — L — M — N — [ une suite evacte courte
de modules de longueur finie. Alors

2(M) = £(L) + &(N).

DEMONSTRATION. On peut supposer L C M et N = M/L. 510 = Lo &
Iy g vee g Ly = L est une suite de composition pour L et 0 = My /L g M, /L g
oG My/L=M/L= N en est une pour N, alors on vérifie immédiatement que
lasuite 0 =LoG L1G -G Li=L=MyG M1 & G My = M est une suite
de compositiou pour M. Par conséquent, on a {(M}=s+1t = (L) +£(N). O

COROLLAIRE 5.6 (FORMULE DE GRASSMANN). Seient L, N deuz sous-modu-
les de M, alors

UL+ NY+ULNN)Y=LL}+ L(N).
DiEMONSTRATION. On considere les suites exactes courtes
O—rLﬂN—>L—bL/(LﬂN) — 0

et
0—N—L+N—(L+N)/N—0.

Comme L/{LNN)Y> (L+ N)/N, on a, par (5.5)
UL+ N)Y—#Ny=¢(L+N)/N)=£L/(LONN))=¢L)—¢LNN)

d’oll I’énoncé. [

6. Modules semisimples.

DEFINITION. Soit A une K-algébre. Un A-module M est dit semisimple s'il
est une somme {peut-étre infinie) de 4-modules simples.

On convient de considérer le module nul comme semisimple, en tant que
somme vide de modules simples. 11 est clair que tout module simple est semisim-
ple. Tout espace vectoriel sur un corps C {peut-éire gauche) est semisinple en
tant que C-module: en effet, un tel espace est somme directe de copies de Cg,
et comme dimCp = 1, on a que C est simple.

Soit A = Z. Le module Zag est semisimple, puisque Zag 2 Zp & Z3g O Zs et
chacun des facteurs Zsy, Zg et Zg est simple. Par contre, pour un nombre premier
p arbitraire, Z,» n’est pas semisimple: en effet, il a un unique sous-module non-
trivial Z;. On comparera utilement les treillis de sous-modules de Zgq:
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et de Zy2:

L ]

Si S} # Sz sont deux sous-modules simples de M, alors 51 + 52 = 51 @® 52! en
effet, si NSy # 0, on aurait S1 == S1NSy = Sy. Donc un module semisimple qui
est somme finie de modules simples en est une somme directe. Il est raisonnable
de se demander 'il en est de méme pour les sommes arbitraires de modutes
simples.

Dans notre premier lemme, nous montrons que tout sous-module d’'un A-
module semisimple en est un facteur direct.

LEMME 6.1. Seient 5S4 = Z 8y, ot chague Sy est un A-module simple, el

MEA
L, un sous-module arbitraire de S. Alors il existe & C A tel que S = L &

(@)

DEMONSTRATION. On considére Pensemble € des parties & de A ayant la

propriété que la somme L + Z S, est directe. Alors € # ), puisque la partie

gEL
vide est un élément de £. Comme il est clair que &€, ordonné par inclusion, est

un ensemble inductif, il suit du lemme de Zorn qu’il existe une partie £ de A
maximale pour la propriété que la somme M = L+ z S, est directe. Il reste &
ol
montrer que M = §. Comme § == Z Sy, il suffit de prouver que Sy € M pour
AEA




172 V1. CONDITIONS DE FINITUDE. MODULES SIMPLES ET SEMISIMPLES.

tout A € A. Mais si Sy € M, comme S est simple, on a que S, N M = 0. Par
conséquent, la somme M + S est directe ce qui contredit la maximalité de £. O

THEOREME 6.2, Soit 84 un A-module. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:
(a) S4 est semisimple.
(b} S4 est somme directe de A-modules simples.
(c¢) Tout sous-module de S en est un facteur direct.

DEMONSTRATION. Si (b) implique (a) trivialement, il suit de (6.1) avec L = 0
que (a) implique (b). Ou a d’autre part, toujours par (6.1), que {a} implique (c).
Tl reste & montrer que {c) implique (a).

On commence par montrer que tout sous-module non nul L de S contient
un sous-module simple, Comme un tel sous-module non nul contient toujours
un sous-module cyclique, on peut supposer L cyclique. Par (I1.1.6), L contieut
un sous-module maximal M. Par (c), il existe un sous-module N de 5 tel que
S = M @ N. 1l suit alors de la loi modulaire (II.1.4) que

L=(MoNnL=M&(NnL)

On en déduit que NN LS L/M est un sous-module simple de L, ce qui montre
notre énoncé,

Soit donc S’ la somme de tous les sous-modules simples de S. Par (c}, il
existe L tel que § = §' @ L. Or, si L # 0, on aurait que L contient un sous-
module simple, lequel doit aussi &tre un sous-module de S’ (par définition de ce
dernier} on arrive & l'absurdité S’ N L # 0. Par conséquent L = 0 et § = 5" est
semisimple. ]

11 suit directement de (6.2) que toute somme directe de modules semisimples
est semisimple. En outre, on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6.3. Soit S4 = ES,\ avee les Sy des A-modules simples. Si
AEA

M est un sous-module de S, alors il existe E C A tel gue M S @ S, .
€D

DEMONSTRATION. Par (6.2), il existe un sous-module N tel que S =M @ N

et donc, par (6.1}, on a une partie £ C A telle que S =N @ (@ Sa). Donc
aEl

M=>S/INS S, O
o€n

COROLLAIRE 6.4, Soit 0 — L — M — N — 0 une suite ezacte de
A-modules. Si M est semisimple, alors L et N sont semisimples.

DEMONSTRATION. En effet, L est un sous-module de M, donc en est un
facteur direct par (6.2). Par conséquent, il existe un sous-module L' de M tel

que M = LoLl, Or N>M/L> (L& L)/L=L' donne que N est aussi




7. ALGEBRES SEMISIMPLES. 173

isomorphe & un sous-module de M. Il ne reste plus qu's appliquer (6.3) & L et
N.O

Si, dans la suite exacte de (6.4}, L et N sont semisimples, il n’en est pas
nécessairement de méme de M, comme le montre la suite exacte de Mod Z

O—izpithe L7, —0

(o1 p désigne un nombre premier, f est I'inclusion de Z;, dans Zy:, et g = coker f ).
Si f: 84 — S est un morphisme entre modules semisimples, il suit du lemme
de Schur (4.2) que I'image d'un sous-module simple de & est un sous-module
simple de & qui lui est isomorphe. D’autre part, 'algébre d’endomorphismes
d'un module simple est, encore d’aprés le lemme de Schur, un corps (peut-étre
gauche). On déduit de ces deux remarqnes et de (II1.2.11) une description de
’algébre d'endomorphismes d’une somme directe finie de modules simples.

i n:

PROPOSITION 6.5, Soit § = @ (@ Sik) avec les Sy stmples et Sy = Sje
i=1 \k=1

st et seulement si i = j. Alors, posant K; = End Sy, on a:

ElldSAziMﬂl(Kl) X X Mﬂt(Kt).

Ty
DEMONSTRATION. Posons M; = @S.ik. 1l suit des remarques précédentes

k=1
et de (I11.2.11} que Hom 4 (M;, M;) = 0 pour ¢ # j et que

End M; = {Hom 4(Sik, Sielke = Mn,(End Siz) = M, (K5)

ol K est un corps (peut-éire gauche). Par couséquent,

t £
El‘ldSA = [HomA(Mi,Mj)],-j; HEndMizi HMM(K.,;). ]
i=1

il

Par exemple, si A = Z et M = Z3 @ Z3 P Zg, il suit du caleul précédent que
EndM S Mg(Zg) x Zg.

7. Algébres semisimples.

DErFINITION. Une K-algébre A est dite semisimple si A4 est un A-module
semisimple.

Le lecteur remarquera }’asymétrie virtuelle de cette définition: en effet, si A4
est semisimple, rien n’indique que 4A soit aussi semisimple. (Pest pourtant le
cas, ainsi qu’on le verra plus bas.

Commencons notre analyse des algébres semisimples par quelques commen-
taires. Un idéal & droite de A qui est simple en tant que A-module est bien siir
minimal. Une algébre semisimple est douc une somme directe d’idéaux & droite
minimaux, IDY’autre part, si 54 est uu A-module simple arbitraire, alors 5, est
isomorphe & un quotient de A par un idéal & droite maximal, donc, par (6.4}, est
isomorphe & un facteur direct de A4 lequel est douc un idéal & droite minimal
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de A. Nous avons montré que, si A est semisimple, alors les A-modules simples
coincident avec les idéaux & droite minimaux de A. Le théoréme suivant, dil &
Wedderburn, décrit complétement la structure des algébres semisimples.

THROREME 7.1. Soit A une K-algébre. Les conditions suivanies sont équiva-
lentes:

(a) A est semisimple.
(b) Tout A-module i drotte est semisimple.
(¢} Tout A-module & droite est projectif.
(d) Tout A-module i droite est injeclif.
(e) Toute suile ezacte courte 0 — Lg — My — Ny — 0 est scindée.
(£) Toul idéal & droite de A est un facteur direct de A.

¢
) A HMH'.(K,;), ot les K; sont des sur-corps (peut-étre gauches) de
fe=l

(g

DEMONSTRATION. (a) équivaut & (b). En effet, si A4 est semisimple, tout
module libre est semisimple et donc un module arbitraire 'est aussi (par (6.4)).
La réciproque est évidente.

(a) équivaut a (f). En effet, si A est semisimple, (f) suit par (6.1).
réciproque suit par (6.2), puisque (f) dit que tout sous-module de A4 en est un
facteur direct.

(¢) équivaut & {e), lequel équivaut a (d). En effet, on applique (IV.2.4) et
(IV.3.3).

(a) implique (g) d’aprés (6.5). En effet, A4 est égal & une somme directe
finie de A-modules simples: écrivons As = ©)5) avec les Sy simples, on a
1=-e), + --+ex avec 0 # ey, € Sy, pour 1 <i <t Par (4.4),ona 8, = ey A

¢

En cutre, tout a € A g’crivant a =1-a=we), + -t exa ¢ S,, on a bien
1 t i

il
t

A= @SA“ et on peut appliquer (6.5).
i=1

(b) implique (¢). Soit en effet 0 — L — M — N — 0 une suite exacte
courte de Mod A. Si tout A-module est semisimple, il suit de (6.2) que L est un
facteur direct de M, et la suite est scindée.

(e) implique (f}. En effet, dire que toute suite exacte courte de Mod A est
scindée entraine par exemple que tout idéal & droite de A en est un facteur direct.

(g) implique (a). Comme il est clair qu'nn produit fini d’algébres semisim-
ples est semisimple, il suffit de montrer que si K’ est un sur-corps (peut—étre

gauche) de K, alors M, (K’) est semisimple. Posons M,(K’) = @L, oll

I; = e; M, (K'). Nous montrerons que I; est un sous-module simple do M w(K):
cela montrera bien que M, (K') est semisimple. Si on considére I; comme un
K'-module (c’est-a-dire, K'-espace vectoriel) & gauche, on a I; S K '(n), Paction
de M,(K") & droite pouvant s’interpréter comme celle de I’ensemble des endo-
morphismes du K’'-module I;. Soit z € I; un élément non nul. Il existe une base
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B du K'-espace vectoriel I; telle que £ € B. Pour chaque y € I;, cette base
permet de construire une application K'-lindaire f : I; — I; telle que y = f(z).
On a donc zM,(K') = I; pour chaque z € I; tel que z # 0. Par {4.1), I; est
bien simple. O

En particulier, tout sur-corps K’ de K est une K-algébre semisimple.

Comme la condition (g) du théoréme est symétrique, on peut ajouter au
théorgme d’autres conditions équivalentes avec “droite” remplacé par “gauche”.
En particulier, une algébre est semisimple “a droite” si et seulement si elle I'est
“3 gauche”. Cela justifie notre omission du ¢6té dans I'énoncé de la définition.

On a montré au passage que toute algébre semisimple est artinienne et noethé-
rienne: en effet, on a prouvé (dans (a) implique (g)} que A4 est égal & une
somrue directe finie de A-modules simples, donc A 4 est de longueur finie et, par
conséquent, est un module artinien et noethérien (voir (5.2)).

11 existe un cas particulier important, & savoir celui ot K est un corps algébri-
quement clos.

PROPOSITION 7.2. Soient K un corps, et A une K -algébre de dimension finie.
Pour tout a € A, il ewiste un unique polyndme unitaire m, € K[t] qui est
irréductible et tel que:

(a) mg(a)=0.
(b) Si f € K[t] est tel que f{a) = 0, alors m, divise f (on dit que mq est le
polynéme minimal de a € A).

DEMONSTRATION. Comme K[t] est un domaine d’intégrité principal, il suffit
de démontrer P'existence d'un polynome f € K[t] tel que f{a) = 0. Or, comme
A est un K-espace vectoriel de dimension finie, les éléments 1,a,...,a",... de
A ne peuvent étre tous linéairement indépendants sur K. O

COROLLAIRE 7.3. Soit K un corps algébriguement clos. Si K' est un sur-
corps de K et est de dimension finie sur K, alors K' = K.

DEMONSTRATION, Soit a € K, il existe un polynéme m, € K[t] irréductible
et unitaire tel que mg(a) = 0. Or, K étant algébriquement clos, on a mqa(t) =
t — a (pour un @ € K). Donc 0 =m,(a) =a —aentrainea=a € K. 1

COROLLAIRE 7.4, Soit A une K -algébre de dimension finie sur un corps algé-
t

briguement clos K. Alors A est semisimple si et seulement si A H My, (K).

i=1

DEMONSTRATION. Tisuffit, par (7.3) et (7.1), de montrer que l'algébre d’endo-
morphismes d’un A-module simple § est de dimension finie sur K. Ot un tel
A-module simple S est isomorphe & un idéal A droite minimal de A, donc &
un sous-espace vectoriel de Ax. Par conséquent dimg § < dimg A < o0 et

dimgEnd S < 0. O

Rappelons qu'une K-algébre A # 0 est dite slimple si ses seuls idéaux bilatéres
sont 0 et A. On avuen (I.1.2), exemple (c}, que, si K’ est un sur-corps {peut-étre
gauche) de K, alors M,,(K') est simple. Le théoréme suivant, di 3 Wedderburn
et Artin, montre que la réciproque est vraie dans le cas artinien.
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THEOREME 7.5. Soit A une K-algébre artinienne & droite (ou & gauche) non
nulle, Alors A est simple si et seulement s’il eziste un sur-corps (peul-éire

gauche) K' de K et unn > 0 tels que A5 M, (K').

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer la nécessité, Comme A est artinienne

4 droite et non nulle, elle doit avoir des idéaux & droite minimaux, ¢’est-a-dire

des A-modules simples. Alors AS = Z a8 est un idéal bilatére non nul de
acA

A, pour tout A-module simple §. Par conséquent, Z aS = A puisque A est

a€A
simple. Or, pour chaque a € A, on a un épimorphisme S4 — a54 défini par

7+ az (pour z € §). Comme S est simple, le sous-module a5 de A est nul,
ou bien est simple, et isomorphe & S. Par conséquent, A4 est semisimple. Par
(7.1), A est un produit d’algébres de matrices. Il ne reste plus qu’d appliquer
encore une fois I'hypothése que A n’a pas d’idéaux bilatéres non triviaux. O

COROLLAIRE 7.6, Soient K un corps algébriguement clos, et A une K -algébre
de dimension finie. Alors A est simple si et seulement s’ existe n > 0 tel que

A= M, (K).
DEMONSTRATION. Cela suit de (7.5) et (7.3). O

Les théorémes (7.1) et (7.5) nous permettent de donner une description com-
plete des modules de type fini sur une algébre semisimple et artinienne. En effet,
supposons d’abord que l'on a affaire 4 une algébre simple et artinienne.

PROPOSITION 7.7. Soit A = M,(K') avec K' un sur-corps de K. Pour1 <
i < m, posons S; = e A, Alors:

(a) AA = @ S,;.

g=1
(b) S; est un sous-module simple de A,
(¢) S;=8; pour tousi,j.

DEMONSTRATION. (a) est évidente, puisque les e;; sont des idempotents deux
4 deux orthogonaux.
(b) 11 est clair que S; est simple, il suffit, par {4.1}, de prouver que S; = xA
n

pour tout x € S; non nul. Un tel x s’éerit x = Zeijasj et il existe 1 < jg < n

i=1

mn
tel que z;, # 0. Mais alors, pour un y = Zeikyk € 5;, on a toujours y =
k=1

k13
x (Z ejkzvj"lyk) € xA. Cela montre bien que 5; = xA.
k=1

(c) En effet, on considére le morphisme f : 5; — §; défini par x — e;x. 1l
est non nul, puisque f(e;) = €05 = e;;e;. Comme S; et S; sont simples, f
est un isomorphisme (par (4.2)). O
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Comme les modules simples coincident avec les idéaux & droite minimaux, il
suit de {7.7) que S; est, & isomorphisme prés, le seul A-module simple. Ou a
montré qu'une algébre simple et artinienne & droite n’admet, & isomorphisme
prés, qu'un seul module simple.

COROLLAIRE 7.8. Soit A une algébre semisimple et artinienne. Alors A n'a
qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de A-modules simples.

DEMONSTRATION. Commengons par rappeler que, comme on V’a vu juste
apres la définition, uu module simple sur une algébre semisimple en est uu fac-
i

teur direct. D’autre part, par (7.1), A = HA" avec chaque A; = My, (K;)
=1

simple et artinienne (par (7.5), car A, étant semisimple, est artinienne et A; en

est un quotient). Chaque 4; n'admet, par (7.7), qu'un seul module simple S; (&

isomorphisme prés}. Il suit alors de (3.5} que {S1,52,... ,5:} est un ensemble

complet de représentants des classes d'isomorphismes de A-modules simples. O

On note qu’avec les notations de la démonstration précédente, on a

t
Ag @ Sgni)_
i=1

Ou en déduit la descriptiou de tout A-module M de type fini. En effet, un tel
A-module M est semisimple (par 7.1)) donc égal & une somme directe finie de
A-modules simples. Par conséquent il existe des m; > 0 (o1 1 < ¢ < t) tels que

t
My = @Szgm;}_
i=1

Achevons ce chapitre sur ’exemple d’une classe trés importante d’algébres
semisimples qui se retrouve en théorie des représentations des groupes finis,

THEOREME 7.9 {DE MASCHKE), Sotent G un groupe fini et K un corps com-
mutetif dont lo caractéristique ne divise pas Uordre n de G. Alors KG est une
K -algébre semisimple.

DEMONSTRATION. Soient M un KG-module et L un sous-module. 1l suffit,
par (6.2), de montrer que L est un facteur direct de M. Soit j : L — M
Pinclusion, Comme j est K-linéaire et L, M sont des K-espaces vectoriels, il
existe une rétraction K-linéaire p: M — L telle que pj = 1. Soit f: M — L
définie pour z € M par

1 -
flz)y=—>_plzg g
gEG
(en effet, Phypotheése entraine que —}; € K). 1l est clair que f est K-linéaire.
Nons montrerons qu’elle est anssi K G-linéaire. Solent donc © € M et gy € G.
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Alors

flzg) = % > plzgog g = z > p(zh ) hgo

n
geaq heG@

=S p(ah A | 90 = F@)on.

gcd

Cette relation et la distributivité entrainent que f est KX G-linéaire. D’autre part,
sirel,ona

f(z) = "11,; Zp(:rg"l)g = % Z g lg ==

gEG 9eG

Par conséquent, f7 = 1z on a montré que j est une section K G-linéaire. O

Par exemple, pour tout groupe fini G, CG est une C-algébre semisimple.
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Exercices du Chapitre VI
1. Soient M;,..., M, des sous-modules d'un A-module M. Montrer que, si
m

tous les M; sont artiniens (ou noethériens), alors il en est de méme de Z M;.
i=1
2. Soient I4,... , I, des idéaux & droite d'une K-algébre A. Montrer que I'on

a un isomorphisme de A-modules Ag > i & -- @I, si et seulement 8'il existe un
ensemble {ey,...,e,} d’idempotents orthogonaux de Atelsque I =eq+---+eq
et I; = e;A pour 1 <4 < n,

3. Sie € A est un idempotent non nul, montrer que, pour tout z € A,
e+ ex(l — e) est aussi un idempotent non nul. En déduire que e est central si et
seulement s’il commute avec tout idempotent de A,

4. 5i A n’a pas d’élément nilpotent non nul, montrer que tout idempotent de
A est central.

5. Soit A un domaine d’intégrité principal. Montrer que tout A-module i
droite de type fini est noethérien.

6. Montrer que toute décomposition de I'identité d’une algébre en somme
d'idempotents centraux deux a deux orthogonaux ayant un nombre maximal de
termes est unique.

7. Soient A une K-algébre commutative et Iy,... , I, des idéaux deux & deux

n
étrangers, Montrer que 77 +-- I, = ﬂ 1.
i=1

8. Solent A uue K-algétbre commutative, e, f € A des idempotents. Montrer
que e + f —ef est un idempotent et que 'idéal engendré par e et f est principal
engendré par e + f — ef.

9. Soit n un entier positif.

(a) Trouver la longueur de composition £(Z,) du Z-module Z,.
(b} Caractériser les n pour lesquels Z, admet une suite de composition
unique,

10. Donner des exemples de modules M tels que (M) = 2 et:

(a) M a une suite de composition unique,
(b) M a exactement deux suites de composition,
{c) M a un nombre infini de suites de composition.

11. Montrer le théoréme de raflinement de Schreier: si M est un medule de
longueur finie et

M=My2M2D---2M =0

est une suite de sous-modules de M, alors il existe une suite de composition

M=MDO>M{ D --2M, =0
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telle que chaque M; soit égal & un des Mj,

12. Soient 51,52 deux A-modules simples. Montrer que le treillis de sous-
modules de Sy @ 5, est distributif si et seulement si 55 5 Ss.

13. Trouver les A-modules simples si:
(a) A=Clt],
(b) A=[{ 2], ot K est un corps.
14. Soient A un domaine d'intégrité qui n’est pas un corps et ¢} le corps des

fractions de A. On considére ) comme un A-module, Montrer que End 4 @ = Q,
mais que {J 4 n'est pas simple.

15. Soient A une K-algébre commutative et Iy, Js deux idéaux de A tels que
I nI; = 0. Montrer que, si A/l et A/l sont noethériens, il en est de méme
de A/(I1 + Ig).

16. Soit A une K-algébre noethérienne & droite. Montrer que, pour tout
A-module M de type fini, il existe une suite exacte

oo— Ly, — Ly — i — Ly — Lg— M—0
avec chaque L; libre de type fini.

17. Soit A une K-algébre noethérienne. On note mod A la catégorie des
A-modules de type fini, Pour une K-algébre B, soit F' : modA — mod B
un foncteur exact 4 droite. Modifier la démonstration du théoréme de Watts
(V.3.2) pour montrer qu'’il existe un bimodute 4T et un isomorphisme fonctoriel

FS —@4Ts.

18. Moutrer que tout module semisimple de type fini est une somme directe
finie de modules simples.

19. Soient A une algdbre et M un A-module. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes:

(a) M, est semisimple.

(b) Pour tout monomorphisme j : L — M et tout morphisme f: L — L/, il
existe un morphisme f': M — L/ tel que f'j = f.

(¢) Pour tout épimorphisme p: M — N et tout morphisme g: N' — N, il
existe un morphisme g’ : N' — M tel que pg’ = g.

20. Soit J4 un idéal & droite minimal de Falgébre A. Montrer que I? = 0, ou
bien il existe un idempotent e € A tel que I = eA.

21. Soit C un corps, peut-étre gauche. Montrer que deux M,(C}-modules M
et NV qui sont de C-dimension finie sout isomorphes si et seulement si dime M =
dimc N.

22, Soient A une algébre semisimple et I un idéal bilatére propre de A.
Montrer que A/J est semisimple,
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23. Montrer qu'une sous-algébre d’une algébre semisimple n’est généralement
pas semisimple,

24. Soit {Ax),ep une famille de K-algébres. Montrer que H Ajy est semisim-

AEA
ple si et seulement si A est fini et chaque Ay est semisimple.

25. Soient I un idéal minimal & droite de 4 et S un A-module simple. Montrer
que S4 7 14 entraine ST = 0.

26. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour que Z,, soit semisim-
ple.

27. Montrer qu'une K-algébre commutative A egt semisimple si et seulement
si A est un produit fini de sur-corps commutatifs de K.
t
28, Soient A semisimple, A = H Ay, chaque A; étant simple. Trouver tous

i=1
les idéaux bilatéres de A.
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CHAPITRE VII

Radicaux de modules et d’algébres.

Les théorémes de Wedderburn-Artin donnent une deseription compléte des alge-
bres semisimples et des modules de type fini sur celles-ci. On en sait beaucoup
moins sur la structure des algébres non semisimples et de leurs modules, et cela
méme s'il s'agit d’algébres de dimension finie sur un corps commutatif. Cela
donne Pidée d’introduire la notion de radical: c'est le plus petit sous-module
(ou idéal} tel que le module quotient {ou I'algébre quotient, respectivement) soit
semisimple. Le radical sert donc a mesurer le défaut de semisimplicité, Comme
on le verra, 'étude du radical s’avére particulierement féconde dans le cas des
modules de type fini sur les algébres artiniennes.

1. Radical d’un module.

On cherche & caractériser le plus petit sous-module d'un module donné tel
que le quotient soit semisimple. Prenons 'exemple du Z-module M = Z3 & Zy

{ = Z12). Ce module n’est évidemment pas semisimple (en effet, le sous-module
N = Z3 ® %3 n'est pas un facteur direct de M). Son treillis de sous-modules est

(0.1
(Lo

(ol une simple barre note un facteur de composition isomorphe & Zz et une
donble barre un facteur isomorphe & Zg). On voit de suite que le sous-module
cherché est R = {(0,2)), puisque M/R = Zy®Zs. On peut caractériser R comme
étant l'intersection des sous-modules maximaux {(1,2)} et {(0,1)). Cela méne &
1a définition suivante:

DEFINITION. Soient A une K-algébre et M un A-module. On appelle radical
(de Jacobson) de M 4 le sous-module de M qui est l'intersection de tous les sous-

183
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modules maximaux de M. Le radical de M est noté rad M. Sirad M = 0, on
dit que M est sans radical.

Par exemple, si M est simple, alors rad M = 0: tout module simple est sans
radical.

Il peut se faire que M n’ait aucun sous-module meximal, auquel cas M =
rad M.

On peut reformuler la définition comme suit.

LEMME 1.1. Soit M un A-module. Son radical rad M est égal & l'intersection
des noyaur de tous les morphistes f 1 M — S, ot S, parcourt l'ensemble de
tous les A-modules simples.

DEMONSTRATION. Le lemme de Schur (VI1.4.2) nous dit qu’un morphisme
non-nul M — 3, avec S simple, est un épimorphisme. Les théorémes d’isomor-
phisme entrafnent alors que le noyau d’une telle application est un sous-module
maximal de M, et, réciproquement, tout sous-module maximal de M est le noyau
d'un épimorphisme de M sur un A-module simple. []

PROPOSITION 1.2, Soient M, N deuz A-modules et f : M — N une applica-
tion linéaire, Alors f(rad M) Crad N.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : N — S une application linéaire avec S simple.
Alors gf : M — S s'annule dans rad M. Par conséquent, g s’annule dans
flad M), O

PROPOSITION 1.3, Soit M un A-module.
(a) Pour tout sous-module N de M, on a

rad M + N
N .

(b) Si N est un sous-module de M contenu dans rad M, alors rad(M/N) =
(rad M)/N.

(c) Le radical de M est le plus petit des sous-modules N de M tels que M/N
s0it sans radical. En particulier, rad(M/rad M} = 0.

rad(M/N) 2

DEMONSTRATION. (a) On applique (1.2) & la projection canonique f: M —
M/N, en observant que f{rad M) = {rad M + N)/N.

(b) Cela découle du fait que si N C rad M, la correspondance L — L/N définit
une bijection entre sous-modules maximaux de M contenant N et sous-modules
maximaux de M/N.

(c) Si rad(M/N) = 0, alors (a) donne radM + N = N donc rad M C N.
En particulier, si N = rad M, {b) donne rad(M/rad M) = (rad M) /(rad M) =
0. O

Nous montrons maintenant que le radical se comporte bien vis-a-vis des som-
mes directes.
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PROPOSITION 1.4. Soit (M)),cs une famille de A-modules. Alors
rad (@ M,\) — Prod .
AEA AEA

DEMONSTRATION. Pour chaque A € A, U'injection canonique M) — @M A
pEA

induit (par (1.2)) une injection rad M) — rad EBM# . Par conséquent,

HEA
@radM,\ C rad (@M,\)

AEA ACA
Réciproquement, soit = € rad (®AGA M,\). Pour chaque A € A, si V) est un

sous-module maximal de My, on a que N, &@ @ M, | est un sous-module maxi-

[T 20
mal de @, -4 Mx. Done, z € ﬂ Ny ® @Mp = (rad M))® @Mp
Ny LFEA HFEA

Siz = (z)xea, on a donc que z) € rad M) pour chaque A € A, Cela montre bien

que x € @rad M. Par conséquent rad (@ M,\) C @ rad M), et 'égalité

AEA AEA ACA
s'ensuit. []

Une conséquence directe de cette proposition est que tout module semisimple
est sans radical (en effet, un module simple est sans radical, comme on 1'a vu
plus haut). Nous reviendrons sur cette remarque plus loin,

Le résultat fondamental sur le radical est le lemme de Nakayama. Il nous
sera particulitrement utile & la section (4) plus bas et au chapitre suivant. Vu
Pimportance de ce lemme, nous en donnerons plusieurs formulations. Quand on
étudie le radical d'un module, il est nature] de se poser la question de ’existence
de sous-modules maximaux d’un module donné. Or cette existence est assurée
sous I'hypothése que le module est de type fini.

LEMME 1.5. Si M est un module non nul de type fini, alors rad M # M.

DEMONSTRATION. En effet, il suit de (II.1.6) qu'un tel module contient tou-
jours des sous-modules maximaux. 0O

LEMME 1.6 (DE NAKAYAMA). Sotent M un A-module de type fini et N un
sous-module de M. Alors N C rad M st et seulement i pour tout sous-module
LdeMtelque N+ L=M,onal=M

DEMONSTRATION, Nécessité. Supposons N C rad M et que L est un sous-
module de M tel que N+ L = M. Supposons L # M. Comme M est de type
fini, il existe (par (IL.1.6}} un sous-module maximal L’ de M contenant L et
alorsona N+ L CradM + L' C I/ & M, une contradiction.
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Suffisance. Si N ¢ rad M, il existe un sous-module maximal M’ ne contenant
pas N (par définition du radical de M). Donc M’ + N =M, mais M' # M. [

On exprime parfois la propriété du lemme en disant que tout sous-module
N de rad M est superflu dans M. On verra que la notion de superfluité peut
s'exprimer en termes de morphismes.

D’autre part, le lemme Jui-méme s'exprime par le biais de morphismes. En
effet, si f : M — N est une application linéaire, alors f{rad M) C rad N de
sorte que f induit, par passage aux conoyaux, un morphisine f : M/rad M —
N/ rad N défini pour = € M par

F(z 4+ rad M) = f(x) + rad N.

Si on note respectivement pp : M — M/rad M et py : N — N/rad N les
projections canoniques, alors f est Punique morphisme de A-modules tel que le
carré suivant soit commutatif

M — N

wl

M/rad M 1, Nfrad N

LEMME 1.7 (DE NAKAYAMA). Soient M, N deuz modules de type fini. Un
morphisme f: M — N est un épimorphisme si et seulement si le morphisme
induit f : M/rad M — N/rad N est un épimorphisme.

DEMONSTRATION. La nécessité suit de la commutativité du carré précédent:
Fpus = pnf, et du fait que py et f sont des épimorphismes.

Suffisance. Il suit de la définition de f que la surjectivité de f implique
N = f(M)+rad N. Mais rad N est superflu dens N, donc, par (1.6), f(M) = N,

On a montré que f est surjective. O
Les considérations précédentes meénent & la définition.

DEFINITION, Soient M, N deux A-modules, un épimorphisme f : M — N est
dit superflu si, pour tout morphisme h : L — M tel que fh: L — N soit un
épimorphisme, on a que k lui-méme est un épimorphisme.

Cette notion est évidemment duale de celle de monomorphisme essentiel, in-
troduite en (IV.4). Les deux propriétés suivantes (duales de celles de (IV.4.1))
sont immédiates.

LEMME 1.8, Soient f: L — M et g : M — N deuz épimorphismes de A-
modules.

(i) Si g et f sont superflus, alors gf : L — N est aussi un épimorphisme
superflu.
(il) Sigf: L — N eat un épimorphisme superfly, alors f est superflu.
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DEMONSTRATION, (i) En effet, gf est évidemment un épimorphisme, et gfh
épimorphisme implique successivement fh épimorphisme (par la superfluité de
g) et h épimorphisme (par la superfluité de f}.

(ii) En effet, si fh est un épimorphisme, il en est de méme de gfh. Comme
gf est superflu, h est un épimorphisme. O

Nous montrons maintenant que les épimorphismes superflus sont précisément
ceux dont les noyaux sont des sous-modules superflus. Cela fournit une troisieme
version du lemme de Nakayama.

PROPOSITION 1.9. Soient M, N deuz A-modules de type fini et f : M — N
un épimorphisme de noyau L. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) f est superflu.

(b) L Crad M.

(¢) Le morphisme f : M/rad M — N/rad N induit de f est un isomor-
phisme.

DEMONSTRATION. {(a) implique (b). En effet, si L ¢ rad M, il existe un sous-
module maximal M’ de M tel que L € M’. Donc L+ M’ = M et par conséquent
la composition de l'inclusion j : M' — M avec f: M — N est un épimorphisme
(puisque tout y € N ’écrit y = f(z' + z) avec &’ € M’ et € L donc, comme
L=Kerf,onay= f(z"), tandis que 7 : M’ — M ne l’est pas.

{b) implique (c). I suffit, par (1.7), de vérifier que f est un monomorphisme.
Or,sipy : M — M/radM et py : N — N/rad N désignent les projections
canoniques, on a fpar = paf. Done, si z +rad M € Ker f, on a

pnf(z) = fom(z) = Flz + rad M) =0

d’oll f(z) € rad N. Or f(rad M) = rad N par (1.3)(b}). Soit y¥ € rad M tel que
fz)=f(y). Onaz—yeKerf=L Crad M. Donc z € rad M.

(b) implique (a). Soit en effet A un morphisme tel que fh soit un épimorphi-
sme. Alors N = (Imh + L)/L donc M = Imh + L. Comme L C rad M on en
déduit M = Imh et h est bien un épimorphisme,

(c) implique (a). Notons encore pps : M — M/rad M et py : N — N/rad N
les projections canoniques. Si fh est un épimorphisme, alors py fh = Foarh Dest
aussi. Comme f est un isomorphisme, ppsh est un épimorphisme. Par le fait
que (b) implique (a), on a que pas est un épimorphisme superflu. Donc h est un
épimorphisme. O

DEFINITION. Soit M un A-module. Le quotient M/ rad M s'appelle la coiffe
de M.

On a vu en (1.5) que si M est un module non nul de type fini, alors la coiffe de
M n’est pas nulle. En outre, par (1.3)}(c) la coiffe d'un module est toujours sans
radical. Enfin, il suit de (1.9) que, si M est de type fini, la projection canonique
de M sur sa. coiffe est un épimorphisme superflu,
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2. Le socle d™un module.

On a vu que le radical d’'un module M n’est autre que le plus grand sous-
module N de M tel que la projection canonique M — M /N soit un épimorphisme
superflu. Il est naturel de se demander quel est, dualement, le plus petit sous-
module L de M tel que I'injection canonique I — M soit un monomorphisme
essentiel. Ce n'est autre que le socle de M, défini comme suit.

DEFINITION, Soient A une K-algébre et M un A-module. On appelle socle
de M le scus-module de M qui est la somme de tous les sous-modules simples
{minimaux) de M. Le socle de M est noté soc M.

11 est clair qu’un module M est semisimple si et seulement si M =soc M. En
fait, il suit de la définition que soc M est le plus grand sous-module semisimple

de M. Par exemple, si A = Z et M = Z3z @ Zy (= Z12), il est clair que
soc M = {(0,2)) @ {(1,0)} = Z3 ® Z. Enfin, notons que, si M n’a pas de sous-
modules simples {c’est le cas du Z-module Z), alors soc M = 0.

On peut reformuler la définition comme dans le lemme suivant, qui dualise

(1.1).
LEMME 2.1. Soit M un A-module. Son socle soc M est égal & la somme des

images de tous les morphismes f 1 S — M avec Sa parcourant Uensemble des
A-modules simples.

DEMONSTRATION. Evidente, puisque les images de tels morphismes colnci-
dent avec les sous-modules simples de M. OO

PROPOSITION 2.2, Soient M, N deur A-modules et f : M — N une applica-
tion linéaire. Alors f(soc M) C socN.

DEMONSTRATION, En effet, 'image d'un sous-module simple de N est soit
nulle, soit égale & un sous-module simple de N. O

COROLLAIRE 2,3. Soient M un A-module et L un sous-module de M. Alors
soc L = LNsoc M. En particulier, soc(soc M) = soc M.

DEMONSTRATION. Soit j : L — M l'injectiou canonique. Il suit de (2.2} que
soc L C soc M, donc soc L C LNsocM. D'autre part, L N soc M est un sous-
module du module semisimple soc M, done il est semisimple (VI1.6.4). Comme
L NsocM est aussi un sous-module de L, on a L NsocM C socl. L'égalité
s'ensuit. O

LEMME 2.4. Soit M un A-module. Alors soc M est Uintersection de fous
les sous-modules L de M tels que l'inclusion I, — M soit un monomoerphisme
essentiel.

DEMONSTRATION. Soit N cette imtersection. Pour tout sous-module simple
S de M, et tout sous-module I de M avec Pinclusion L. — M essentielle, on a
SN L+ 0done § C L. Cela moutre que soc M C L et donc soc M C N.

Pour montrer l'inclusion inverse, il suffit de montrer que N est semisimple.
Soit N’ un sous-module de . Il suit d’une application évidente du lemme de
Zorn que 'on peut trouver un sous-module N de M maximal pour la propriété
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N'NN" =0. Alors N'+ N” = N'® N" egt un sous-module de M, et 'injection
canonique N/ @ N” — M est essentielle: en effet, si U/ est un sous-module non
nul de M tel que UN (N’ + N”) = 0, alors N'N{N" 4+ U) = 0 ce qui contredit Ia
maximalité de N”. Par conséquent N/ @ N 2D N 2 N’ et, par la loi modulaire
(IL1.4): |
N=Nn(N'@&N") =N & (NnN").

Ainsi, N est un facteur direct de N. Il suit de {(V1.6.2) que N est semisimple et
donc que N CsocM. [

THEOREME 2.5. Soit M un A-module artinien non nul. Alors soc M est le
plus petit sous-module L de M tel que Uinclusion I — M soit un monomorphisme
essentiel,

DitmMonsTRATION. Tl suffit, d’aprés le lemme, de montrer que soc M # 0 et
que 'inclusion soc M — M est essentielle. Or, I’hypothese que M est artinien
entraine que soc M # 0. D'autre part, soit L un sous-module non nul de M.
Alors L est lui-méme artinien et donc soc L # 0. Par (2.3), LNisoc M # 0. Clest
bien I'énoncé. O

THREOREME 2.6, Soit M un A-module artinien non nul. Alors les enveloppes
injectives de M et de son socle soc M sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Notons E l'enveloppe injective de soc M. 1l faut mon-
trer que F est isomorphe a l'enveloppe injective de M et pour cela il suffit,
par (IV.4.6) de montrer qu’il existe un monomorphisme essentiel M — E. On
considére le diagramme 4 ligne exacte

0 — socM s M
Vs
'il ///f
E

oll 1, 7 sont les inclusions canoniques. Comme F est injectif, il existe f : M — F
tel que f§j = i. Comme i est un monomorphisme et j un monomorphisme
essentiel, il vient que f est un monomorphisme. Comme, d’autre part, ¢ = fj
est un monomorphisme essentiel, f est aussi essentiel (par {IV.4.1)), ce qui achive
la démonstration. [J

3. Radical d*une algébre.

LEMME 3.1. Soit A une K-algébre non nulle. Alors rad A4 est un idéal bi-
latére propre de A.

DEMONSTRATION. Soit @ € A. Alors f, :  — az est une application linéaire
Ag — Ag. Par (1.2), on a

a(rad As) = fo(rad As) Crad Aa.

Donc rad A4 est un idéal bilatére de 4. D’autre part, A4 étant un A-module
cyclique (done de type fini), il existe, par (I1.1.6), un idéal & droite maximal M.
Comme rad Aa € Ma g Aa,on aquerad A, est propre. [
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DEFINITION. Le radical (de Jacobson) de Palgébre A est 1'idéal bilatére J =
rad AA.

Par exemple, si K est un corps, et A = [% 2], il est facile de montrer (p

ar
exemple & I'aide de exercice (I1.2)) que les idéaux & droite maximaux sont [ £ 3]
et [ 2 2] Par conséquent, J est leur intersection, égale a I'idéal bilatére [ & 1.

Il est important de remarquer que, méme si on a montré que J est un idéal
bilatére, il est défini par le biais de la structure de A-module & droite de A: il
faut donc vérifier si cette définition est symétrique.

THEOREME 3.2. Soit A une K-algébre de radical J. Alors a € J si et seule-
ment 5i 1 — ax admet un tnverse & droite pour tout x € A.

DEMONSTRATION, Nécessité. Supposons a € J. Alors, siz € Aet 1 —ax
n’admet pas d'inverse & droite, le sous-module (1 — ax)A de A4 est propre.
Comme il est cyclique, il existe, par (II.1.6) un idéal 4 droite maximal M4 tel
que (1 —ax)A C M,y g Ay, Commeae J,onaac M donc ax € M et alors
1 = (1 — az) + az € M, une contradiction.

Suffisance. Soit a € A tel que 1 — az est inversible & droite pour tout z € A.
On veut montrer que e appartient A tout idéal & droite maximal de A. Si ce n’est
pas le cas, il existe un idéal A droite maximal M de A tel que ¢ € M. Comme
M est maximal, M + aA = A donc il existe 7 € A tel que 1 — ax € M. Mais
1 — ax est inversible & droite, donc 1 € M, une contradiction. [

COROLLAIRE 3.3. Soit A une K-algébre de radical J. Alors J est le plus
grand idéal bilatére I de A tel que 1 — o soit inversible pour tout x ¢ I.

DEMONSTRATION. Commengons par prouver que si x € J, alors 1 — z est
inversible. Il suit de (3.2) qu'il existe y € A tel que (1 — z)y = 1. Donc
z=1-—y = —ry € J donne, toujours par (3.2), que 1 — z est inversible & droite.
Donc il existe v’ € 4 tel que 1 = {1 ~ 2)y’ = yy’. Comme y admet uu inverse
4 droite et un inverse i gauche, ces deux inverses sont égaux, y est inversible et
son inverse 1 —x =y~ ! Pest aussi.

Montrons maintenant que J est le plus grand idéal bilatére satisfaisant cette
condition. Soient en effet I un idéal satisfaisant cette condition et @ € I. Alors
ax € I pour tout z € 4 et donc 1 — az est inversible. Par (3.2),onaae J. On
aprouvéque I CJ, O

COROLLAIRE 3.4. rad(aA) =rad(A.).
DEMONSTRATION. En effet, la condition de (3.3) est symétrique. (O

Un élément z € A est dit nilpotent s'il existe un entier positif m tel que
™ = 0. Un idéal I de A est dit nil si chaque élément de I est nilpotent.

COROLLAIRE 3.5. Tout idéal nil de A est contenu dans le radical J.

DEMONSTRATION, Soit m tel que z™ = 0. Alors 1 — x est inversible car
(1-z){14+z+---+2™ 1} =1 Onapplique (3.3}. O
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Notons qu’il ne s’ensuit pas nécessairement que J est lui-méme un idéal nil.
Nous montrerons néanmoins que ¢’est le cas si A est artinienne (voir (4.7) plus
bas). D’autre part, il ne s’ensuit pas non plus que tout élément nilpotent de A ap-
partient & J: en effet, il peut exister des éléments nilpotents qui n'appartienneut
4 aucun idéal nil. On en verra un exemple 4 la section suivante.

4. Modules artiniens et algébres artiniennes,

THEOREME 4.1. Soit M4 un A-module. Alors M, est semisimple et de lon-
gueur finie si el seulement g'il est artinien et sens radical.

DEMONSTRATION. Nécessité. Tout module de longueur finie est artinien par

(V1.5.2). D’autre part, si M = @S,\ avec chaque Sy simple, on a que, pour
AEA

chaque A € A, le sous-module Ny = @ S, de M est maximal. Donc rad M C

BAEM
() Ny =0.
A€A
Suffisance. Supposons M artinien tel que rad M = 0. On peut supposer
M # 0. Il existe un ensemble non vide (Ny}aea de sous-modules maximaux tel
que ﬂ Ny =0, Comme M est artinien, il existe un sous-module Ny N --. N N,

AEA
minimal dans la famille des intersections finies des Ny. On affirme que ce sous-

module minimal est nul. Si ce n’est pas le cas, il existe Ny tel que NyN---NN; €
N, (puisque si Nyn---N N, © Ny, pour tout A, alors Nyn---NN; C (1| Ny =0),

A
d’oll la contradiction Ny M-« N Ny NN, g Ny NN Ng. Cela montre bien
t

que Ny M- N Ny = 0, Définissons maintenant f : M — @(M/NI) par & —

qu=l

t
(T + N;)t_,. 11 est clair que Ker f = m N; = 0. Donc M est isomorphe 4 un

d=1
t

sous-module du module semisimple de longueur finie @(M JN:): il est done
i=1
lui-méme semisimple et de longueur finie. [J
COROLLAIRE 4.2, Soit M un A-module artinien. Alors M/vad M est un A-
module semisimple de longueur finie,

DEMONSTRATION. Ce quotient est en effet artinien et, par {1.3), on a
rad(M/radM)=0. 0O

Nous avons montré que le radical d’'un module artinien en est le plus pe-
tit sous-module tel que le quotient soit semisimple et de longueur finie. Nous
verrons maintenant que le quotient d’une algébre artinienne par son radical est
semisimple. En effet, soit A une K-algebre de radical J. On considere Palgébre
quotient A = A/J. Le lemme suivant est un cas particulier de (IIL.6.1).
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LEMME 4.3. Tout A-module simple Si admet une structure naturelle de A-
module simple et réciproquement.

DEMONSTRATION. Soit S4 un A-module simple. Pour z € Seta@ = at+J € 4,
on pose xrd = xa. Cette définition n’est pas ambigile: en effet, il faut montrer
que zJ = 0, or f, : A4 — S, définie par a — za (pour a € A} est A-linéaire
et J C Ker f; donne l'énoncé. Réciproquement, si S est un A-madule, il est
naturellement un A-module via la projection canonique A — A {voir (IIL6)). 11
suit de (IT1.6.1) que si S est un A-module simple, alors S est aussi un A-module
simple. 1l reste & montrer que si S est un A-module simple, il est également
simple en tant que A-module: soit en effet S’ C § un sous-A-module de S, alors
5’ est un sous-A-module de § (la A-structure de S’ étant induite de la projection
canonique A — A). Done & =0o0u & = S5. O

Il suit du lemme que tout A-module semisimple admet une structure naturelle
de A-module semisimple et réciproquement.

PROPOSITION 4.4. Soit A une K -algébre artinienne ¢ droite, alors A est une
K -algébre semisimple.

DEMONSTRATION. A4 = A4/J4 est un A-module artinien et rad(4/J) = 0.
Donec A4 est un A-module semisimple par (4.1). Par (4.3}, A est un A-module
semisimple, et en outre, A et A4 ont les mémes sous-modules. Il ’ensuit qne

A est un A-module artinien et en outre rad(A) = 0. On applique encore (4.1).
O

Au vu de {V1.5.2) et (VL.5.3), la conséquence suivante de (4.4) s’avére d'une
importance primordiale pour la construction des modules sur une algébre artini-
enne.

COROLLAIRE 4.5, Soit A une K-olgébre artinienne 4 droite. Alors A n'a
qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de A-modules simples.

DEMONSTRATION. Cela suit de (4.3), (4.4) et du fait que, par (VL7.8), une
algébre semisimple n’a qu'un nombre fini de classes d’isomorphisme de modules
simples. [

On déduit aussi de (4.4) un calcul explicite du radical d'un module sur une
algébre artinienne.

THEOREME 4.6, Soient A une K-algébre artinienne & droite et M un A-
module. Alors rad M = M.J.

DEMONSTRATION. Pour tout 2z € M, Papplication f; : a — za (ol ¢ € A) est
un morphisme As — M4. Donc z(rad A) = f.(rad A) C rad M. Par conséquent
MJ Crad M.

Le module quotient M = M/M.J est annulé par J donc est un A-module.
Comme A est une algébre semisimple par (4.4), M est un A-module semisimple
et, pour tout T = x+MJ € M tel que z & MJ, il existe f : M — S avec S simple
tel que f(Z) # 0. Composant f avec la projection canonique p: M — M, on a
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folz) = f(T) # 0. Dong, par (1.1), z ¢ rad M. Cela montre que rad M C M J.
O

Un idéal bilatére I d’une algébre A est dit nilpotent s’il existe n > 0 tel que
I™ =0, 1] est clair que tout élément = d’un tel idéal I est lui-méme nilpotent,
et donc tout idéal nilpotent est aussi nil. On a la caractérisation suivante du
radical d'une algébre artinienne.

THEOREME 4.7. Soit A une K-algébre artinienne & droite. Alors J =rad A,
est le plus grand idéal bilatére nilpotent de A.

DEMONSTRATION. 11 suit de (3.5) que tout idéal nilpotent de A est contenu
dans le radical. Il suffit donc de montrer que J est lui-méme nilpotent. La
suite J 2 J2 D J® 2 ... étant décroissante, il existe n tel que J* = Jnt1,
Supposons J™ # 0. L’ensemble M des idéaux & droite M # 0 de A tels que
MJ = M est non vide, puisque J* € M. Donc M admet un élément minimal
M. Comme M = MJ = ... = MJ", il existe z € M tel que zJ" # 0.
On a que zJ™ est un idéal & droite de A contenu dans M (puisque z € M)
et tel que (zJ™)J = xJ*t! = zJ". La minimalité de M implique donc que
M =zJ* C A C M. Donc M = zA est de type fini et (1.5) avec (4.6) donnent
la contradiction 0 # M = MJ =rad M. O

Il suit du théoréme que tout élément du radical d'une algebre artinienne est
nilpotent. La réciproque, par contre, est fausse: il existe des éléments nilpotents
qui n’appartiennent pas au radical. Par exemple, pour tout corps {gauche} C' et
tout entier m > 1, M,(C) a plusieurs éléments nilpotents (par exemple, les e;;
avec i # 7) mais, M, (C) étant simple, on a rad M,{C) = 0.

COROLLAIRE 4.8. Le radical d'une algébre artinienne 4 droite A est Punique
idéal nil I tel que A/I soit une algébre semisimple.

DEMONSTRATION. On sait que J = rad A a ces propriétés. Réciproguement,
soit 7 un idéal nil tel que A/ est semisimple. Par (3.5}, on a I € J. Comme
J est nilpotent, I'idéal J/I de A/I T'est aussi. Par (4.7), J/I C rad{A/I). Or
A/I est semisimple, donc sans radical (par (4.1)) et J/I = 0. Cela moutre que
I=J.0

La caractérisation que nous venons de prouver est particulierement facile 4
appliquer. Par exemple, si K est un corps, et A =[£ 2], alors A est artinienne

(car de K-dimension finie). On voit de suite que B = {4 2] est un quotient de A

et est semisimple (en effet, B= K x K). D’autre part, le noyau de la surjection
évidente A — B, c'est-a-dire I'idéal bilatére J = [} 3] est nil. Par conséquent J
est le radical de A.

COROLLAIRE 4.9, Pour tout idéal bilatére I d'une algébre artinienne & droite
A, on arad(A/T) = (I +J)/1.
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DEMONSTRATION. Comme J est nilpotent, (I+J)/1 l'est aussi. D'autre part,
on a

A L A L AlT
= = .
(I+Nn/f 1I+J (d+7/J
Comme A/J est une K-algébre semisimple, le dernier quotient 1'est aussi. On
peut donc appliquer {4.8). O

Une conséquence remarquable de la théorie du radical est que toute algébre
artinienne est aussi noethérienne. Cela suit du théoréme suivant.

THEOREME 4.10 (DE HOPKINS-LEVITSKI). Soit A une K-algébre artinienne
& droite. 51 M4 est un A-module artinien, alors M est noethérien.

DEMONSTRATION. Comme J est nilpotent, il existe un plus petit n tel que
MJ™ = 0. On prouve le résultat par récurrence sur n. Si n = 0, alors M =
MA = MJ® = 0 et le module nul est noethérien, Sin = 1, la condition M.J =0
entraine que M est un A/J-module, donc est semisimple {puisque, par (4.4},

A = A/J est une K-algthre semisimple), Donc M = 69 5 avec les S simples.

AEA
On affirme que A est un ensemble fini: en effet, si ce n’est pas le cas, il existe

une suite infinie de sous-ensembles de A de la forme A = Ag g Ag g Ao g coeoet
par suite @ Sy g @ Sy 2 @ Sh g .+ donne une suite décroissante infinie
AEAD AEA; AEA,

de sous-modules de M, ce qui contredit I’hypothése que M est artinien. Cela
montre que M est de longueur finie et douc noethérien (VI.5.2). Sin > 1, soit
N = MJ»1 C M. Alors N est artinien et NJ = 0 (donc le cas n == 1 donne
que N est noethérien). D’autre part, M/N est artinien et (M/N)J"! = 0.
E’hypothése de récurrence donne M/N noethérien. Enfin la suite exacte courte
0—N-—M— M/N— 0et (VL13) donnent gne M est noethérien. (J

COROCLLAIRE 4.11. §i A est artinienne d droite, alors A est noethérienne d
droite. O

Nous sommes maintenant en mesure de tenir une promesse faite en (VI.5}.

COROLLAIRE 4.12. 87 A est artinienne & droite et M4 un A-module, les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(2) M est artinien.

(b) M est nocthérien.

(¢c) M est de type fini.

(d} M est de longueur finie.

DEMONSTRATION. Il suit de {4.10) que (a) implique (b}, et de (VI.1.5) que
(b) implique {c). Pour montrer que (c) implique (a), on observe que ’hypothése
que M est de type fini entraine, par (II1.3.6), I'existence d’un épimorphisme
AE;") — M, avec m > 0 un entier. Comme A4 est artinien, M ’est aussi, par
(V1.1.3). Enfin, (a) et (b) équivalent & (d) par (VI.5.2). O
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5. Le radical d’une catégorie K-lindajre.

Nous montrerons maintenant comment la définition du radical d'une algébre
permet d’arriver 3 celle de radical d’une catégorie. Rappelons que le radi-
cal doit &tre un idéal bilatére. Si la définition originale du radical en section
1 ne se généralise pas de manidre évidente, la caractérisation de (3.1} donne
immédiatement la définition suivante.

DEFINITION. Soit € une catégorie K-linéaire. Le radical rade de C est défini
par la donnée, pour chaque paire {X,Y) d’objets de C, de Pensemble

rade (X, Y} = {f € Home(X,Y) | 1x — fg est inversible & droite
pour tout, g € Home(Y, X))}

Nous souhaitons évidemment prouver que rade est un idéal de C. N’ayant pas
3 notre disposition les notions utilisées plus haut, nous utiliserons des manip-
ulations arithmétiques simples. Commengons par le lemme suivant, inspiré de
(3.3).

LEMME 5.1. 8i, dans une calégorie K-linéaire, le morphisme f est tel que
1x — fg est inversible d droite pour tout g, alors 1x — fg est inversible pour tout
g

DEMONSTRATION. Fixons-nous un morphisme g. Par hypothése, il existe h
tel que (1 — fg)h = 1. Alors h = 1+ fgh = 1 — fg(—h} admet & son tour un
inverse 4 droite k. Alors 1 = hk = (1 + fgh)k = k + fghk = k+ fg. Donc
k =1 — fg. Mais alors hk = 1 se lit h{(1 — fg) = 1 et h est aussi un inverse a
gauche de 1 — fg. O

La réciproque du lemme étant évidente, on en déduit que rade (X, Y) est égal
4 Pensemble des f € Homg(X,Y) tels que 1x — fg est inversible pour tout
g € Home (Y, X).

PROPOSITION 5.2, Soit C une catégorie K-lindaire. Alors rade est un idéal
bilatére de C.

DEMONSTRATION, Il est clair que 0 € rade(X,Y) et que f € rade(X,Y)
et @ € K impliquent af € rade(X,Y). Montrons que f1, fa € rade(X,Y)
impliquent fi + fo € rade(X,Y). Pour cela, il faut montrer que, pour tout
g:Y — X, le morphisme 1x — (f1 + fo2)g est inversible 4 droite.

Comme 1x — f1g admet un inverse (& droite) h; et 1x — faghy admet un inverse
(& droite) hg, on peut cousidérer hihg : X — X. On affirme que c’est U'iuverse
(& droite) de 1x — {f1+ f2)g. En effet, (1 — fig)h1 = 1 implique (1 — f1g)hihg =
hg c'est-a-dire hihy — ho = fighihy. Dautre part, (1 — faghi)ho = 1 donne
ha — 1 = faghihg. Donc "énoncé suit de:

(1= (f1 + fa)g)hiha = hiha — fighiho — faghiha
=  hihy — (hlhz - hz) — (hz - 1) =1.

Enfin, soit f € rade(X,Y). Il est clair que pour tout morphisme u: W — Y,
on al— (fu)g = 1— f(ug) inversible a droite. Donc fu € rad¢(W,Y). Soit




196 VII. RADICAUX DE MODULES ET D'ALGEBRES,

v:¥ — Z. On doit montrer que vf € radg(X, Z) et donc que, pour tout
morphisme g, on a 1 —~ (vf}g inversible & droite. Or, 1 — f(gv)} est inversible a
droite, done inversible, et il existe h tel que

h(1— flgv}) = 1 = (1 = flgv))h.
Alors 1 + vhfg est Pinverse A droite de 1 — vfg: en effet
(1 ~vfg)(1+vhfg) =1+vhfg—vfg—vfguhfy.
Or (1 — fgv)h =1 donne fgvh =h—1 d'olt

(1—-vfg)(1 +vhfg)=1+vhfg—vfg—v(h-1)fg=1. 0O

LEMME 5.3. Soient C une catégorie K -linéatre, X1,... ,Xm etY1,...,Y, des
m k)

objets de C. St f = [fi;] : @X.i — @YJ est un morphisme de C, alors
i=1 F=1

m n
f €rade @X@, @Y} st et seulement si fy; € rade(X;,Y;) pour tous 4, 5.
i=1 F=1

DEMONSTRATION. Notons pf, g} respectivement les projections et injections
m

canoniques associées & la somme directe @Xi et p;,q; respectivement les pro-

i=1
n

jections et injections canoniques associées a la somme directe @YJ L’énoncé
=1
suit alors du fait que rade est un idéal bilatere et des équations f;; = p;fq; et

F=1> ap | f (EQEPE) =" gifupi. O
=1 i=1

j=1i=1

De méme que 'on définit des puissances d'un idéal d’une algébre, on peut
utiliser la définition précédente pour définir les puissances du radical d’une
catégorie K-lindaire. Solent X,Y deux objets de la catégorie K-linéaire C et
m > 2, on définit rad?(X,Y) comme étant le sous-K-module de rade(X,Y)

formé de toutes les combinaisons K-linéaires de morphismes f : X — Y ad-

mettant une factorisation de la forme X = Xg ELN X1 Az, Xg — oo —

X1 I, X =Y avee f; € rade(X;1, X;) pour tout 1 <4 < m.

Une récurrence immédiate sur m donne que ce sont des idéaux bilatéres de C.

6. Modules indécomposables.

Un module indécomposable en est un qui ne se laisse pas décomposer en
somme directe. Nous montrerons que si M est un module artinien et noethérien,
son indécomposabilité s’exprime par une propriété de son algébre d’endomorphi-
smes. En outre, tout module artinien et noethérien se décompose uniquement
(& isomorphisme prés) en somme directe finie de modules indécomposables.
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DEFINITION. Soit A une K-algébre. Un A-module M4 est dit indécomposable
siM # 0et M = M; ® M, entraine My = 0 ou My = 0. Sinon, M est dit
décomposable.

Par exemple, tout module simple est indécomposable. Pour un nombre pre-
mier p et un n > 0, le Z-module Z;~ est indécomposable, mais n’est simple que

pour n = 1. Le Z-module Z5 = Zg @ Zs est décomposable. Le Z-module Z est
indécomposable: en effet, tout sous-module non nul de Z est de la forme aZ avec
0 # a €N, et, pour 05 a,b €N on a aZNbZ 2D abZ # 0.

PROPOSITION 6.1. Soit M4 un module artinien ou noethérien. Alors M se
décompose en somme directe finie de A-modules indécomposables.

DEMONSTRATION. Si M =0, il n’y a rien & prouver (M est égal & la somme
directe vide). 81 M # 0 est indécomposable, il n’y a rien & prouver non plus.
Sinon, M admet au moing un facteur direct propre. Si M est artinien, alors
M admet un facteur direct minimal non nul Ny: un tel facteur direct minimal
non nul est évidemment indécomposable. Si M est noethérien, iI admet un
facteur direct maximal dont le complément est alors minimal non nul N, et par
conséquent indécomposable. Une récurrence immédiate donne alors

M=N1$M1:N1®N2®M22-"i(Nl@"‘®N¢)®Mi

avec les N; indécomposables et M; = N; 1 © M; 1 pour chaque 7. Si M est
artinien, on consideére la suite décroissante M 2 My 2 M, % oot ilexisten > 0

T
tel que M, = 0 et alors M = @Nj. S3i M est noethérien, on considére la
j=1
suite croissante 0 g N g Ni & Ny g v+ et on trouve encore un m > 0 tel que
m

M= @Nj. O
=1

COROLLAIRE 6.2, Soit A une K-clgébre artinienne. Tout module de type fini
se décompose en somme directe finie de A-modules indécomposables.

DEMONSTRATION. Cela suit de (6.1) et (4.12). O

Ayant prouvé l'existence de décompositions d’un module artinien ou noethé-
rien en modules indécomposables, il reste & en étudier M'unicité. Pour cela, on
essale d’abord de trouver un critére permettant de vérifier si un module est
indécomposable ou pas. Rappelons qu'on a prouvé qu’il existe une bijection
entre décompositions d’une algébre en produit direct et décompositions de son
identité en idempotents centraux deux & deux orthogonaux, et qu'une algébre
est connexe (indécomposable) si et seulement si son identité est un idempotent
centralement primitif. On a des résultats semblables sur les modules.

PrOPOSITION 6.3. Il existe une bijection entre décompositions d’un A-module
M en somme directe finie et décompositions de lidentité de End M en somme
d’idempotents orthogonauc.
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DEMONSTRATION. En effet, 4 M = M1®- . -®M; correspond la décomposition
Iy =qpL+ @polp;: M — M et g;: M; — M (pour 1 <1 < t) désignent
respectivement la projection et U'injection canoniques. Comme, pour chaque 1,
e; = ¢;p; est un idempotent, et e;e; = 0 pour i # j, on a bien une décomposition
de 1ps en somme d’'idempotents orthogonaux.

Réciproquement, si 1ps = €1+ -+¢; est une décomposition de 13, en somme
d'idempotents orthogonaux, posons M; = Ime;. Chaque M; est un sous-module
de M, et on veut montrer que M = M; &--- @ M;. Pourz € M, on a

z=1p(E)=(e1 +  +e)(x) =er1(z) + - +elx)

t t

et donc x € ZM‘“ ce qui donne bien M = ZM"' Pour montrer Punicité de
i1 i=1

l'écriture précédente de x, supposons que x = x1 + -+ + & oll ; € M; pour

chaque 1 <4 < £, Alors il existe des z} € M tels que z; = e;(x]) pour chaque 1,

¢ t t
et donc e;{z) =e; Z:Bj = e Zej(w;-) = Zef;ej(a:;-) =ei(z}) = z;. O
j=1 j=1

=1

COROLLAIRE 6.4. Un A-module M est indécomposable si et seulement st les
seuls idempotents de End M sont 0 ef 1;4.

DEMONSTRATION. En effet, si e € End M est un idempotent, alors 1y =
e+ (1pr — e) est une décomposition de 15 en idempotents orthogonaux. Cette
décomposition est triviale si et seulement sie = 1ps ou e =0. O

Les résultats précédents donnent l'idée de caractériser 'indécomposabilité
d'un module par des propriétés de son algebre d’endomorphismes.

DEFINITION, Une K-algébre A est dite locale si elle n’a qu'un seul idéal &
droite meaximal.

En particulier, cet unique idéal & droite maximal doit égaler le radical. Donc
une algébre est locale si et seulement si son radical est un idéal & droite maximal.
Observons que, si A est locale, alors 0 # 1 et donc A # 0. Par exemple, tout
corps est trivialement une algebre locale.

THEOREME 6.5. Soit A une K-algébre, de radical J. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(a} A est locale.
(b} L’ensemble des éléments non inversibles de A forme un idéal bilatére.

(c) Pour chaque z € A, au moins un des éléments z ou 1 —x est inversible.
(d) A/J est un corps.

DEMONSTRATION. (a) implique (b). Comme A est locale, son unique idéal &
droite maximal est J. Siz € J, alors A € J & A et donc x n’est pas inversible.
Réciproquement, si z n’est pas inversible, alors xA # A donne xAC Jetx € J.
Par conséquent, 'ensemble des éléments non inversibles de A est égal 4 1'idéal
bilatére J.
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(b} implique (c). En effet, si ni £ ni 1 — = n’est inversible, (b) donne que
1=z + (1 — ) n'est pas inversible non plus, une absurdité.

(c) implique {d). II suffit de montrer que, si = ¢ J, alors = est inversible.
Comme z ¢ J, il suit de (3.2) (et de sa version “a gauche”) qu'il existe a,b € A
tels que 1 — za et 1 — bx ne sont pas inversibles. L’hypothése donne que za et
bx sont inversibles: il existe a’,b’' € A tels que z(aa’) =1 et ('b)z = 1. Donc x
est inversible.

(d) implique (a). Comme le corps A/J n’a pas d’idéaux a droite non triviaux,
I'idéal & droite J de A est maximal, donc est le seul idéal & droite maximal de
A.DO

COROLLAIRE 6.6. Soient A une K-algébre et M un A-module tel gue End M
est locale. Alors les seuls idempotents de End M sont 0 et 1pr. En particulier
M est indécomposable.

DEMONSTRATION, Soit ¢ € End M un idempotent. Alors € ou 1 — e est
inversible. Dans le premier cas, e? = e donne e = 1. Dans le second, ¢ —¢% =0
donne e =0. 0O

Notre objectif sera de montrer que la réciproque de (6.6) est vraie sous cer-
taines hypothéses. Le lemme suivant généralise une propriété bien conmue des
espaces vectoriels de dimension finie,

LEMME 6.7. Soient M un A-module et f € End M,
(a) Si M est noethérien et f est un épimorphisme, alors f est un automor-
phisme.
(b) Si M est artinien et f est un monomorphisme, alors f est un automor-
phisme.

DEMONSTRATION. (a) On considére la suite croissante de sous-modules de M
définie par 0 C Ker f C Ker f2 C -.., Comme M est noethérien, il existe n > 0
tel que Ker f* = Ker f**1. Comme f est surjective, f™ l'est aussi et donc on a
Ker f = (")~ (Ker f) = fo(f~*1)"1(0) = f*[Ker f*+1] = f*[Ker f*} = 0.

(b) On considére la suite décroissante de sous-modules de M définie par M 2
F(M) D fA(M) D ---. Comme M est artinien, il existe n tel que f?(M) =
YA, Six € M, il existe y € M tel que f*(z) = f"*1(y). Comme f est
injective, f™ l'est aussi et £ = f(y). Cela montre que f est surjective. O

Un premier corollaire inattendu de (6.7) est le suivant.

COROLLAIRE 6.8, Soit A une K-algébre noethérienne. Alors A(Am) o AS‘) st

et seulemnent si m = n. En outre, tout ensemble {z1,... , o} qui engendre Ai’f)
en est une base.

DEMONSTRATION. Supposons en effet m>n et solent {e1,...,en} et {fi,...,
fn} deux bases du A-module libre L = Ag”) = AF,I‘). Il existe un épimorphisme
f:L — L déhni par e; — f; pour 1 <1 < n. Evidemment, f est de noyau
non nul (et engendré par {€,41,... ,em}). Mais d’autre part, L = Agn) est un
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module de type fini sur une algébre noethérienne, donc L 4 est noethérien, Cela
contredit {6.7). Donc m = n. La réciproque est triviale.

Pour la seconde partie, soit {e1,... ,€,} une base de L = Agl). On définit un
épimorphisme f : L — L par e; +— z; (pour 1 <4 < n). Il suit encore de (6.7)
que f est un isomorphisme. L’ensemble donné est donc une base. [0

Ainsi, le nombre d’éléments d'une base d'un A-module libre de type fini sur
une algdbre noethérienne est uniquement déterminé: on Pappelle rang de ce
module. Rappelons par exemple que Z est une Z-algdbre noethérienne, on parlera
ainsi de rang d’un groupe abélien libre.

LEMME 6.9 (DE FITTING). Soient M4 un A-module artinien et noethérien et
fcEndM,y. Il existe n > O tel que

M =TIm f™ & Ker f™.

DEMONSTRATION. Comme M est artinien, il existe un n > 0 tel que la suite
M D f(M) 2 f3(M) DO .- devienne stationnaire aprés n étapes. Alors f*(M) =
f2(M). Donc f™ est un endomorphisme surjectif du module noethérien f*(M).
Par (6.7), f™ est un automorphisme de f™(M). Donc f*(M)NKer f™ = 0. Soit
z € M. 1l existe y € M tel qune f*(z) = f?*(y). Donc f*(z — f*(y)}) = 0. En
écrivant = f*(y) + (z — f™(y)) on voit bien que z € f*{M) +Ker f™. I’énoncé
g'ensuit. O

COROLLAIRE 6.10. 5i M est un module artinien et noethérien qui est indé-
composable, tout endomorphisme de M est nilpotent ou est un automorphisme.

DEMONSTRATION. Si M est indécomposable, alors Im f® = 0 cu Ker f* = 0.
Dans le premier cas, f est nilpotent. Dans le second, f™ est un automorphisme,
done f l'est aussi. O

La caractérisation que nous cherchions est la suivante.

LEMME 6.11. Si M, est un A-module artinien et noethérien, alors M est
indécomposable si et sevlement si End M est locale.

DEMONSTRATION. Une implication est (6.6}, 'autre est (6.5) combiné avec
(6.10): en effet, tout endomorphisme de M est soit nilpotent (donc dans le radical
de End M) soit inversible. O

COROLLAIRE 6.12. Soit A une K-algébre artinienne. Un A-module de type
fini M est indécomposable st et seulement si End M est une algébre locale.

DEMONSTRATION. Fn effet, tout module de type fini snr une algébre artini-
enne est artinien et noethérien, par {4.12). On applique alors (6.11). O

Nous montrons maintenant le fameux théoréme de décomposition unique, at-
tribué & Remalk, Krull, Schmidt et Azumaya.
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THEOREME 6.13 (DE DECOMPOSITION UNIQUE). Soient A une K-algébre ef

M un A-module. Si . n
w=-Gu-bn
i=1 4=1

ot les End M; et les End N; sont des algébres locales pour tous i, 7, alorsm = n

et il existe une permutation o de {1,2,... ,m} telle que M; = N,y pour tout
1<i<m.

DEMONSTRATION. Par (6.6), les M; et N; sont tous indécomposables. On
montrera le théordme par récurrence sur m. Sim = 1, alors M, est indécomposa-
ble et il n’y a rien & prouver. Supposons m > 1 et posons M| = @Mi. Notons

i>1
respectivement ¢,q’,p,p’ les injections et projections canoniques associées a la
décomposition M = M@ M] et gj,p; (o1 1 < j < m) les injections et projections

n
canoniques associées a la décomposition M = @ N;. Ona
g1

T T
I, =pg=p| > api | 4= Y pyp;q
Gl =1

Comme End M; est locale, i existe j tel que v = pg;p;q soit inversible, A une
permutation des indices prés, on peut supposer j = 1. Alors w = v~ ipg : Ny —
M, est tel que wp1g = lpg, et donc pigw € End N} est idempotent. Comme
End N; est locale, il suit de (6.6) que p1gw = 0 ou pi1qw = ly,. Si piqw =0
alors p1q = 0 (car w est un épimorphisme) et c’est absurde, car v = pqip1g est
inversible. Donc p1qw = 1p, et fi3 = ;g : M1; — Np est un isomorphisme. Si
on pose Nj = @Nj, on peut regarder 'identité 1, comme un isomorphisme
i1
f: My ® M| > N, @ N, sous forme d’une matrice

= fuu fiz
fa fa
avec fll N Ml — N]_, f12 : M{ — Nl, f21 . M1 — N{, fgg . M{ — N{ On salit

que f1; est un isomorphisme. Le résultat suivra de 'hypotheése de récurrence si

ou peut montrer que M} =5 Nj. Or, comme f est un isomorphisme, il en est de
méme de

:[ 1 0] [fn flz] [1 mfﬁlfu]:[fn 0
g —fafit 1 |fa fal |0 1 0 for— fafi fiz]

En particulier, fog — fo1 fﬁl fiz : M] — N{ est uu isomorphisme. []
COROLLAIRE 6.14. Soit M4 un module artinien ef noethérien. Il existe une
m
décomposition directe de M de la forme M = @ M;, ot chaque M; est indécom-

d=1
posable. Cette décomposition de M est unigue & isomorphisme prés. [
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COROLLAIRE 6.15. Soit A une K-algébre artinienne. Tout A-module de type
fini s’écrit uniquement (& isomorphisme prés) en somme directe finie de modules
indécomposables. O

On acheve sur une application utile au radical d'une catégorie K-linéaire,

PROPOSITION 6.16. Soient X,Y deus objets d'une catégorie K-linéaire C tels
que Ende X et Endg Y soient des K-algébres locales. Alors vadg(X,Y) est égal

& Uensemble des non-isomorphismes de X dans Y., En particulier, si X /Y,
alors rade(X,Y) = Home(X,Y).

DEMONSTRATION. 8i f € rade(X,Y), il est clair que f n’est pas un isomor-
phisme, car sinon, il suivrait de la définition du radical de C que 0 =1 — ff -1
est inversible, une absurdité.

Réciproquement, soit f : X — Y un non-isomorphisme non nul de C. On
montrera que f € rade(X,Y).

On commence par prouver que, pour tout morphisme g : ¥ — X de C,
I'endomorphisme fg : ¥ — Y n’est pas inversible. En effet, si h est tel que
fgh = 1, alors 4 = ghf est un idempotent de l’algébre locale Ende X. Par
(6.6), on & # = 0 ou u = 1. Le premier cas donne la contradiction 1 = 1% =
(fgh)(fgh) = 0. Donc u = 1 et ghf = 1 donne que f est inversible, une
contradiction.

Soit g : ¥ — X un morphisme. Comme fg € End¢ ¥ n'est pas inversible,
1 — fg Pest. Par conséquent f € rade(X,Y). O

COROLLAIRE 6.17. Seient A une K-algébre artinienne et M, N deuz A-modu-
les indécomposables de type fini. Alors rad(M,N) égale l'ensemble des non-

isomorphismes de M dans N. En particulier, si M & N, elors rad(M,N) =
Homa(M,N). O
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Exercices du Chapitre VII.

1. Calculer le socle de chacun des Z-modules:
(i) Z.
(ii) Z,.

2. Soient K un corps et A = [£ 2].

(i} Calculer le socle de chacun de A4 et 4A.
(ii) Montrer que A a deux modules simples non isomorphes mais que les
facteurs directs simples de soc A4 sont isomorphes.

3. Soit A == K[t]/(t") (ol K est un corps, et 2 > 1). Calculer le radical de A
et montrer que A est locale.

4, Calculer le radical de chacune des algébres suivantes

Q) Z.
K 0

(i) Th(K)= |+ ., , ot K est un corps, et n > 1.
K .. K
(iii) K[t1,... ,ts], ot K est un corps, et n > 1.

(iv) K[t!/{p), ou K est un corps, et p € K[t].

K 0 0 O
{v) g IS’ IO( 8 , olt K est un corps.
K K K K
K 0 0
(vi) |K K 0|, ol K est un corps.
K 0 K

(vit) if,,,(l'()/rad2 Tn(K), olt K est un corps et n > 1.
5. Boit A une K-algébre artinienne de radical J. Montrer que, pour tout
idempotent e de A, on a rad(ed) = eJ.

6. Scit A une K-algtbre artinienne. Montrer que rad A 4 est égal 4 U'intersec-
tion des idéaux bilatéres maximaux de 4.

7. Soit A Pextension triviale de l'algébre A par un bimodule sM, (voir
l'exercice (I.15)). Montrer que rad A = rad A @ M.

8. Soient A une K-alggbre artinienne et M un A-module. Montrer que
socM = {z € M | z(rad A) = 0}.
9. Soit A une algdbre. Montrer que rad M, (A) est 'ensemble des matrices [a244]
n
telles que a;; € rad A pour tous %, j. [Indication: si a = [ay], alors Z ep;ae,, =
k=1

1-ay ol 1 est la matrice identité), montrer que si 1.5 € rad M,(A) alors
b rad A et si b € rad A, alors e ;b € rad M, (A) pour tous 1, j].
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10. Soit M un module de type fini sur une algébre artinienne, de socle simple.
Montrer que M est indécomposable,

11. Au moyen du lemme de Fitting (ou autrement), montrer que si 4, B sont
deux matrices & coefficients dans un corps commutatif, de mémes dimensions et
st AR est égal & la matrice identité I, alors on a aussi B4 = 1.

12. Donner nn exemple d'un Z-module indécomposable M de type fini tel que
End M n’est pas locale,

13. Montrer que, si A est une algtbre locale, alors 0 et 1 sont ses seuls
idempotents, puis montrer que la réciproque est fausse.

14, Soit M un groupe abélien. Montrer que:

(a) Si M est sans torsion, alors soc M = 0.
(b) 8i M est de torsion, alors soc M est essentiel dans M,
(¢) Si M est divisible, alors rad M = M.

15, Soit A une K-algébre artinienne. Montrer que son radical J est le plus
petit idéal bilatére I de A tel que A/ soit une algébre semisimple.

16. Soit A une K-algébre. Montrer que ¢ € J si et seulement si, pour tout
x € A, Pélément 1 — xa est inversible & gauche, et si et seulement si, pour tous
xz,y € A, Pélément 1 — zay est inversible,

17. Scit. A une K-algébre artinienme. Montrer que la somme de tous les idéaux
nilpotents de A est égale & J = rad A.

18. Scient A une K-algébre et I un idéal bilatére de A. Montrer que
rad(A/I) = 0 implique rad 4 C I.

19. Soit A une algébre artinienue. Montrer que tout idéal nil est nilpotent.

20. Soilent M un A-module artinien et uoethérien et f € End M. Trouver une
décomposition directe M = M’ $ M" telle que la restriction f|p est nilpotente
et la restriction f|pp est inversible.

21, Soient A une algébre, M un A-module indécomposable tel que End M
solt locale d'idéal maximal I. Montrer que, pour tous module N et morphismes
f:M—N,g:N—>Monagfeloubien M est un facteur direct de IV,

22. Soit M = M, @+ - @ M; un module de type fini sur une algébre artinienne
et N un facteur direct de M. Montrer que si N est indécomposable, alors il
existe un i (ot 1 < 7 < {) tel que N soit un facteur direct de M;.

23. Soient A une algébre, et I un idéal bilatére de A tels que A/I est locale.
Montrer que A est locale.




CHAPITRE VIII

Modules projectifs. Equivalences de Morita.

Nous voulons appliquer les résultats du chapitre (VII) au calcul des modules
indécomposables projectifs et injectifs de type fini. Dans le cas artinien, il est
relativement facile de trouver une expression simple pour les premiers. Quant
aux seconds, on supposera qu’on travaille sur une algebre de dimension finie sur
un corps: dans ce cas, la dualité des espaces vectoriels sous-jacents 4 nos mod-
ules permet de décrire une correspondance biunivoque entre modules projectifs
et injectifs, et en particulier de calculer explicitement ces derniers. Une autre ap-
plication des résultats précédents réside dans la caractérisation des équivalences
de catégories de modules: elle se fait par le biais de modules projectifs, et elle
permet d’associer & chaque algébre A une algebre Ay définie 4 isomorphisme
prés, qui est la plus petite algébre telle que les catégories de modules de A et Ay
soient équivalentes.

1. Idempotents et projectifs indécomposables.

Soit A une K-algébre, sans hypothése supplémentaire pour I'instant. On essaie

d’appliquer (VIL6.3) au A-module A4, en utilisant le fait que End Ax = A: il
en ressort que les décompositions directes finies de A4 sont en correspondance
biunivoque avec les décompositions de l'identité de A de la forme

1x61+62+"'+6n

avec {e1,...,ep} un ensemble d’idempotents orthogonaux. On exprime le fait
que e + ez + -+ + &, = 1 en disant que ensemble d'idempotents orthogo-
naux {ei1,...,ep} est complet. Une telle décomposition de l'identité induit une

décomposition correspondante de A4 de la forme A4 =1 AP ey AD - Ber A
On se pose la question quand chacun des facteurs e; A est indécomposable. On
a la trés utile proposition suivante (que le lecteur comparera & (I1.5.3)).

PrOPOSITION 1.1, Seieni e € A un idempotent et M un A-module. On o un
isomorphisme de K-modules, fonctoriel en M

Homg(ed, M) = Me.

205
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DEMONSTRATION. Pour tout morphisme f : eA — M, on a f(e) = f(e?) =
f(e)e € Me. On définit donc Homu({eA, M} — Me par f + f(e) (pour f €
Hom(eA, M)). Cette application est K-linéaire. On définit sa réciproque par
ze— f,ob f:eA — M est donnée par f(e) = ze (pour £ € M). On laisse au
lecteur le soin de vérifier la fonctorialité, OO0

COROLLAIRE 1.2, Soient e, e’ € A deur idempotents, on a un isomorphisme
de K-modules Homa(eA,e'A) D e'de. O

1! est clair que si ¢ € A est un idempotent, alors le K-module eAe devient une
K-algébre pour la multiplication induite de celle de A. Son identité est e.

COROLLAIRE 1.3. Soit e ¢ A un idempotent, on a un tsomorphisme de K-
algébres End s(eA) ™ eAe. En outre, si A est artinienne, eAe U'est aussi.

DEMONSTRATION. Pour le premier énoncé, il suffit de montrer que I’applica-
tion X-linéaire définie dans la démonstration de {1.1) applique la composition des
endomorphismes de eA sur la multiplication de eAe, et 1.4 sur e, et c'est évident,
Pour le second énoncé, il faut montrer que eAe est un eAe-madule artinien. Soit
donc I un idéal & droite de ede. Alors I A est évidemment un sous-module de
Aal en effet, TA € Ay, D’autre part, Je = I, puisque e est I'identité de eAe.
Donc IAe = I{eAe) = I. Cela montre que I'application J v JA définit une
injection du treillis de sous-modules de eAe. 4. dans le treillis de sous-modules
de A4. Le second module étant artinieu, il en est de méme du premier. O

Nous pouvons revenir & la décomposition directe de A4. Un idempotent e € A
est dit primitifsie = &' +e", avec ¢, ¢ deux idempotents orthogonaux, entraine
e = 0 ou e’ =0, Par exemple, si {ej,es,...,e,} est un ensemble complet
d’idempotents orthogonaux ayant un nombre maximal d’éléments, alors chaque
e; est primitif. En fait, on a la proposition suivante.

PROPOSITION 1.4, Soient A une K-olgébre artinienne, et e € A un idempo-
tent. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) eA est indécomposable.
(b) e est primitif.
(c) eAe est une algébre locale.

DEMONSTRATION. L'équivalence de (a) et (b} suit des remarques précédentes,
celle de (c) et (a) de (1.3) et (VIL6.12). OO

Il suit de {1.4) et de (VIL.6.1} que, si A est artinienne, alors elle admet une
décomposition de la forme

Ap=e 1 ADezAd - De A

avec chacun des e; A indécompoesable. Une telle décompaosition s’appelle décompo-
sition de Pierce de A. Observons que chacun des e; A est un facteur direct du
A-module libre A4, donc est projectif, Nous montrerons que, réciproquement,
si A est artinienne, tout A-module projectif iudécomposable de type fini est
isomorphe & un des e; A.
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Soit donc A une algthre artinienne de radical J. On notera A l'algébre
semisimple A/J (voir (VIL4.4)). De méme, on notera £ = = + J la classe
de z € A dans A = A/J. Tl est clair que si ¢ € A est un idempotent, alors
& € A est aussi un idempotent. Le lemme technique suivant nous montre que
réciproquement, si Z € A est un idempotent, il existe un idempotent e € A tel
que T = &.

LEMME 1.5 (DE RELEVEMENT DES IDEMPOTENTS). Pour fout idempotent T
=x+J e A, i eriste un idempotent e € A tel quez —e € J,

DEMONSTRATION, On commence par construire une suite d’éléments ().,
i 13 -
de A tels que 2 — 7 € J? et Tey1 — € J% .
Pour ¥ = 0, on pose zp = x. Comme par hypothése T = z 4+ J est un
idempotent, on a bien que z% = z¢ (mod J). Supposons g, T1,... ,Tj CONNUS

2k+1

el posons y, = T} — ) € J2* . Alors zpyk = ek et 42 € J22 = 727 Onen
k k

déduit que si o1 = T + yr — 2ZkYk, alors

Thp = Th+ 2Teyk — 4z, (mod J2k+1)
= g+ Yk + 20k — ATEYk (mod J2*).

2 _ 2k+!
Par conséquent, =7, = o1 (mod J* ). Comme on a

Trpt — Tk = Yp(l — 224) € Jzk,

nos conditions sont satisfaites.
Comme J est nilpotent (VIL.4.7), il existe un plus petit k, disons k = ky, tel

k * .
que J2° = 0. Si on pose e = zy,, on a bien e*

— e = 0, de sorte que e est un
idempotent de A. D’autre part, comme Zp41 — Tk € J C J pour tout k, on a

aussizr—ec J. O

PROPOSITION 1.6. Soit A une K-algébre artinienne. Alors rad{ede) = eJe.
Un idempotent e € A est primifif si et seulement si E=e+ J € A est primitif.

DEMONSTRATION. 11 est clair que eJe est un idéal hilatére de eAe et qu’en
outre il est nil puisque J (qui le contient) l'est. D’autre part, l'application
eAe — 2Ag définie par eae 1 &ae (ou a ¢ A} est évidemment un morphisme
surjectif d’algébres de noyau eJe, de sorte que éJé = eAefede est une algébre
semisimple (puisque A V'est). Par (VIL.4.8), eJe = rad(eAe).

Le second énoncé suit de ce que & est primitif si et seulement si &A est
indécomposable. Comme ce dernier est un module projectif sur une algébre
semisimple, cela équivaut & dire que €A est un A-module simple, et donc, par
le lemme de Schur, que A& est un corps. Comme eAé ™ ede/ rad(eAe), cela
revient & dire que eAe est locale et donc que e est primitif par (1.4). O

COROLLAIRE 1.7. Soit A une K -algébre artinienne. Tout module indécompo-
sable projectif de la forme eA (ot e est un idempotent de A) admet un unigque
sous-module mazimal.
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DEMONSTRATION. Si ed est indécomposable, alors € = e + J est primitif

donc A = eA/eJ est simple et eJ est un sous-module maximal de eA. Mais
eJ = (eA)J = rad(eA), donc est 1'unique sous-module maximal de ed. O

Rappelons que, pour un A-module M, le quotient M = M/ 1ad M s'appelle la
coiffe de M (voir (VIL1)). On vient de prouver que tout A-module indécomposa-
ble projectif de la forme eA admet une coiffe simple. Nous allons maintenant
montrer que cette coiffe détermine nniquement ce module,

LEMME 1.8. Soient A une K-algébre artinienne et e1,eg € A des idempotents

primitifs. Alors e A ea A 51 el seulement si ad S EA,

DEMONSTRATION. Si ej A S ead, alors exd = (e1A) 5 (ead)J = ead et
done 8, A (e1.4)/(e1J) = (exA)/(e3J) 1@ A. Réciproquement, supposons que
F : 8 A — By A est un isomorphisme. Si on note respectivement p; : eA — €14
et pg : eaA — E3A les projections canoniques, il suit de la projectivité de e1 A
qu'il existe f : e1A — egA tel que fp1 = paof. Par (VILL7) (le lemme de
Nakayama), f est surjectif.

f
T, e

el A 2 A

mn l lpz

El:zi L E{E
| |
0 0

Faisant de méme avec la réciproque de f, on trouve un épimorphisme g : egA —
erA. Mais alors gf : e3A — e1A et fg : eaAd — ezA sont des épimorphismes.
Comme e14 et e A sont des modules de type fini sur une algébre artinienne, il
suit de (VIL6.7) que fg et gf sont des automorphismes. Par conséquent, f et g
sont des isomorphismes. O

On arrive su résultat principal de cette section.

THEOREME 1.9. Soit A une K -algébre artinienne.

(a) Tout A-module indécomposable projectif de type fini est isomorphe @ un
module de la forme eA, evec e un idempotent primitif,

(b) L’application eA — €A fournit une bijection entre classes d'isomorphi-
smes de A-modules indécomposables projectifs de type fini, el de A-
madules simples.

(¢) Tout A-module projectif de type fini est isomorphe & une somme di-
recte finie de A-modules projectifs indécomposables de type fini. Cetle
décomposition est unique & isomorphisme prés.

DEMONSTRATION. (a) Soit P un A-module projectif de type fini. Alors il
existe n > 0 et P’ projectif tels que Agl) S P @ P Si P est indécomposable, i
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suit du théoreéme de décomposition unique {(VIL6.13) que P est isomorphe 4 un
facteur direct indécomposable de Ag‘), donc de Ag4.
(b) 11 suit de (1.8) que Vapplication eA +— €A est injective. Or, si Ag =

n
@e,—A est une décomposition de A4 en modules indécomposables projectifs,

i=1
n

AlT = @(eiA)/ (e:J) est une décomposition du module semisimple A/J en
i=1
A/J-modules simples, donc en A-modules simples. Or tout A/.J-module simple
est isomorphe & un facteur direct indécomposable de A/J, donc & un (e;A)/{e;J).
(c) Suit évidemment de (a) (b) et du théoréme de décomposition unique
(VIL6.13). O

COROLLAIRE 1.10. Soient A une K-algébre artinienne et M un A-module de
type fini et de coiffe simple. Il existe un A-module projectif indécomposable P,
unique 4 isormorphisme prés, et un épimorphisme P — M.,

DEMONSTRATION. En effet, M admet un unique sous-module maximal N et

M/N est simple. Alors M/N = eA/eJ pour un e idempotent primitif de A. Le
module P = eA fait I'affaire. Son unicité suit de (1.8). O

Un exemple de calcul est ici utile. Soient K un corps et A = [£ 2. On
rappelle que rad A = J = {2 3]. Un ensemble complet d’idempotents primitifs
orthogonaux est fourni par les idempotents matriciels €11, egz. En effet, il est
clair qu'il s’agit d'idempotents orthogonaux tels que 1 = €1 4 eq2, et en outre
ejdeiy 3 K, egpdezs - K sont deux algébres locales. On en déduit que A
admet exactement deux modules projectifs indécomposables de type fini non-
isomorphes, & savoir ej; A et esg A, et deux modules simples non-isomorphes, &
gavoir leurs coiffes respectives S et S3. Comme dimg(e;;1 A} = 1, on a que e11.4
est simple et done isomorphe & S;. Par contre, dimg (es34) = 2 et rad(egpA) =
eg2J # 0. En fait, dimg(egeJ) = 1. Par conséquent, ezeA admet un unique

sous-module simple, égal & ey3J. Comme Homa(e A, e04) S egpder; # 0, il
existe un morphisme non nul e;1 A — ez, ce qui implique par le lemme de
Schur que egpJ e A= 8. Le treillis de sous-modules de egeA est donc

send

* oo J

e ()

On a une unique suite de composition 0 g; €oaJ g ey A avec comme facteurs
622.]:! Sl et 922A/622J:b Sg.
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2. Couvertures projectives.

Nous allons montrer I'existence des couvertures projectives pour les modules
de type fini sur une algébre artinienne. On rappelle qu'au chapitre (IV), nons
avons introduit la notion d’enveloppe injective, et montré que tout module ad-
met une enveloppe injective. La notion duale est celle de couverture projective.
Comme nous le verrons, 'existence de couvertures projectives est liée aux pro-
priétés du radical. Afin de mettre ce fait en évidence, nous commencgons par
donner la définition suivante.

DEFINITION. Soit M4 un A-module. Une couverture projective de M est une
paire (P, f), olt P4 est un A-module projectif et f : P — M est un épimorphisme

qui induit un isomorphisme f : P/rad P = M/ rad M.

On rappelie en effet que si f : P — M est un épimorphisme, alors f(rad P) C
rad M, et f induit donc, par passage aux conoyaux, un morphisme f : P/rad P
— M/ rad M. En outre, f est toujours un épimorphisme. La situation ou f est
un isomorphisme a été examinée en (VIL.1.9), que l'on peut reformuler comme
suit:

LEMME 2.1. Soient P, M deuz A-modules de type fini, svec P projectif, et
f: P — M un épimorphisme, Les conditions suivantes sont équivalentes:

(a) f est une couverture projective.

(b) f est superflu.
(c) Ker fCrad P. [

Avant de prouver notre théoréme d’existence, remarquons qu’il n’est pas vrai
que tout module admette une couverture projective: si A = Z, M = Zp on a

rad A = 0, rad M = 0 et donc la définition donnerait Zp = M/ rad M = P/ rad P.
Or tout Z-module projectif est libre comme nous le verrons en (X11.1.5) et en
fait tout sous-module d’'un Z-module libre est libre. Donc P et rad P sont libres.
Par conséquent rad P = 0 et P/rad P est libre ou nul, dans les deux cas une
contradiction,

THEOREME 2.2. Soient A une K-algébre artinienne et M un A-module de
type find.

(a) M admet une couverture projective (P, f) avec P de type fini, et unique
& isomorphisme prés.

(b) La couverture projective de M est isomorphe a celle de sa coiffe M/MJ.

(c) La paire (P, f) est une couverture projective de M si et seulement si,
pour tout épimorphisme f' 1 P/ — M avec P’ projectif, il existe un
épimorphisme b1 P' — P tel que fh=f'
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5

e
h//

v
p-L

il

S — B

DEMONSTRATION. {a} et (b}. Avec les hypothéses faites, rad M = MJ et
en outre M/MJ est un module semisimple, et de type fini puisque M Dest.

t
Ecrivons donc M/MJ = @ S; avec chaque S; un A-module simple. Par {1.9),
i1

il existe pour chaque i, un A-module projectif indécomposable (en fait cyclique
et engendré par un idempotent primitif) P; tel que S; = P;/P;J. Posons Py =

t
@ P;. Alors P4 est projectif de type fini et

i=1

t

P/PJ = (é P,-) / (épi) I= @PE/PI) é}SﬁAM/MJ.

i=1 i=1

Comme P4 est projectif, le morphisme composé P — P/PJ = M/MJ se reléve
en un morphisme f : P — M qui, par le lemine de Nakayama (VIL.1.7), est un
épimorphisme. Par définition, (P, f) est bien une couverture projective de M.
11 suit de la construction que c’est aussi une couverture projective de M/M.J.
L’unicité suivra du raisonnement suivant.

(c) Supposons en effet que (P, f) est une couverture projective de M et que
f': P! = M est un épimorphisme avec P/ projectif. Comme P’ est projectif, il
existe b : Y — P tel que fh = f'. En prenant les morphismes induits sur les
coiffes, on a f = f h. Comme f' est un épimorphisme, il en est de méme de 7.
Comme f est un isomorphisme, h est un épimorphisme. Le lemme de Nakayama
(VIL.1.7) donne que k est aussi un épimorphisme.

Réciproquement, supposons la condition donnée satisfaite et construisons P’
comme en {a). I’épimorphisme f’: P/ - M donne un épimorphisme h : P/ — P
tel que fh = f'. Comme P’ est projectif, h est une rétraction et donc P est
isomorphe & un facteur direct de P’. Mais d’autre part, on a des isomorphismes
P'/P'J = M/MJ > P{PJ. Par conséquent P P'. Cela démontre (c) et donc
l'unicité en (a). O

Par abus de langage, on dit parfois que P (ou encore f) est la couverture
projective de M.

Remarquons que la propriété (c) entraine que la couverture projective de M
est un facteur direct de tout module projectif “couvrant” M, c’est-a-dire tel qu’il
existe un épimorphisme de ce projectif sur M. On retrouve bien l'idée du plus
petit projectif “couvrant” M, exprimée en (IV.4).
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On note que si M = eA/eJ est simple, il suit de la construction donnée que
sa couverture projective est (P, )} avec P =eA et f : eA — eA/eJ la projection
canonique. Une autre conséquence de cette construction est la suivante.

COROLLAIRE 2.3. Si {M;)1<i<m est une famille finie de modules de type fini
sur une algébre artinienne, avec (B, fi) une couverture projeclive de M; pour

m
chagque 1, alors (P, f) est une cowverture projective de M = @Mi, avec P =
m i=1
EBR; et 1 P — M le morphisme induit des f;. O

g==1

3. Equivalences de catégories de modules.

Notre objectif est le suivant: nous voudrions construire une algébre “la plus
économique possible” avec une catégorie de modules donnée. Cela nous conduit
4 examiner quand deux catégories de modules sont équivalentes.

DEFINITION. Deux K-algébres A et B sont dites Morita-équivalentes 8'il e-
xiste une équivalence K-linédaire F' : Mod A — Mod B (dite alors équivalence de
Morita).

Rappelons que cela signifie que le foncteur F° est plein, fidéle et dense. De
facon équivalente, il existe une équivalence quasi-inverse (et aussi K-linéaire)
G : Mod B — Mod A d’onl des isomorphismes fonctoriels

GF 3 1poda et PGS 1yoan.

Nous commengons par donner une longue liste {mais non exhaustive) des
propriétés préservées par une équivalence. Les preuves en sont toutes triviales
et lnissées au lecteur. Soient A, B deux K-algébres, et ¥ : Mod A — Mod B une
équivalence K-linéaire.

(1) Pour deux A-modules M, N, on a un isomorphisme de K -m;)dules
Hom 4{M, N} = Hompg(FM, FN).
(2) Soit M un A-module, on a un isomorphisme de K-algébres
Ends M = Endg F'M.

(3) Une suite 0 — L4 R My %5 N4y — 0 est exacte (ou exacte ot
scindée) dans Mod A si et sculement si la suite induite

0— FLEL ra 2% PN — 0

est exacte (ou exacte et scindée, respectivement) dans Mod B.
(4) Pour toute famille (My)sea de A-modules, on a

F (@MA) =S PFMy et F (H M,\) = I FM».

AEA AEA AEA ACA
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(5) Un A-module P est projectif si et seulement si le B-module FP est
projectif.
(6) Un A-module I est injectif si et seulement si le B-module #7 est injectif.
(7) Une paire (P, f) est une couverture projective d’'un A-module M si et
seulement si (F'F, Ff) est une couverture projective du B-module FM,
(8) Une paire (I, 7) est une enveloppe injective d'un A-module M si et seule-
ment si (FI, F§) est une enveloppe injective du B-module F'M,
(9) Pour tout A-module M, il existe un isomorphisme entre les treillis de
sous-modules du A-module M et du B-module M.
(10} Un A-module M est artinien si et seulement si le B-module "M I'est.
(11) Un A-module M est noethérien si et seulement si le B-module F'M 'est.
(12) Un A-module M est simple si et seulement si le B-module M est.
(13) Un A-module M est de longueur finie si et seulement si le B-module
FM l'est, et, dans ce cas, {(M) = ¢(FM).
(14) Un A-module M est semisimple si et seulement si le B-module F'M Dest.
(15) Un A-module M est indécomposable si et seulement si le B-module M
Pest.
On en déduit, avec les mémes hypothéses, que:

a) [’algébre A est artinienne si et seulement si B Fest.

g
b) L’algébre A est noethérienne si et seulement si B l'est.

g

¢) L’algébre A est semisimple si et seulement si B 1'est.

g P
d) L’algébre A est simple si et seulement si B lest.

g

Notre objectif est de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour
Pexistence d’une équivalence F' : Mod A — Mod B. Un A-module M est appelé
un générateur de Mod A si, pour tout A-module N, il existe un ensemble A et
un épimorphisme M (A — N. Un exemple évident de génératenr de Mod A est
fourni par M4 = A, (puisque tout module est quotient d'un module libre). En
fait, tout module libre est un générateur de Mod A. Réciproquement, si M 4 est
un générateur, il existe m > 0 tel que M {m) ~, Aa @D Ny avec N un A-module:
en effet, A, étant libre, et donc projectif, tout épimorphisme M}~ — Ag4 est
une rétraction. I1 suffit donc de montrer que si f = (fa)aca : M (‘6 — A est un
épimorphisme, alors il existe un épimorphisme g : M (m} _, A pour un certain
m > 0. Or le A-module A est engendré par 1. Donc il existe (zx)aes € M)
tel que

1= f((za)rer) = > falea).
AEA
Solent. donc {Aq,..., M} le support fini de (Za)aea €6 9 = {foags. o 2 Fon] ¢
M) 5 A: il est clair que c’est le morphisme voulu, Cela nous améne au
lemme suivant.

LEMME 3.1. Soient A, B deuz K-algébres, F' : ModA — ModB et &
ModB — Mod A des équivalences K -linéaires quasi-inverses. Posons Py =
G(Bg). Alors:

(a) Pa est un A-module projectif.
(b) Pa est un générateur de Mod A.
(c) Pa est de type fini.
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(d) Endy P> B.

DEMONSTRATION. (a) En effet, Bg est un B-module projectif et G est une
équivalence.

(b} Soit M4 un A-module. Il existe un B-module U et un isomorphisme
M = GU. Comme Bp engendre Mod B, il existe un ensemble A et un épimorphi-
sme Bg\) — g, Par conséquent, on a un épimorphisme P‘SA) QGB%A) —
GUg S My4.

(c) T existe un B-module V tel que GVp = A4. Comme A4 engendre Py,
lequel engendre Mod 4, il s’ensuit que Vg engendre Bp donc engendre Mod B.
Il suit des remarqnes précédentes qu’il existe m > 0 et un épimorphisme V}g’“) —
Bpg. On en déduit un épimorphisme Aglm) = GVlgm) — GBg = P4, ce qui montre
bien que P4 est de type fini.

(d) End P4 = EndGBg = EndBg = B. 0O

DEFINITION. Soit A une K-algébre. Un A-module projectif de type fini qui
est un générateur de Mod A est appelé un progénérateur de Mod A.

Par exemple, A4 est un progénérateur de Mod A. Réciproquement, tout
progénérateur de Mod A étant projectif de type fini est isomorphe & un facteur
direct de Afd‘m) pour un m > 0, Le lemme précédent nous assure que 'existence
d’une équivalence de Morita entraine celle d'un progénérateur ayant en outre la
propriété que End P4 = B. Remarquons que tout module &4 droite ayant une
structure naturelle de module 4 gauche sur une algébre d’endomorphismes, cette
derniére propriété entraine que P4 est aussi un B-module a gauche et, en fait,
un (B — A)-bimodule.

THEOREME 3.2 (DE MORITA). Soient A, B deux K-algébres. Il existe une
équivalence K-linéoire F : Mod A — ModB si et seulement s’l existe un

progénérateur Py tel que End Py = B. En outre, 3¢ ¢’est le cas, 'équivalence de
catégories est donnée por lu paire de foncteurs F = Hom (P, ~) et G = —®p P.

DEMONSTRATION. Nécessité., S'il existe des équivalences K-linéaires qnasi-
inverses F' : ModA — ModB et G : Mod B — Mod A, il suit de (3.1) que
P, = G(B) est un progénérateur tel que End P4 = B. Il reste & montrer que

I’on a des isomorphismes fonctoriels FM = Homy4 (P, M) pour tout A-module
My et GU = U ®@p P pour tout B-module Ug. Pour tout A-module M, on a
des isomorphisnies fonctoriels

FM = Homg(B,FM)
=  Homa(GB,GFM)
= Homu(P, M)

d’olt F = Homu (P, —). D'autre part, on sait que G(B) = Py © Bp ®@p P ou
l'isomorphisme ¢y : B®p P — P défini par b® z — bz (pour b € B, x € P) est
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fonctoriel (voir (V.1.4)). Tout B-module U admet une présentation libre
B{BA) — Bg“') —Ug — 0

ot A, ¥ sont deux ensembles (voir (I11.3.7)). Comme G est nne équivalence (donc
est un foncteur exact) tandis que — ®p P est exact & droite, on en déduit un
diagramme commutatif & lignes exactes:

BWggp — B®@gpP —— UgpP — 0
Wa(-\)l ‘05(2)1 i
G® —  @B® — QU —— 0

Les isomorphismes @g eb @@ en induisent un troisiéme par passage aux
cenoyaux. Cela donne bien Pisomorphisme cherché.

Suffisance, Soient P4 un progénérateur et B = KEnd P. Montrons que les
foncteurs F' = Homu4 (P, —) et G = — ®p P sont des équivalences quasi-inverses.
Il existe des morphismes fonctoriels

e:GF 3 IModa et 1! lMean = FG
définis comme suit. Pour tout A-module M4
epm GF(M) =Homa(P,M)®p P - M

est défini par f ® ¥y +— f(y} (ou f € Homa(P,M) et y € P), et, pour tout
B-module Up

my U — FGU) = Homa (P, U ®p P)

est défini par z — (y — 2z @ y) (ol z € U et y € P). 1l est facile de vérifier que
€ et n sont des morphismes fonctoriels.

D’autre part, 77g est un isomorphisme: en effet 7z n’est autre que la compo-
sition des isomorphismes suivants

FG(B) = Homa(P, B ®p P)= Homa(P, P} = End, P = B.

Par conséquent, pour tout ensemble A, le morphisme 7z est un isomorphisme.
Scient denc Ug un B-module arbitraire et

Bg\} —ngaE} —Ug — 0

une présentation libre de I/. On applique le foncteur F'G. Comme G = — @g P
est exact a droite, on a une suite exacte de Mod 4

aB® — aB® — qu —o.

Comme P est projectif, le foncteur F' = Hom 4(F, —) est exact, d’oll une suite
exacte de Mod B

FaBW™ — FeBY) s FaU 0.
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Il suit de la fonctorialité de n que 'on a un diagramme commutatif & lignes
exactes

Bg‘) — BY — Uy — 0

”B(A)l ngﬂ)l ﬂ'U’l

FGBYW —, FGBY — FGUy —— 0

Comme %) et g sont des isomorphismes, 5y 'est aussi. Comme Up est
arbitraire, cela montre bien qne 1 est un isomorphisme fonctoriel.

On montre de méme que £ est un isomorphisme fonctoriel: en effet, P4 étant
un progénérateur, tout A-module M admet une présentation projective de la
forme

P PP My 0.,
Il ne reste plus qu’a observer que ep est un isomorphisme (en effet, £p est la
composition des isomorphismes Homy (P, P) @ P = Endy P®p P = B ®p

P = P4) et a appliquer le raisonnement précédent, O
11 est intéressant de remarquer qu’avec les hypothéses du théoréme, pP est

un progénérateur de Mod B°P, En effet, P4 étant un progénérateur de Mod A,
il existe un m > 0 et un A-module M4 tels que I'on a un isomorphisme

P = Ag @ Ma.
Si on applique le foncteur Homu{—, pFPa) on en déduit un isomorphisme de
B-modules 4 gauche
pB™ % Homu (P, pPa)= Homa(Aa, pPa) ©® Homa(M, pPs)
= pP @ Homa(M, P).
Cela montre que gP est projectif de type fini. Il reste & montrer qu’il engendre

Mad B°P, Mais on sait qu’il existe un m > 0 et un A-module N4 tels que I'on a
un isomorphisme

Al™ = Py Na.

Le méme raisonnement que plus haut donne pP™) = g B @ Hom 4 (N, P). Cela
prouve notre énoncé.

COROLLAIRE 3.3. Soient A une K-algébre et n un entier positif. Alors A et
M, (A) sont Morita-équivalentes.

DEMONSTRATION. My (A) S End4(A™). Mais Aff} est évidemment un pro-
générateur de Mod A. O

On a vu dans le chapitre précédent 'intérét de se restreindre aux modules
de type fini. Pour une K-algébre A, notons mod A la sous-catégorie de Mod A
formée des modules de type fini. Le fait que tout progénérateur soit en particulier
un module de type fini entraine le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.4. Soient A, B deuzr K-algébres. Les condilions suivantes sont
équivalentes:
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(a) A et B sont Morita-équivalentes.

(b) I existe un progénérateur Py tel que End P4 = B.
(¢} Il existe une équivalence K-linéaire mod A — mod B.

DEMONSTRATION. L'équivalence de (a) et (b) a été établie en (3.2). Pour
montrer que {(a) implique (c), il suffit de montrer que si M4 est un A-module de
type fini, alors Hom 4 (P, M) est un B-module de type fini. Mais dire que M4 est
de type fini revient & dire qu’il existe un n > 0 et un épimorphisme Ag‘) — Ma.
D’autre part, P4 étant un progénérateur, il existe un m > 0 et un épimorphisme
P‘S,_m) — A4 d'ott par composition un épimorphisme P‘Elm“) — M,. Comme
P4 est projectif, le foncteur Homa(gPa,—) est exact, d'oll un épimorphisme
BU™ _, Hom4(P, M).

Réciproquement, solent F : mod A — mod B et G : mod B — mod A deux
équivalences quasi-inverses. Posons P4 = G(Bg). Alors P4 est projectif de type
fini et End P4~ End Bg = B. 1l reste 4 montrer que P4 engendre Mod A, et,
pour cela, il suffit de trouver un n > 0 et un épimorphisme Pj‘“) —+ Ay, Or
A4 est un A-module de type fini, donc ¥ (A4) est un B-module de type fini.
Par conséquent, il existe un n > 0 et un épimorphisme Bg") — F(Aa), d'ot

I’épimorphisme cherché P‘gn) =G (Bg.‘}) — GF(A4) 2 Aas. 0O

On voeit done que les progénérateurs de mod A et de Mod A coincident,

Le corollaire (3.4) est évidemment particuliérement intéressant & appliquer
dans le cas ot A est une algdbre artinienme, On a vu qu’alors mod A coincide
avec la sous-catégorie pleine de Mod A formée des A-modules de longueur finie,
ou encore des modules artiniens, ou encore des modules noethériens. Un cas
particulier est celul olt A est une K-algébre de dimension finie avec K un corps.
Comme tout progénérateur est un module de dimension finie en tant que K-
espace vectoriel, il s'ensuit que toute K-algébre B qui est Morita-équivalente
4 A est aussi de dimension finie (mais, comme le montre le corollaire (3.3), sa
dimension n'est généralement pas égale & celle de A).

Nous montrons maintenant qu’il est possible de construire une algébre la plus
petite possible qui soit Morita-équivalente 4 une algébre artinienne donnée.

Nous avons pour cela besoin d'un lemme.

LEMME 3.5. Soient A une K-algébre artinienne de radical J et P un A-
module projectif. Alors

End P/ rad End P4 ™ Bnd(P/PJ) 4/ .
DEMONSTRATION. Qu considére Papplication K-linéaire
@ :End P — End P/PJ

définie comme suit: si f : P — P est A-linéaire, alors f(PJ) = f(rad P) C
rad P = P.J entraine 'existence d’un morphisme f : P/PJ — P/PJ par passage
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aux conoyanx (VIL.1). On pose alors ¢(f) = f. Sionnotep: P — P/PJla
projection canoniqne, f est le seul morphisme tel que fp = pf.

f
P —_— P

pl ) J}?
P/PJ —— P/PJ

Il suit de la projectivité de P que ¢ est une application surjective. Comme ¢
préserve évidemment Pidentité et la composition, ¢ est un morphisme surjec-
tif d’algébres. On affirme que rad End P = Ker ¢, ce qui achévera de prouver
Pénoncé. Si f € Kergp, on a pf = o(f)p = 0 dou f(P) C Kerp = PJ.
Par conséquent, f™(P) C PJ™ pour tout m, et donc f € End P est nilpo-
tent. Cela montre que Kery est un idéal nil. D’autre part, P/PJ est un A-
module semisimple. Par conséquent, End 4(P/PJ) est une K-algébre semisimple
par {VL6.5). Comme End P/PJ > (End P)/Ker, on déduit de (VIL.4.8) que
Keryp =radEnd P. O

DEFINITION. Une algébre B est dite réduite (ou sobre) si B/rad B est un
produit direct de corps (peut-8tre gauches). Une algébre réduite B qui est de
la forme B = End P4, avec P un progénérateur de Mod A, s’appelle une algébre
réduite de A.

Par exemple, soit K un corps, alors A = [£ 2] est une algébre réduite. En
effet, on sait que rad A = [} §] et par conséquent A/rad A = K x K.

THEOREME 3.6. Soit A une K-algébre artinienne.

(a) Soient P1,P,...,Pm des A-modules indécomposables projectifs et P =
m
@Pi. Alors End Py est une algébre réduite si et seulement si Py 7+ P;
i=1
pouri # j.

{b) Il existe un facteur direct Py de Ay, unique & isomorphisme prés, tel
gue End Py soit une algébre réduite de A.

DEMONSTRATION. (a) I suit de (3.5) que

m
End P/rad End P = End(P/PJ)a;; > End (@(P,— /P J))
i=1 AlT
ot chaque P;/P;J est un A/J-module simple. Il suit done de (VI.6.5) que End P
est réduite si et seulement si P;/P,J 7 Pj/P;J pour i # j. Par (1.8), ce dernier
énoncé équivaut & P; 7+ P; pour i # j.
(b) Posons Ay = P{™) @ P @@ P™ avec ny,... ,ny > 0 des entiers

et P; /9 P; pour i # j. Le module Py cherché ne peut étre autre que Pa =
PL®P,@ @ P, Il est clair en effet que tout progénérateur de Mod A est de




4. DUALITE ET MODULES INJECTIFS. 219

t

la forme @Pi(m‘) avec m,; > 0 pour tout 4, et (a) entraine que I'on doit avoir
i=1

m; = 1 pour tout i. Le module P4 satisfait bien les propriétés voulues et est

uuiquement déterminé par ces derniéres. O

11 suit de ce théoréme qu’une algébre réduite d’une algébre artinienne donnée
A est uniquement déterminée d isomorphisme prés. Par abus de langage, on
I’appelle 'algebre réduite de A et on la note Ap.

Soit par exemple C un sur-corps {peut-&tre gauche) de K et A = M,(C). 1l
suit de (V1.7.7) que Ay est isomorphe & I’algébre d’endomorphismes d’un module
simple quelconque sur A (tous étant isomorphes), donc & C. Plus généralement,
on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.7. Une K -algébre artinienne A est semisimple st el seulement
si son algébre réduite Ay est un produit direct de sur-corps de K.

DEMONSTRATION. On applique les théorémes de Morita et de Wedderburn-
Artin. O

4, Dualité et modules injectifs.

Soient C,D deux catégories K-linéaires. Une paire (F,G) de foncteurs con-
travariants F : C —» D et G : D — C est appelée une dualité entre C et D g'il
existe des isomorphismes fonctoriels

GF 51 ot FGS1p.

On dit aussi que F' et G sont des dualités quasi-inverses.

Un exemple évident de dualité est le suivant. Pour une catégorie arbitraire
C, soit ° : C — C° le foncteur contravariant canonique appliquant C sur la
catégorie opposée C°P (voir (IIL.1}), son (quasi-) inverse étant le foncteur °P :
Co — (C°P)°P = (. Cet exemple est assez général,

LEMME 4.1, Soient C,D deux catégories K-linéaires. Les foncieurs contrava-
rignts F:C — D et G: D — C sont des dualités quasi-inverses si et seulement
st les foncteurs composés (F)o F : C — D? et G o (°P) : D’ —  sont des
équivalences quasi-inverses.

DEMONSTRATION. Application directe des définitions. O

On peut donc déduire les propriétés préservées par une dualité de celles
préservées par une équivalence. Nous laissons au lecteur le soin de dresser une
liste semblable 3 celle de la section 3. Par contre 'existence d’une dualité entre
catégories de modules pose un probléme entiérement différent et bien plus diffi-
cile. Nous allons néanmoins montrer que, si A est une algébre de dimension finie
sur un corps K, alors il existe une dualité entre les catégories de modules de type
fini mod A (des A-modules & droite) et mod A°P (des A-modules & gauche).

Une K-algébre de dimension finie étant évidemment artinienne et noethérien-
ne, toutes les propriétés de ces algébres vues plus haut sont satisfaites. En
particulier, il y a une identité entre modules de type fini, modules artiniens,
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modules noethériens et modules de longueur finie. En outre, on a le lemme
suivant,

LEMME 4.2, Soit A une algébre de dimension finie sur un corps K. La
catégorie mod A des A-modules de type fini coincide avec la sous-catégorie pleine
de Mod A formée des A-modules qui sont de dimension finie en tant que K-
espaces vectoriels.

DEMONSTRATION. Soit M4 un A-module de type fini. Il existe unn > O etun

épimorphisme Af,?) — M,, Comme A4 est un K-espace vectoriel de dimension
finie, il en est de méme de M. La réciproque est évidente. O

Notre objectif est de montrer 'existence de dualités quasi-inverses I : mod A
— mod A°P et D' : mod A°P — mod A, Soit donc M4 un A-module de type
fini. Si on considére M comme un (K — A)-bimodule, on sait que le foncteur
D = Homg(—, K) confere & DM = Homg (M, K) une structure canonique de
A-module & gauche (voir (I1.5.2)) par:

(@f)(=) = f(za)

(ot a € A, f € DM, z € M). Pour un morphisme u : M — N de A-modules,
Vapplication Du = Homg(u,K) : DN — DM est définie par f — fu (ol
fe DN).

ML»N

\\
fu N J,f
N

On vérifie aisément que Du est un morphisme de A-modules & gauche, On vérifie
tout aussi facilement que I est un foucteur contravariant.

De méme, si 42U est un A-module & gauche, alors D'(U) = Homg (U, K)
est un A-module & droite. Par conséquent, on obtient également un foncteur
contravariant D’ == Homy(—, K) : mod A°®> — mod A. Comme les expressions

de D et D' sont pareilles, on désignera ces deux foncteurs par la lettre D.

THEOREME 4.3, Les foneteurs D : mod A — mod A°? et D : mod AP —
mod A sont des dualités quasi-inverses.

DEMONSTRATION. Il suffit, par symétrie, de montrer que l'on a des isomor-
phismes fonctoriels 1,44 — D2, Or, il suit de résultats élémentaires d’algébre
linéaire que 'on & un morphisme fonctoriel a7 : M — D2\ défini par V'évalua-
tion

z = (em(z) : f o f(2))

(pour z € M, f € DM}. En outre, M4 étant un I(-espace vectoriel de dimension
finie, £3s est un isomorphisme pour tout M. O
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COROLLAIRE 4.4. 80 — L 4 M &3 N — 0 est une suite ezacte {ou
exacie el scindée) de A-modules d droite, alors la suile

0— DN 2% pMm 2L pr o

est une suite exacte (ou exacte et scindée, respectivement) de A-modules d gau-
che. 1

On a évidemment un résultat analogue pour les suites exactes de modules &
gauche.

Une conséquence immédiate du corollaire précédent est que la dualité induit
un anti-isomorphisme entre le treillis de sous-modules d'un module M4 et celui
du module correspondant 4M. Cet anti-isomorphisme est donné comme suit:
au sous-module L4 de M4 correspond le sous-modnle de DM défini par

Lt = D(M/L) = {f € DM | f(L) = 0}.

C’est ce qu'en algébre élémentaire on appelle le compiément orthogonal ou an-
nulateur de L. 11 suit du corollaire (4.4) que Pon a

DM/L* = DL,

On a en outre les formules bien connues:

(a) Ly C Ly implique L3 € L{.

(b) L+ = L.

(¢} (L1+Lg)t =LinLy.

(d) (L1 Ly}t = L{ + Ly

1l suit de cet anti-isomorphisme qu'un module est simple {ou semisimple, ou

indécomposable) si et seulement si son dual I'est.

Notre caractérisation des A-modules indécomposables injectifs suit directe-
ment des considérations précédentes.

THEOREME 4.5, Soient A une K-algébre de dimension finie et In un A-
module de type fini. Les conditions suivantes sont éguivalentes:
{(a) Ia est injectif.
(b} A(DI) est projectif.
(c) Il existe un n > 0 tel que I4 est un facteur direct de D (aAM™).

m
(d) I @D(Aei)("") ot {e1,... ,em} forme un ensemble complet d%-
i=1
dempotents primitifs orthogonaux de A et n; = 0 pour touti. O

On en déduit la caractérisation cherchée des A-modules injectifs indécomposa-
bles.

COROLLAIRE 4.6, Soient A une K-algébre de dimmension finie et In un A-
module de type fini. Les conditions suiventes sont éguivalentes:
(a) I4 est injectif indécomposable.
(b) 4(DI) est projectif indécomposable.
(¢) I, est isomorphe & un facteur direct indécomposable de D(4A).
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(d) Il existe un idempotent primitif e € A tel que I 5 D(Ae).
(e) I est injectif de socle simple.
(f) Ia est Uenveloppe injective d’un module simple.

DEMONSTRATION. L’équivalence de {a) (b) (c) (d) suit du théoréme, celle
de (e) et (f) avec les précédents de ce que, par (1.9}, un module projectif est
indécomposable si et seulement si sa coiffe est simple, et, par (2.3), de ce qu'un
module est projectif indécomposable si et seulement §'il est la couverture pro-
jective d’'un module simple. [

En particulier, il suit de 'équivalence de (a) et (¢) que D(4A) est un cogénéra-
teur injectif de mod A.

Il suit d'autre part de l’anti-isomorphisme décrit plus haut que, sl e est
un idempotent primitif de A (de sorte que D{Ae) est un A-module injectif
indécomposable), alors le socle (simple) soc D(Ae) de D(Ae} est isomorphe au
dual de la coiffe (simple) Ae/Je du A-module projectif indécomposgable Ae. Nous
allons en fait montrer plns.

COROLLAIRE 4.7. Soient A une K-algébre de dimension finie et e € A un
idempotent primitif. Alors soc(Ae) > eAfed, de sorte que la correspondance
eA — D(Ae) induit une bijection entre classes d’isomorphisme de A-modules
projectifs indécomposables et classes d’isomorphisme de A-modules injectifs indé-
composables.

DEMONSTRATION. Au vu des considérations précédentes, il suffit de montrer
que D(eA/eJ} > Ae/Je. Posons S = edfeJ. On a Se™ Homy(ed,S) # 0
(par (1.1}). Il existe donc une fonctionnelle f € DS telle que f(Se) # 0. Mais
flze) = (ef)(z) pour tout € S et donc e(DS) # 0. Comme 4D est simple,

on a que Homy(Ae, DS} S e(DS) # 0. Par conséquent, 45 est isomorphe a
la. coiffe AefJe de Ae. O

Par exemple, soient I un corpset A = [£ 1. Un ensemble complet d’idempo-
tents primitifs orthogonaux est {ej;,egz}. Alors A°P contient deux modules
projectifs indécomposebles non-isomorphes, & savoir Aeq; et Aeys, et deux mod-
ules simples, & savoir leurs coiffes respectives 57 et S5. On voit facilement que

Aegz 5 5%, tandis que le treillis de sous-modules de Aey; est

L Aell

L J rad(Aeu)

+0

avec rad(Ae;) = S5 et Aeii/rad(deyy) > 5], Par conséquent, mod A con-
tient deux modules injectifs indécomposables non-isomorphes, & savoir D(Aeq1)
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et D(Aeqz) de socles respectifs 1 = DS{ et 82 = D83, 1l suit de lanti-
isomorphisme de treillis ci-dessus que le treillis de sous-modules de D(Aeq;)
est

* D(Ae]_l)

¢ soc D(Aeq;)

¢{

On voit de suite que D{Ae;,) > e est & la fois projectif et injectif.
La correspondance du corollaire précédent peut s’exprimer sous forme foncto-
rielle. On définit le foncteur de Nakayaema de mod A comme étant Pendofoncteur

v =DHomu4(-~, A) : mod A — mod A.

Il est clair que v est exact A droite. Il suit de (VI.2.7) appliqué & A de dimension
finie sur K, B = K, gI == x K que, pour tous A-modules de type fini L, M on a
un isomorphisme fonctoriel

L&, DM = DHomu(L, M).

Par conséquent, prenant M, = A4, on voit que v est fonctoriellement isomorphe
au foncteur — ®4 DA.

PROPOSITION 4.8. Le foncteur de Nokayama v induit une équivalence de la
sous-catégorie pleine proj A de mod A des A-modules projectifs sur la sous-
catégorie pleine inj A des A-modules injectifs. Elle admet pour quasi-inverse
le foncteur

v~ = Homa{DA,—-)}: mod A — mod A.

DEMONSTRATION. On a des isomorphismes fonctoriels
v(eA} = DHomy(ed, A) = D(Ae).

Par conséquent, la restriction de v 4 proj A a son lmage dans inj A. Réciproque-
ment, on a des isomorphismes fonctoriels

v~ (D(Ae)) = Homa (DA, D(Ae))) = Hom gor (Ae, A) S ed,
d’ou énoncé. O

Enfin, cette correspondance entre projectifs et injectifs indécomposables in-
duit aussi 'isomorphisme suivant.

LEMME 4.9, Pour tout A-module M, on a un isomorphisme de K-espaces
vectoriels

Homu(eA, M) = DHom4 (M, D(Ae)).
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DEMONSTRATION, FEn effet, on a

DHoma(M,D(Ae)) = DHomyop(Ae, DM)
= D(eDM)
= D{D{Me))
= Me
=  Homa(ed, M). O

5. Groupe de Grothendieck et matrice de Cartan.

Dans cette section, comme dans la précédente, on suppose que K est un corps
et A est une K-algébre connexe de dimension finie. Notre but est d’attacher &
chaque A-module de type fini un vecteur appartenant 4 un groupe abélien libre.
Comme la catégorie deg A-modules de type fini est équivalente & la catégorie des
modules de type fini sur 'algébre réduite de A, on peut supposer en outre (et
ce dés le départ) que A est réduite. On ajoutera une hypothése supplémentaire:
on supposera en outre que A est une K-algebre déployée, c’est-a-dire telle que

AfradA =K x K x .- x K.

Observons que, si K est algébriquement clos, alors il suit de (V1.7.4) et de (3.7)
que toute K -algébre réduite est automatiquement déployée. Il est important
pour notre propos de remarquer que, si A est déployée, alors tout A-module
simple S est de K-dimension 1: en effet, cela suit de ce que & est aussi un
A/ rad A-module simple, par (VIL.4.3).

On se fixe un ensemble complet d'idempotents primitifs orthogonaux {eq, ... ,
e.}. Pour chaque 4, avec 1 < i < n, on note P(3) = g;A et I{i) = D(Ag;)
respectivement le A-module projectif indécomposable et le A-module injectif
indécomposable correspondants. Alors 'ensemble {P(1),...,P(n)} (ou {I(1),
... ,I(n)}) est un ensemble complet de représentants des classes d’isomorphisme
de A-modules projectifs (ou injectifs, respectivement) indécomposables, et en

Tt

outre on a A = @P(i). Enfin, pour chaque ¢, avec 1 < 1 < n, on a S(i) =
i=1

soc I(1) = P(i}/rad P(z) simple.

LEMME 5.1. Pour chaque A-module de type fini M, on a que dimy Me; est
égal au nombre de fecteurs de composition de M isomorphes ¢ S(3).

DEMONSTRATION. On sait que Me; = Hom 4(P(3), M) (par (1.1}). Soit done
f € Homu(P(i), M) un morphisme non nul. Alors 'image par f de la coiffe
simple S(t) de P() est évidemment un facteur de composition de M, isomorphe
4 5(i). Réciproquement, pour chaque facteur de composition de M isomorphe
& S(i), il existe un sous-module de M dont la coiffe admet uu facteur direct
isotnorphe & §(i). Comme, pour chaque tel sous-module, il existe un morphisme
non nul de P(i) dans M, Pénoncé s’ensuit. [J
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DEFINITION, Scit M un A-module de type fini. Le vecteur-dimension de M
est ’élément de ZM™ défini par

dimK Mr31
dimM = :
dimg Me,

On convient de noter tous nos vecteurs en colonnes.

On remarque que la longueur de composition de M est donnée par £(M) =
n

Z dims Me; = dimz M. En outre, les vecteurs-dimension des A~-modules sim-
i=1
ples S(i} coincident avec les vecteurs de la base canonique de 7,

On a le lemme suivant.

LEMME 5.2. La fonction dim est additive: si0 — L — M — N — 0
est une suite execte courte de mod A, alors dimM = dimZ + dimN.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € {1,...,n}. Si on applique le foncteur exact
Homa(P(i), —)} & la suite exacte donnée, on a une suite exacte courte de K-
espaces vectoriels

0— Le; — Me; — Ne; — 0.

Par conséquent, dimyg Me; = dimg Le; +dimy Ne; pour tout 4, d’olt I'énoncé.J

DEFINITION. Solent F le groupe abélien libre ayant pour base 'ensemble des
classes d’isomorphisme M des A-modules de type fini M, et F' le sous-groupe
de F engendré par les éléments M — L — N correspondant aux suites exactes
courtes 0 — L — M — N — 0 de mod A. Le groupe de Grothendieck de
mod A est défini comme étant le groupe Ky(A) = F/F'. On notera [M] I'image
par Papplication canonique F — F/F’ de la classe d’isomorphisme M de M.

11 se fait que Ky(A) est lui-méme libre et en fait isomorphe a 7). Cela suit
du théoréme suivant.

THEOREME 5.3, Soit A une K-algébre de dimension finie, connere, réduite
et déployée, ayant {e1,... ,en} comme ensemble complet d’idempotents primitifs
orthogonauz. Posons S(i) = e;A/ rad{e;A) pour chague i, avec 1 <1 < n. Alors
Ko(A) est un groupe abélien libre de base {{S(1)],...,[S(n)j} et Uapplication
M — dimM induit un unique isomorphisme de groupes dim : Ko(A) — ZM
tel que dim|[M| = dimM.

DEMONSTRATION. On commence par montrer que {[S(1}],...,[S(n}]} engeu-
dre Ky(A). Soient M un A-module, et

O=MyCcMiC-CM=M
une suite de composition pour M. Alors, par définition de Kg(A), on a

i n

[M] = M, /M;_4) = Z(dimx Me;)iS(d)]

j=1 i=1
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par (5.1). Donc {[S(1}],...,{S(n)]} engendre bien Ky(A).

Il est clair que M = N entraine dimM = dimN. En outre, Padditivité
de la fonction dim (voir {5.2)) entraine que l'application M +— dimM in-
duit un unique homomorphisme de groupes abéliens dim : Ky{A) — yAD)
tel que dim[M] = dimM. Comme {{S(1})],...,[S(n}]} est un ensemble de
générateurs de Ko( A}, dont 'image est la base canonique de Z™) il s’ensuit que
{[S(1}],...,[S(n)]} est un ensemble linéairement indépendant de Ko(A). Il en
forme donc une base et par conséquent dim est bien un isomorphisme. O]

DEFNITION. La matrice de Cartan C4s de A est la n X n matrice Cy =
leij]1<i,5<n dont les coefficients sont définis par ¢;; = dimg(e; Ae;).

Comme on a, par (1.2) et (4.9), des isomorphismes de K-espaces vectoriels
ejAe; = Homau(e;A,e;A)

Hom4(P(i), P(5))

= DHomyg (P(5), I(3))

= D*Hom4(I(3),I(5))

= Homa(I(2),1(5))

la matrice de Cartan enregistre denc le nombre de morphismes entre A-modules
indécomposables projectifs et aussi entre A-modules indécomposables injectifs,

1t

PROPOSITION 5.4. {a) La i®™ colonne de Ca est dimP(i).

(b) La i*™ rengée de C4 est [dimlI{%)]*.

(c}) dimP(i) = Cy4 - dimS(z).

(d) dimI(i) = CY, - dimS ().

DEMONSTRATION, (a) Suit de la définition et de ce que e;Aey, = P(i)ey, pour
tous i,k € {1,...,n}L

(b) suit de la définition et de ce que dimg (epAe;) = dimg Hom 4 (ex A, I(3)) =
dimg I(i)ex pour tous i,k € {1,... ,n}.

(c) (d} suivent de (a) (b) et de ce que les vecteurs dimS(i} forment la base

canonique de Z™ 3 Ky(4). O
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Exercices du Chapitre VIIL

1. Soit A une K-algdbre artinienne et locale, Montrer que tout A-module
projectif de type fini est libre.

2. Soit A une K-algtbre artinienne, et M un A-module # 0 de type fini.
Montrer que, si tout quotient non nul de M est indécomposable, alors M est de
coiffe simple.

3. Montrer qu'un idempotent e € A est primitif si et senlement s'il n'existe
pas d'idempotent. f tel que 0 £ f #eet f =ef = fe.

4. Soient A artinienne, e;, ez deux idempotents primitifs tels que P = e, A
n’est pas isomorphe & P, = eaA. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes:

(a) Homa(Py, Pp) £ 0.
(b) Py(rad A)P; £ 0.
(c) ez{rad A)es # 0.

5. Soient A artinienne, M un A-module de type fini. Montrer que si la cou-
verture projective de A est indécomposable, alors M 'est aussi. La réciproque
est-elle vraie?

6. Montrer que, si €1, e sont deux idempotents tels que e; 4 = ex A et ey est
central, alors es = ejeg = ege;. Si ey est aussi central, alors montrer que ey = es.

7. Soient 1 = ¢y +eg+ - +ey = fi +fo+ - + fin deux décompositions
de l'identité d’une algébre artinienne A en idempotents primitifs orthogonaux,
Montrer que n = m et qn’il existe a € A inversible tel que, & Pordre prés,
fi = a~'e;a {Indication: (VIL.6.13) donne & P’ordre prés e;A = f; A pour tont i,
défini par nn a; € e; A f;. Essayer a = Z a;).

i

8. Soit K nn corps. Pour chacune des alggbres suivantes, calculer les A-
modules projectifs indécomposables et les A-modules injectifs indécomposables.
Pour chacun d’entre eux, dessiner le treillis de sons-modules.

(a) A= K[t]/{").

(b) A=TL(K)=|:
K ... K

K 0 0 0
K K 0 0

© A=\ o k ol
K K K K
(K 0 0

(d) A=|K K 0.
K 0 K

9. Soit A une K-algébre. Montrer qu'un A-module M est un générateur de
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Mod A si et seulement si le foncteur Hom 4 (M, —) est fidéle.
10. Soient A une K-algébre, M4 un module et B = End M 4. Montrer que:

(a) Si M4 est un générateur, g M est projectif de type fini.
(b) Si M4 est projectif de type fini, pM est un générateur.

11. Soient A, B deux K-algtbres de dimension finie. Montrer que mod A
et mod B sont équivalentes {au sens de Morita) si et seulement si mod A°P et
mod B°P le sont.

12. Moatrer que, pour des modules de type fini Ly, L2, L sur une alggbre de
dimension finie, on a:
(a) Ly € Ly implique L+ C L{.
(t) Lt =L
(C) (Ll + Lz)"‘ = Lli n in
(d) (L1 NLg)t =Lt + L.

13. Montrer que, pour tout A-module M de type fini (avec 4 une algébre de
dimension finie sur un corps), on a soc DM = (rad M),

14, Soient K un corps et A une K-algébre de dimension finie. Montrer que
A est réduite si et seulement si deux facteurs directs distincts de D( 4.4) ne sont
pas isomorphes.

15. Soient K un corps, A une K-algébre de dimension finie et M un A-module
de type fini. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(a} M est fidéle (voir 'exercice (II.1)).
(b} Il existe un m > 0 et un monomorphisme A4 — M,
(c)} Il existe un 7 > 0 et un épimorphisme M{™ — D(44).

16. Pour chacune des algébres de 1'exercice 8, calculer les vecteurs-dimension
des A-modules projectifs ou injectifs indécomposables, puis la matrice de Cartan.

17. Montrer que le groupe de Grothendieck d’une algébre A satisfait la pro-
priété universelle suivante: si f est une fonction qui assigne 4 chaque classe
d'isomorphisme M d'un A-module M de type fini un élément f(M) d'un groupe
abélien GG de sorte que pour chaque suite exacte courte

0—L—aM-—-N—710
demodA4,onaf (M Y= f (E) + f(IN), alors il existe un unique homomorphisme

de groupes F' : Kg(A) — G tel que F([M]) = f(M).




CHAPITRE IX

Les foncteurs Ext et Tor.

Comme on l'a vu, les suites exactes et les foncteurs exacts présentent énormément
d’avantages. On sait pourtant que la plupart des foncteurs ne sont pas exacts.
Par exemple, le foncteur Hom n’est exact qu’d gauche, tandis que le foncteur
produit tensoriel n’est exact qu’a droite. Afin d’obtenir une suite exacte a partir
d’un foncteur de la forme Hom{M, —) (avec M un module}, l'idée est d’utiliser
une approximation de M par des modules projectifs. Une telle approximation est
ce que nous avons appelé en (IV.2) une résolution projective de M. On appligne
le foncteur Hom & une résolution projective de M et ou obtient ainsi une suite
qui n’est généralement pas exacte, mais est un complexe (au sens de (IL.3)). La
notion d’homologie vient corriger le défaut d’exactitude de ce complexe en lui
associant une suite exacte longue, dite d"homologie. Cela permet d’associer au
foncteur Hom de nouveaux foncteurs, dits d’extension et notés Ext™. La méme
méthode appliquée au prodnit tensoriel donne des foncteurs dits de torsion, et
notés Tor,. L’approche que nous adoptons {par le biais de ce gn'on appelle
des foncteurs dérivés) est longue, mais elle présente 'avantage que les propriétés
de Ext et Tor suivent presqu’immédiatement des définitions. En outre, elle
permettra de développer des notions qui sont utilisables dans d’autre contextes.
Dans tout ce chapitre, on se fixe une K-algébre A,

1. Foncteurs d’homologie.

Rappelons qu'un compleze {ou, plus précisément, un complere descendant)
Cy == (Cp,y dy)nez est défini par la donnée d’une suite de A-modules (Cp)nez 6t
d’une suite d’applications A-lindaires (d,, : Cp, = Ch—1)nez telles que dpdy 41 =0
pour tout n € Z

dn a
C* e n+1_+§0nd_’cnw1_>"'-
Les applications d,, sont appelées des différenticlles. L'indice n est appelé le
degré Cp, (Vastérisque dans €, indique donc ol placer le degré).
Si toute suite exacte est évidemment un complexe, un complexe n’est générale-
ment pas exact. En fait, la condition dndn41 = 0 éqnivaut a dire que Imd, 43 €
Kerd,.

229




230 IX. LES FONCTEURS EXT ET TOR.

EXEMPLES 1.1. (2) A chaque module M4 et & chaque m € Z, on peut associer
un complexe (Cy,dn} avec Cpy = M et Cp, = 0 pour n # m. Un tel complexe
s’écrit

s 00— M — 00—
(m}
et est dit concentré en degré m. Ce complexe est exact si et seulement si M =0,

(b) Soit p un nombre premier. La famille de Z-modules C,, = Zps et d'applica-
tions Z-lindaires d, = f : Z» — Zys, od f(T) = p°F (pour E € Zys) définit un
complexe qui n’est pas exact.

(c) Soient A4, B deux K-algébres, Cy = (Ch,d,) un complexe de A-modules et
F : Mod A — Mod B un foncteur K-linéaire, alors on a un complexe de Mod B
défini par

F(dny1) F(da)
FC) = F(Cu1) = F(G) T2 FCay) — -
On note que F(C,) n’est généralement pas exact, méme si C, 'est. Par exemple,
soient 4N un A — B-bimodule, M4 un A-module et

— Pp— e — PP Pp— M —0

une résolution projective de M (qui est donc un complexe exact). Omn a un
complexe de Mod B

3 Po®@AN— - — PL®AN —>FP@s N —MgEsN —0

qui n'est généralement exact qu'en M @4 N (en effet, le foncteur — @4 N n'est
généralement, exact qu’a droite).

On peut définir une notion de morphismes de complexes. Soient
Cy = (Cn:dn)nezi et Ci - (C:-ndln)néﬂ

deux complexes de A-modules. Un morphisme f, : C, — C est une suite de mor-
phismes de A-modules (fn : Cn — C},)nen compatibles avec les différentielles,
c'est-a-dire tels que

fn—idn = d;;fn

pour tout n € Z; en d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif

dnt1 dn
— ntl — n —* n-1 —
lfﬂ+i lfn lfﬂ—i
dpt1 ;!
i t " i
— Cn+1 —_ C — L, —

Soient f, : O — Ch et fl 1 CL — C¥ deux morphismes de complexes avec
Fr = (fadnezm et fl = (Ffi)nez. On définit leur composition f,f, : Cy — CY par
fift == (f:;fn)neﬂ-

On 2 ainsi défini une catégorie Comp, de complexes de A-modules. Nous
allons expliciter les notions de sous-objet et d’objet quotient dans cette catégorie.

Soient Cy = (Ch,dpn)nez et C, = {C!,, d! }nez deux complexes de A-modules.
On dit que C, est un sous-compleze de C. si, pour tout n € Z, on a que C}, C Cy,
et d!, est égale & la restriction de d, & CJ,: cette seconde condition équivaut & dire
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que les inclusions canoniques j;, : C}, — C, forment un morphisme de complexes
jx + C4 — C,, appelé Vinclusion canonique.

8i € est un sous-complexe de C., on définit le compleze quotient C) = C, /C,
par

i

dl’l
cr e O = O[O, —— O =Ca 0 JC, 4 — -

oil d! est déduite de dn, dj, par passage aux conoyaux (IL.3.3) c'est-a-dire que
d!l est 'application A-linéaire définie par

d;:(mn + 0:1) = dn(zn) + C:l—l

olt z, € Cy. Les applications df} forment bien une famille de différentielles sur
la suite (C!)nez, puisque

d;iéld:i(mﬂ + 0:1) = dﬁ——l(dn(mn) + C:lml)
= dn_ldn(:l:n) +C_,
= 0:1.#2

pour tous zy, € Cp, et 1 € Z. On observe qu’il existe un morphisme de complexes
oy : Cp = CV défini par p, 1 O, — Cl = Cp/Ch, ol pr(xn) = zn + C}, (pour
Zn € ). On appelle p. la projection canonique.

Avec ces définitions, on vérifie sans peine que la catégorie Comp, est abélienne.
On voit aisément ce que signifient les notions de noyau, image d'un morphisme
de complexes et de suite exacte de complexes.

On arrive a la notion d’homologie. Comme on I'a dit, on veut mesurer le défaut
d’exactitude d'un complexe C, = (Cp,d,}, or on sait que pour tont n € Z, on a
Imd, 1 C Kerd,, et cette inclusion est une égalité si et seulement si le complexe
est exact en degré n. Cela nous méne 4 définir Phomologie comme suit.

DEFINITION. Soit Cy = (Ch,dn)nez un complexe de A-modules. Son néme
module d’homologie est défini par

Ho(C.) =Kerd, /Imdny1.

Les éléments de Kerd, sont appelés des n-cycles et on note Z, = Z,(C,) =

Ker d,, leur module, Les éléments de Im d,,4, sont appelés des n-bords et on note
B, = Bn(C4) = Imd, 4, leur module.

La terminologie employée ( “cycles” et “bords”) provient de la topologie algé-
brique.

ExeMPLES 1.2. (a) Si d,, = 0 pour tout n, alors Z,, = C, B, = 0 et donc
H,(C,) = C, pour tout n.

(b) Un complexe C, est exact en degré n si et seulement si H,(C,) = 0.

{c) Si C, est un complexe concentré en degré m, alors H,,(Cy) = Cp,
H,(C.\) =0 pour n # m.

(d) Si p est un nombre premier fixe et C, est le complexe de Z-modules donné
par Cp, = Zys eb dy, : T — pT (o & € Cp) pour tout 1 (voir 'exemple (1.1)(b)
plus haut) alors H,(C.) = Z, pour tout n.
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(e) Soit +++ — Py —» Pp — M — 0 une résolution projective d’un A-
module M. Alors le complexe -+ —+ P, — Py — 0 obtenu & partir de cette
résolution projective en supprimant M est un complexe exact partout sauf en

degré 0: on a Hp(P.) =0sin #0et Ho(P) = M.

Nous sonhaitons faire de chaque H, un foncteur. Pour cela, nous devons
définir son action sur les morphismes.

DEFINITION. Solent C, = (Cp,dy), Ch = (C,d},) deux complexes et f, =
(fa)nez : Cx — Cf un morphisme. On définit, pour chaque n € Z, une applica-
tion A-linéaire

Hu(fe) 1 Ho(CL) — Ha(CY)
par 2z, + Ba(Cy) = Fulzn) + Ba(CL) {pour z, € Z,(C.)).

1l faut vérifier que H,(f,) est définic sans ambiguité. Notons d’abord que
fn applique Z,(C.) dans Z,(CL): en effet, d], fu(2n} = fa-1dn(zn) = 0, pour
2p € Zp(C,). D’autre part, f,, applique également B, (C,) dans B,{C.): en effet,
501t 2n € Bp(Cy) = Imdpq1, il existe Tny1 € Cpyy tel que 2z, = dpy1(Taq) et
alors fn(zn) = fadni1(Trs1) = di 1 fari(Tay1) € Br(C,). Cela montre bien
que I, (f.) est une application A-linéaire de H,(C,} dans H,(C}).

On voit sans peine que la définition précédente fait de chaque H,, un foncteur
K-linéaire de Comp, dans Mod A.

LEMME 1.3. Soit C. = (Cp,dn)nez un compleze de A-modules. Pour chagque
n, il eriste une suite exacte de A-modules

00— Hn(C,,) — n/-Bn — Zpl — Hn_l(C,) — 0
avee tous les morphismes fonctoriels.

DEMONSTRATION. La définition du module d’homologie donne une suite ex-
acte courte
0— Bpo1 — Zpy — Hoy1(Ch) — 0,

D’autre part, le théoréme d’isomorphisme (I1.4.4) donne une suite exacte courte
0 — H.(C.)=Z,/B, — Cn/B, — Cn/Z, — 0.

Or C./Z,, = Cp/Kerd, = Imd, = B,_;, d’oll une suite exacte
0 — H,(C.,) — Cn/B, — Bh,_1 — 0.

Te résultat suit en raccordant les deux suites. On laisse au lecteur la vérification
de la fonctorialité, I

Nous arrivons au résultat principal de cette section, gni explique comment
construire une snite exacte de modules & partir d’une suite exacte courte de
complexes.

THEOREME 1.4, Soit 0 — C) =% O, = G — 0 une suite ezacte de

complezes. Il existe une suite exacte de A-modules

; Ho(ua} Hy{v,) 7" bn " Ha 1(us)
r— Ho(CL) —— Hu(Cy) —— Ha(C)) —— Hau(C)) —
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DEMONSTRATION, La donnée d’une suite exacte courte de complexes de la
Us

forme 0 — ¢! 25 C, 25 €Y — 0 équivaut A la donnée, pour chaque n € Z,
d’un diagramme commutatif & lignes exactes

Un Un
P — o —/ ¢, — o — 0
d;l dnl le
0 C’ n-1 n—1 G” 0
- n-1 — * n-1 — n-1

ott & = (d})nen, dv = {dn)nem, d) = (d)nen sont les différentielles respectives
de C%, C,, CY. Une premiére application du lemme du serpent (I1.3.6) donne
des suites exactes . .

0 2 ™ Z, I 7l
(ol Z], = Kerdl,, Z, = Kerd,, Z] = Kerd], tandis que 4,, j, sont induites de
Up, Up_1 €t Vp, Un—1 respectivement, par passage aux noyaux) et

Pn— Gt
Cr1/B11 -5 Crn-1/Bn1 o Ch_/Bi_i —0

(ot Bl,_; = Imd},, Bp—1 = Imd,, Bl _; = Imd} tandis que pp_1, gn—1 sont
induites de te,, tn_1 et vy, U1 Tespectivement, par passage aux conoyaux) . Le
lemme (1.3) donne alors un diagramme commutatif, ol les deux lignes centrales
et toutes les colonnes sont exactes

Hal(us) Hn('”*)

IEO — Zh — Zn-1 B Zi

| |

| , Hpo1(ws) Hr—1(v4) 1"

G @ T o " E e
0 0 0

L’énoncé suit d'une seconde application du lemme du serpent. O

La suite exacte dont le théoréme montre Pexistence s'appelle suile ezacte
longue d’homologie.

Avec les notations du théoréme, les morphismes 6, : Ho(C)) — Hp_1{CL),
‘appelés morphismes de ligison, sont les morphismes obtenus & partir du lemme
du serpent (I1.3.6). Ils s'expriment donc par

bt 2y + Ba(CJ) u;_l_ldnvgl(z;:) + Bn-1(CY)
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(ot 2! € Z!!). 1l est loin d’étre évident que la construction du théoréme est fonc-
torielle. C’est 'objet du théoréme suivant dont la treés fastidieuse démonstration
a au moins le mérite de montrer comment manier les morphismes de liaison.

THEOREME 1.5. Soit un diagramme commutatif & lignes exactes de complezes
et de morphismes de complezes

Uy Uy
0 — y O » OV — 0
A e ]
ul vl
0 — D, y D v DY — 0

Alors il existe un diegramme commuiatif & lignes ezactes de A-modules et d'appli-
cations A-lindaires

Hp(v.)
- — Ho(C}) ;2 H.(C,) — H, (C”) Hy 5 (Cly —
Hn(f-)l Hn(gu)l Hy, (h)l anl(f‘)l
Hn(ﬂi) Hn(v))

e Ha(DY) S Ha(Da) S Ha(DY) S Haex(DL) — e

DEMONSTRATION. Notons respectivement dy=(dn)n, d\ =(d},)n, & ={(d])n,
ex = (€n)n, €4 = (€l )n, € = (el}n les différentielles de C., Ci, CV, D., D, DY,
On a, pour chaque n € Z, un diagramme commutatif & lignes exa.ctes

0— o Cn o :
fn 8n h
N .| -
0 — D D, D! > 0
d;, dn g
el e,.| l el
; Un—1 V-1 "
0O —— C —1 +» Gt i O'n.—l 0
- \!, On— 1 [
1\ N Vot
0 D:’!.—l > Dn-—l 4 D#AI » 0.

Comme on sa,it déja que chaque H, est un foncteur, il suffit de prouver que
o, Hy, (h*) = 1(f+)0n. Soit donc zf + Imd}, | € Ho(C)). 1l existe =, € C,
tel que 2} = vn(:uﬂ). On a
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f

(8! Hy(h))(2" + Imdll, ;) (8. () (vn{n) + T d?, 1)
8! fhnvn(zq) +1mell, ]

8 [V} gn{zs) + Imell 4]
(uh_1) ten () Tehgn(zn) + Ime,
(hy_1) Yengn(zn) +Ime),

= (u,_y) 'gn-1da(zns) + Imej,

= foo1(tn—1)"dn{zn) + Imel,

= Hupoa(fo)l(un—1)""dn(zn) + Im d7]

= Hayoa(fo){(wn-1) " davy (2)) +1Imdy]
= Hp-1(fo)bal2y +Imdy ] O

11 est important, pour la compréhension des calculs qui précédent, de garder &
Pesprit que dans Pexpression de 6, @ 27 + Bn(C)) v utidnv7 1 (2) + Bpo1(CL)
(ol 2!/ € Z,(C¥)), le terme v, (z]) désigne une préimage quelconque de z,
Cest-d-dire un z, € Ch tel que 2" = wv,(x,), tandis que u;l dyv(2) =
u;ildn(asn) est Punique préimage de dn(z,} par u,_1: il suit en effet de la
démonstration du lemme du serpent que cela donne bien une application linéaire.

Deux morphismes distincts de complexes de A-modules peuvent trés bien
induire le méme morphisme en homologie. Un exemple d’une telle situation, tres

important en topologie algébrique, est le suivant.

il

H

DEFINITION, Solent C, = (Cp,dn)nez et Ch = (CF.d) Jner deux complexes
de A-modules, et fr = (fulnez et 9« = (gn)nez deux morphismes de C, dans
C!. On dit que f, et g, sont homotopes (ce qu'on note f, ~ g,) s'il existe, pour
chaque n € Z, un morphisme s, : C, = C} , tel que f, —gn = d 150+ 8n1dn.

dny1 dn
E— ntdl —— Cn B Gﬂ.—l —
Sn dn-1
fn+1 On41 In in fr-1 Gn—1
; 4ot d, ’
c"'.-1'.+Il Cn. O‘ﬂ.—l

La suite s. = (8p)}nez est alors appelée une homotopie entre f, et g..

LEMME 1.6. (a) La relation ~ est une équivalence sur l’ensemble des mor-
phismes de C, dans C}.

(b} fu ~ g impligue Hno(f.) = Hu(g) pour tout n.

(c) Si F est un foncteur covariant K -linéuire et fu ~ gu, alors F'(fu) ~ F(ga).

DEMONSTRATION. (a) Réflexivité et symétrie sont immédiates. Pour la tran-
sitivité, si fa ~ gx €b g« ~ ha, il existe, pour chaque n € 7%, des morphismes
Sn:Cp—=Chyetty: Cp— C 4 tels que

frn—gn = d;+13n +5p1dn
n — hn = dln.|.1tn +in_1dy.
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Alors, pour chaque n € Z, le morphisme s, + 5, : Cp — CJ, 41 vérifie
Ja— hp = d:'l+1(sﬂ + tn) + (SnAl + tn—l)dn‘

(b) Soit (sy : Cn — Chy1)nez tel que fr—gn = dj, 157 + 57 1ds pour chaque
n €7 Sizy € Zy(Cy), 0n a dp(zn) = 0 et done

fn(zn) — gnl#n) = d;+15n(zn) € Im d’n+1 = Bn(ci)-

Cela montre bien que H,{(f.)(2n + Br(Cy)) = Hn(ge)(2n + Ba(C\)) pour tout
2y € Zn(CL).
(¢) La relation fn — gn = d}, ;15 + Sn—1d, entraine

F(fn) = F(gn) = F( ;1+1)F(5n) + F(sn-1F(dn). O

On achive cette section avec quelques mots sur la construction duale, celle de
la suite exacte Iongue de cohomologie. Un compleze ascendant C* = (C™,d")ncz
est défini par la donnée d'une suite de A-modules (C™},, ¢z et d’une suite d’appli-
cations lindaires (d™ : C™ — C"1) ¢z tels que d®d™' = 0 pour tout n € Z

_ du—l an
o* NN L 1_}Cn_’crn+1_>_”.

On définit de facon évidente la notion de morphisme de complexes ascendants, et
la catégorie Comp* des complexes ascendants qui est abélienne. Le n®™¢ module
de cohomologie d’un complexe ascendant C* = (C™,d™),ez est défini par

H*(C*) = Kerd"/Imd"!.

Les éléments de Kerd™ sont appelés des n-cocycles et ceux de Tmd™~! des n-
cobords. Si C* = (C™, d"}pen ot C* = (C'™,d™)nez sont deux complexes
ascendants et f* = (f")nez est un morphisme de C* dans C**, on définit
H™Mf*) : HM(C*) — H™C™) par 2® + Imd™ ' s f*(z") + Imd™ " (pour
z* € Kerd®). On montre gn'on obtient ainsi, pour chaque n, un foncteur

u*

H™ : Comp* — Mod A et que, si 0 — C"* = C* 2, ¢ — 0 est une
suite exacte courte de Comp*, alors il existe une suite exacte de Mod A
v HH ) H™(v%) R -
o HYOT) S5 O T HN(OT) = M) —

avec tous les morphismes fonctoriels. Cette suite est la suite ezacte longue de
cohomologie. On laisse au lecteur & titre d’exercice la vérification triviale des
énoncés précédents.

2. Foncteurs dérivés.

Nous anrons besoin de la notation suivante. Soit C. un complexe de A-
modules de la forme

. S N oMo LNV g )

Le complexe obtenu & partir de C en supprimant M sera noté (Car)e. Ainsi
(Cas)« est le complexe

(Cm)« PR N5 - NYs 1}
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THEOREME 2.1 (DE COMPARAISON). Soit le diagramme

dy dy do
P, e — Py » Py v Py — M — 0
|7
/ / 4 / ¢ ;o !
P* e — P2 } Pi 3 PU — M — 0

ot les lignes sont des complezes. Si chaque P; de la ligne supérieure est pro-
jectif, et la ligne inférieure est exacte, il existe un morphisme de complezes
Fo 1 (Par)e = (Pig)s, unique & homotopie prés, tel que fdo, = djfo.

DEMONSTRATION. (a) Pour montrer V'existence de fa = (fy)nem, on constru-
ira f, par récurrence sur . Si # =0, on a un diagramme & ligne exacte avec Fy
projectif

Fo

J'fdo
g

P = M — 0

d’oti I'existence d’un morphisme fy : Py — P{ tel que fdy = djfo. Supposons
fe + P — PJ construit pour tout 0 < k < n. On a ainsi un diagramme
commutatif

dn dn
Py X8 P ™

inl
lfn lfn-—i
d’ d’
.r fitd ¢ '
Pﬂ.+1 - Pn — Pﬂ*l
Si on réussit & montrer que Im(fydny1) € Imd],,, on aura un diagramme &
ligne exacte

Pn+1

lfndn+1
! ot l
et la projectivité de P41 donnera un morphisme fn41 : Py — P tel que
Jnldny1 = dj 41 fae1. Or, on sait que Im dp.y = Kerd,,. L'inclusion voulue suit
alors de &, frdav1 = frn-1dndnii = frno10=0.

(b) Pour montrer I'unicité de f; & homotopie prés, on suppose que g :
(Par)e — (Pigr)e est un autre morphisme de complexes tel que fdy = dygo, et
on construit par récurrence une homotopie s = (35 )pez entre f, et g,. Comme
dhfo = djgo = fdo, on a dy(fo — go) = 0 d’ott Im(fp — go) C Kerdy = Imd.
Comme P, est projectif, il existe sq : Py — P tel que fo — go = df so

Py

//
S0/ ifnwga

dy
7 ——— Imd} — 0
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Supposons sg connu pour 0 < k& < n. On affirme que
In{fot1 = gnt1 — Sndntr) C Imdp .y = Kerdy, .

En effet, on a

dy1(Fatt = Gnt1 = sndnt1) = dnpifan — dpjignst — dnjisndntt
fndn+1 ”“ gndn+1 "‘ (f'n. —Gn — Snfldn)dn+1
0

ot I'égalité d] |18, = fo — gn — Sn—1dn suit de hypothése de récurrence. La
projectivité de P, ,1 entraine alors l'existence d’un morphisme s,,1 : Pry1 —
P ., tel que

fat1 = Gnt1 — Sndpyr = d:-;+25n+1

Pn+1
/
/
Intl / fn+1"‘grl+1“3ndn+1
o
' ” r
Pl ,——Imd,  ,—0 . 0O

Le morphisme fy : (Par)s — (Pjy)s du théoréme est appelé un relévement
de f. Le théoréme dual, ou les deux lignes sont formées de complexes ascen-
dants, celle du haut étant exacte, et celle du bas formée de modules injectifs, est
aussi vrai. Le morphisme de complexes ainsi obtenu a partir d'un morphisme
(de modules) des premiers termes est dit étre un prolongement de celui-ci. La
démonstration, duale de la précédente, est laissée en guise d’exercice. Nous ar-
rivons & la définition des foncteurs dérivés. Nous commengons par les foncteurs
dérivés a gauche.

Soient A, B deux K-algébres et }': Mod A — Mod B un foncteur covariant
K.linéaire. Pour un A-module M, soit

P, e P g0
une résolution projective de M. On applique F' au complexe (Pas),, et on obtient

un complexe

F(Py)s i R M pp M opp o,

Par définition, le n®™® foncteur dérivé & gauche F,(f} de F' est défini sur 'objet

M comme étant le n*™® module d’homologie du complexe précédent
FM = H,(F(Puy)y) = Ker(Fdy,)/ Im(Fdypi1).

11 faut aussi définir Paction de F,SS) sur un morphisme de A-modules f: M, —
M/,. Pour cela, on prend deux résolutions projectives de M et M', respective-
ment;

P, N S N PNy SN NV SN

d} d; df
P ---—PPé—EPP{—tbPé—DPM’—)O
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11 suit du théoréme de comparaison (2.1) que le morphisme f : M — M’ se
reléve en un morphisme f, : (Par)x — (Pjy )s de sorte que Fon a un diagramme
commutatif & lignes exactes

da dy do

— P —— P — B - M — 0
f'zl fxl fol fl
4 d’z / dll ! d"-‘ /

— P, —— B — F, — M — 0

Si on applique F' au diagramme précédent, on obtient un diagramme commu-
tatif dont les lignes sont des complexes (mais ne sont généralement pas exactes:
on n'a pas supposé que F' est un foncteur exact)

Fd Fd a
— rp, 2 PP, 2 PR B P 0

P -

y Fda , Fa‘.; , Fd'él ,
— FP, —— FPl —— FF, — FM' — 0

On définit F,S*‘) il F#S)M — F,(,S)M  comme étant le morphisme induit par Ff,
en homologie

(B £ o+ Im(Fdny1)) = (Ffa)(zn) + Im(Fily 1)

oll z, € Ker(Fdy).

Pour que la définition de F,({q) ait un sens, il nous reste quelques vérifications
& effectuer.

(a) Pour un A-module M, le module F{ M est défini sans ambiguité, c’est-
a-dire ne dépend pas du choix de la résolution projective de M. Soient en effet
deux telles résolntions

P* —)PZEPILP()AM—}O
] J drﬂ t I:'1"1 Y dfl'l !
P o— P =P —F—M —0

Le morphisme identité 1z : M — M et le théoréme de comparaison (2.1)
donnent deux morphismes w. @ (Par)s — (Ph)e et ve @ (P — (Par)s
relevant 1ps et tels que v, @ (Par)s — (Par)s ob wav, @ (Ph)e — (Phe)s
solent homotopes aux identités respectives. Mais alors, par (1.6}{c), on a que
Flua.) = F{v)F(u,) et Fuwv,) = F(us)F(v,) sont aussi homotopes aux
identités respectives, et, par {1.6)(b}, on a également H,(F{v,))H,(F{u,)) =1
et Hn(F(ue))Hn(F(va)) = 1. En d’autres termes, H,(F(u.)) @ Ho(F(Pur)a) —
Ho(F(Piy)e) et Ho(F(w)) @ Ha(F(Pig)e) — Ho(F{Pp).) sont des isomor-
phismes mutuellement inverses. Cela montre bien que F{YM = Ho(F(Par)s)
ne dépend pas de la résolution projective choisie, et donc Fr{f) est correctement
défini sur les objets.

(b) Pour un morphisme de A-modules f : M — M’, le morphisme ngs) bl
FM - F,ES)M " est défini sans ambiguité, c'est-a-dire ne dépend ni du choix
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de résolutions projectives pour M et M’, ni du choix d’un relévement de f & ces
résolutions projectives. Soieut done

P, e Py — P — Py — M —0

P ---HP&HP{—)P&—rM—)O
deux résolutions projectives pour M, et

Qx e @y — Q) — Qg — M — 0

@, G QL @ — M 0

*

deux résolutions projectives pour M, et on suppose que g @ (Par)e — {Qpr)e
et hy : (Phy)a — (Qsr)s sout deux relevements de f : M — M’. On commence
par considérer le diagramme commutatif a lignes exactes

— B — B — M — 0

vl

—_— Ql — Q(] —
llMl

—>Q"1—)Q"U—rM’—)0

— 0

1l suit du théoréme de comparaison qu’il existe un morphisme u, : (Qar)x —
(Q%4+)+ relevant 1. Donc u.gy reléve f.
De méme, le diagramme commutatif & lignes exactes

— P — B — M — 0

‘Irlu

— P — P} — M — 0

[

et le théoréme de comparaison donnent un morphisme vy @ (Pag)x — (P} rele-
vant 1a7. Donc h,v, reléve f. Une autre application du théoréme de comparaison
donne u.g, ~ kv, Par (1.6)(c),

F(uegs) = F{u ) F(g.) ~ F{h)F(v.) = F(havy)

d’on, par (1.6}(b), Hu(F(ux))Ha(F(ge)) = Ho(F(h.))Hn(F(v.)}. Comme, par
(a) plus haut, H,{F(u.)) et Hp(F(v)) sont des isomorphismes, on a fini.

Nous avons achevé de montrer que la définition précédente est correcte, Nous
pouvons énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 2.2, Soit F': Mod A — Mod B un foncteur K-linéaire covariant.
Pour tout n > 1, FT{,S) : Mod A — Mod B est un foncteur K -linéaire covariant.
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DEMONSTRATION. 1l reste & vérifier que
F(1) = Let B (gf) = FH oD (f)
ainsi que la lindarité de FS¥, et c'est immédiat. O

Nous définissons maintenant la notion duale de foncteur dérivé & droite, puis
vetrons comment appliquer la suite exacte longue d’homologie aux foncteurs
dérivés. Nous considérerons les foncteurs dérivés & droite dans deux cas, les
définitions étaut entitrement analogues 4 celles des foncteurs dérivés & gauche.
Ici, A et B sont deux K-algébres.

{a) Le cas ot F': Mod A — Mod B est un foncteur covariant K-linéaire.

Soieut N un A-module et

I* 0-NLpdpd 2,
une résolution injective de N. On applique le foncteur F' au complexe (Iy)*
obtenu & partir de I* en supprimant N. On obtient le comnplexe

P , F& 3
Finy 0— FI y FI N C R

Le n®™¢ foncteur dérivé da droite F,,(,,d) de F' est défini sur objet N comme étant
le n®™¢ module de cohomologie de ce complexe, c’est-3-dire

FYON = HM(F(Iy)*) = Ker(Fd™1)/ Tm(Fd™).

On définit de fagon évidente F,(Ld) f: F,(ld)N — F,(ld)N’ pour une application
A-linéaire f : N — N’. On montre facilement que cette définition n’est pas
ambigle, puis le théoréme suivant.

THEOREME 2.3, Soit F': Mod A — Mod B un foncteur K-linéaire covariant.
Pour toutn > 1, F.,(ld) :Mod A — Mod B est un foncteur K-linéaire covariant.[]

(b) Le cas ol F: Mod A — Mod B est un foncteur contravariant K-linéaire.
Solent M un A-module et

P, P N R N S

une résolution projective de M. On applique F' au complexe {Par)s, ce qui donne
le complexe ascendant

Fdy Fd,
F(PM)* OHFPO >FP1 ;FP24;...

Le nt™¢ foncteur dérivé & drotte F,gd) de F' est défini sur 'objet M comme étant
le n®™® module de cohomologie de ce complexe, ¢’est-a-dire

F\OM = H™(F(Pa)s) = Ker(Fdpy1)/ Im(Fd,).

On définit de facon évidente F,Ed) f: Féd)M — F,gd)M ’ pour une application
A-linépire f : M — M’. On montre facilement que cette définition n’est pas
ambigiie, puis le théoréme suivant.
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THEOREME 2.4. Soit F' : Mod A — Mod B un foncteur K -linéaire contrave-
riant, Pour tout n > 1, F,(;d) : Mod A — ModB est un foncteur K-linéaire

contravarient. [

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui n’est autre qu'uue reformulation

de Pexercice (IV.4).

LEMME 2.5 (DU FER A CHEVAL). Soit un diagramme a ligne ezacte

P

4|

7

a|

n — M

|

0

l

i
1

g

I
Fy

I

—‘M—‘g MY — 0

|

0

ot les colonnes sont des résolutions projectives. Alors il existe une résolution
projective

P* "'Hpgﬁ}Plil’PUﬂl’M—ro

de M, et des morphismes fu i (Pir)e — (Pat)sy g b (Pra)x = (Pypu)e relevant
respectivement f, g et tels que la suite

fxa- G«
0 — (Pher)s == (Pat)s — (Plu)s — 0
soit une suile exacte de complexes.

DEMONSTRATION. Par récurrence, il suffit de compléter le diagramme & lignes
et colonnes exactes

0 0
LI LH
df i d.”
Fj Fy
d(’] dg
L ; L
0O — M —— M — M"' — 0
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olt L' = Kerd}, L” = Kerdyj, d’ = kerdj, et d" = kerdjj. On prend Py = Pi@Fy/,
on définit fo : Py — Pp par fo = [§] et go : Po — P par go = {0 1]. Il est clair
que Py est projectif, et que la suite

0— Py L% p 2Py —0

est exacte. La projectivité de P} entraine 'existence d'un morphisme h : Py —
M tel que dfj = gh. On définit dy : Po — M par

do = fdy[1 0] +hA[0 1}.

On affirme que dg est surjective. En effet, si x € M, alors g{z) = dj(y") pour
un ¢ € P} et donc g(z) = gh(y") ce qui entraine z — h(y”) € Kerg =Im f. 1l
existe donc ¥’ € P tel que z — h(y") = fdy(y'). Par conséquent,

/ ’ !
z=fdy[1 ol |Y,|+nf0 1 [y]:d [y]
f 0 [ } [,yn] [ ] yu 0 ,y.".f
Il reste & vérifier la commutativité des deux carrés inférieurs, or gdp = ghio 1]
=df {0 1] = d}go, tandis que dofo = fdy [10]{§] + h[0o1]{]] = fdj.
Prenant L = Ker dy, d = ker dp, on obtient un diagramme commutatif 4 lignes
et colonnes exactes

0 0 0
b I I:”
d.’ d d’f
fo go
0 — B — B — W — 0
4, do &
L ; . L
0o — M — M — M — 0
0 0 0

11 v’y a plus qu’a appliquer le lemme du serpent (11.3.6). O
On laisse au lecteur le soin d’énoncer et de prouver le dual du lemme précédent.

THEOREME 2.6, Sotent 0 — M — M — M"Y — 0 une suite ezacte
courte de A-modules, et F' : Mod A — Mod B un foncteur K -linéaire covariant.
Il existe une suite exacte

s O B — FOM L B M
o FEIM S FOM — FOMY — 0

avee tous les morphismes fonctoriels.
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DEMONSTRATION, Soient

P .—Py,— P — P, — M —0

ot Pl s B — P — Py s M" — 0

[y

des résolutions projectives de M’ et M", respectivement. Le lemme du fer &
cheval (2.5) donne une résolution projective

b, o P — P —F—M-—0
de M telle que 'on a une suite exacte courte de complexes
0 (Pig ) 5 (Pan)e 25 (Pl)s — 0.
Chaque ligne de la suite exacte précédente
0— P, I p, S plt g

est scindée, puisque P est un A-module projectif. Par conséquent, pour chaque
n > 0, on a une suite exacte courte

0— Fp s pp E ppr 0

d’oll une suite exacte courte de complexes

0 — F(PY)e 255 F(Py). 25 F(PY). — 0.

Appliquant le théoréme (1.4), on obtient la suite exacte longue d’homologie
suivante, ou tous les morphismes sont fonctoriels

oo Ha(F(Phg)e) = Ha(F(Pra)s) = Ha(F(Pin)s) S Huoa(F(Page)e) - -+

(6 est le morphisme de liaison). C’est bien la suite cherchée. Elle s’arréte en
F{M" = Ho(F(Plhu).) car Py =0 donne H_1(FP ) =0. 0

On note qu’on a prouvé que, pour tout foncteur covariant F, le Oéme foncteur

dérivé & gauche F{* est exact 3 droite.

THEOREME 2.7. Soient 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exzacte
courte de A-modules, et F: Mod A — Mod B un foncteur K -linéaire covariant.
Il exziste une suite exacte

0— FOM — FOM — FOM" — ...
o — FOM s FOM FOM S FD M
avec tous les morphismes fonctoriels. 0O

En particulier, pour tout foncteur covariant F', le Oiéme foncteur dérivé A
P ; s P s
droite Fé ? est exact & gauche. Le cas contravariant se traite de méme.
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THEOREME 2.8, Soient 0 — M' — M — M"” —— 0 une suite evacte
courte de A-modules, et F': Mod A — Mod B un foncteur K -lindaire contrava-
riant. Il existe une suite eracle

0— Féd)M” — Féd)M — Féd)M' — .
. fsd)M!I N F,-(Ld)M N Fr(ld,)M! 4’5) F,S‘i)lM” —_ .
avec tous les morphismes fonctoriels. 0O

En particulier, Féd) est encore exact & gauche.

3. Foncteurs d’extension.

Nous considérons maintenant les foncteurs dérivés a droite des foncteurs Hom.
Comme Hom est un bifoncteur, contravariant en sa premiére variable et covariant
en sa seconde, les constructions de la section précédente donnent, pour chaque
n > 0, deux foncteurs. Le résultat principal de cette section énonce que ces
deux constructions sont compatibles: on obtient en fait, pour chaque n > 0, un
bifoncteur contravariant en sa premiére variable et covariant en sa seconde.

Soit M un A-module. Le foncteur Hom4 (M, —) : Mod A — Mod K est covari-
ant. Le n®™® foucteur dérivé i droite de Hom 4 (M, —) sera noté (provisoirement)
E™(M,-). L'image d’'un A-module N sera notée E"(M, —)(N) = E®(M,N).
Aingi, pour calculer E™(M, N), on commence par considérer une résolution in-
jective de N:

I 0N e,

Alors E™(M,N) est égal au n®™e module de cohomologie du complexe de K-
modules Homy (M, (Ix)*):

0 — Homy (M, I°) M Hom (M, I') w Hom (M, I%) — .-
c’est-a-dire

E™(M,N) = H"(Homa{M, (In)*) = KerHoma (M, d"*")/ Im Hom (M, d"}
et ce module ne dépend pas du choix de la résolution injective initiale. On a

montré en (2.7) que i 0 — N — N — N’ — 0 est une suite exacte courte
dans Mod A, il existe une suite exacte longue de cohomologie dans Mod K

0 — E°(M,N"y — E°(M,N) — E°(M,N") — ...
. EM(M,N') — E*(M,N) — E™*(M,N") = E (M N') — ...
avec tous les morphismes fonctoriels,
En particulier, E°(M, —) est exact & gauche et £ (M, —) = 0 powr tout n < 0.
Soit maintenant N un A-module. Le foncteur Homy(—, N) @ Mod A —

Mod K est contravariant. Le n®™® foncteur dérivé & droite de Homa(—,N)
sera noté (provisoirement) E,(—,N). L’image d'un A-module M sera notée
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En(—,NYM) = E,(M,N). Ainsi, pour calculer £, (M, N), on commnence par
considérer une résolution projective de M:

P* ...HPQAPli)PgﬂbM—FO.

Alors E, (M, N) est égal au n*™® module de cohomologie du complexe de K-
modules Homa ({Pag)s, V):

Hom 4 (dy,N) Hom 4 (do, N}
—5 Homa (P, N) ———— Homus (P, N) — - -

0 — Homa{F,, N)
c’est-a-dire
E,(M,N} = H*(Homa((Prr)s, N) = KerHomA(dnH,N)/ ImHom 4 (dy,, N)

et ce module ne dépend pas du choix de la résolution projective initiale. On
a montré en (2.8) que si 0 — M’ — M — M’ — 0 est une suite exacte
courte dans Mod A, il existe une suite exacte longue de cohomologie dans Mod K

0— E{](M”:N) — EQ(M,N) — EQ(M,,N) — e
i En(MHnN) — n(M:N) _’En(Mf)N) _6' ﬂ+1(M”:N) e

avec tous les morphismes fonctoriels. En particulier, Eo{-, N) est exact & gauche
et E,(—, N} =0 pour n <0.

Notre objectif présent est de montrer l'existence d’isomorphismes E™(M,N)
= En(M, N) pour tout n > 0, fonctoriels en M et N,

LeEMME 3.1. (a) Pour tout A-module M, il existe un isomorphisme de fonc-
teurs EO(M, ) ™ Homa(M, —).

(b} Pour tout A-module N, il existe un isomorphisme de foncteurs Ey(—, N)
= Homy(—, N).

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver (a), la démonstration de (b)
étant semblable. Soient N un A-module et

* 0N pdie
une résolution injective de N. Alors on a Homg (M, (Ix)*):

0 Hom 4 (M,d) L, Hom A{M,d%)
0 — Homg (M, I°} ————— Homu4 (M, ") — Hom 4 (M, I%) — ...

et E9(M,N) = H%Hom (M, (Ix)*) = KerHom (M, d"). Par contre, en appli-
quant Hom 4(M, —) & la suite exacte
1
00— N d—0> na,
on obtient une suite exacte

Hom 4 (M,d") 0 Hom 4 {M,d')
0 — Homy (M, N} ——— > Hom, (M, %) —————5 Hom (M, I')
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d’ott Hom4 (M, N) 5 Ker Hom4(M, d'). On a l'isomorphisme cherché. 1l reste
4 montrer sa fonctorialité. Soient done f : N — N’ un morphisme de A-modules
et

d!ﬂ

de 1
I 0N d e,

une résolution injective de N’. Le dual du théoréme de comparaison {2.1) donne

un morphisme de complexes f* : (In)* — (I}.)* prolongeant f et unique &
homotopie prés. En particulier, on a un diagramme commutatif & lignes exactes

0 T
0 — N % p 4, pn

A |
dJD dll
0 — N &2 o 250

Appliquant Hom (M, —), on obtient un diagramme commutatif 4 lignes exactes

Hom 4 (M,d™) Hom 4 (M,d')
0 — Homu(M,N) ————> Homu(M,I% -——— Homu(M,I)
HomA(M,f)l HomA(M,fU)l HomA{I-J,f’)l
Hom 4 {M,d’'") Hom 4 (M,d'1)

0 — Homg(M,N') ————5 Homua(M,I'")

— Hom4(M,I')
Le résultat s’ensuit. O

LEMME 3.2. (a) Si N est injectif, alors E™(M,N) = 0 pour tout A-module
M ettoutn > 1.

(b) Si M est projectif, alors E,(M,N) = 0 pour fout A-module N et tout
n>1.

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver {a}, la démonstration de (b)
étant semblable. Le A-module &V étant injectif, une résolution injective I* de N

est donnée par 0 — N LN —0 (c’est-a-dire I° = N et I" = 0 pour n # 0).
On a bien E"(M,N) = H"(Hom, (M, (Iy)*) = 0 pour n # 0, et ceci pour tout
A-module M. O
LEMME 3.3 (DE DECALAGE). (a) Soient M, N deuz A-modules et
g 0o—nNEpdpnfp

une résolution injective de N. Posant L™ = Imd**t! pour n > 0, on o des
isomorphismes fonetoriels

EMHY M, NYS EY(M, L) > ... = ENM, L™ Y,
(b) Soient M, N deuz A-modules et
P* “.ipziPlﬂ’PogM—po

une résolution projective de M. Posant L, = Kerd, pour n > 0, on o des
isomorphismes fonctoriels

Eﬂ+l(M: N) = n(LDaN):" :’E1(an1,N).
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DEMONSTRATION. On se contentera de prouver {a}, la démonstration de (b)
étant semblable. Par récurrence, il suffit de montrer le premier isomorphisme

EMUYM, N) > EM(M, L"). La résolution injective I* de N induit une résolution
injective I'* de LY:

r 0—1I° e,

Appliquant Hom (M, —) au complexe (I70)*, on obtient le complexe
Hom 4 (M, (I7.)*):

" Hom 4 (M,d?) 2
¢ — Hom (M, ") ———— Homa (M, I*) — - ..

Donc
EY(M,I%) = H"(Homa(M,(I}0)*)
= KerHoma(M,d"*?)/ImHom4(M,d"+?)
= HY Y Homa (M, (In)*)
=  BE*TY(M,N).
Enfin, la fonctorialité est évidente. O

Le lecteur voit de suite comment les lemmes précédents se combinent pour

montrer que Pon a des isomorphismes fonctoriels E*{M, N) = E,(M,N) pour
tous M, N et n. En effet, par décalage, on se raméne au cas n = 1, et 14, on doit
utiliser (3.1) et (3.2).

THEOREME 3.4. Soient M, N deuz A-modules et

0 1 2
I* 0— NI, d,
P, . N - N WL Ny V)

respectivement une résolution injective de N el une résolution projeclive de M.
Pour tout n > 0, on a un isomorphisme

" (Homa (M, (In)*) = H*(Homa((Pp)x, N))
fonctoriel en M et N. En d’autres termes EM{M,N) = E,(M, N).

DEMONSTRATION. Pour appliquer le lemme de décalage, on aura besocin des
noyaux de I* et P,. Posons U; = Kerd; et V¥ = Imd’*?, on a des suites exactes
courtes

0 —U;—PF —U.1—0
aveci > 0et U1 =M, et

0— VIl L _L,vi_,9g
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avec § > 0 et V™! = N, On en déduit un diagramme commutatif & lignes et

colonnes exactes

0 0 0
0 = Homa(Ui_1,Vi™') — Homa(Vi_1,I¥) — Homa(Ui_1,Vi) — E'(Ui_,V¥™1) — 0
0 —  Homa(Pi,Vi~') — Homa(P:,IY) — Homa(P:,Vi) — 0

! g h
0 =  Homa(U;, V1) —  Homyu(U;,I%) et Homa(U;, V)Y — EYWU; Vi-Y) — 0

By (U1, VITY) o Ey(Ui_y,V)

0 0
Le lemme du serpent {I1.3.6) appliqué & f, g, h donne une suite exacte
0— HomA(U-_l,Vj"l) — HomA(Ui_l,Ij) s Homa (U1, V7)) —

— By (Ui-1, VI — 0,

Donc E1(Us-1, VI=1)-2 Cokeru = EY(U;-1, V9™, Sion posei=j =0, cela
montre I'énoncé pour n = 1. Comme, d’autre part, v et g sont des épimorphismes,

on a
E(Ui-1,VI) S Cokerh
= Coker hv
= Cokerwg
= Cokerw
= EY U, VT,

Cela entraine 1'énoncé cherché, par décalage: en effet, sin > 1,0on a
En+1(M,N) 't E"’(M} Vo):’ Ve :’El(M, vn_l)
= BUA VNS S E U, VY
= Ei(Un-1,N) ™ -0 5 Baya (M, N).

Ces isomorphismes étant obtenus & partir des isomorphismes fonctoriels des
lemmes précédents, ils sont aussi fonctoriels. O

DEFINITION. Soient M, N deux A-modules. La valeur commune de E™(M, N}
et B,(M,N) est appelée né™e module d’extension de N par M. Elle est notée

Ext? (M, N).
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Nous avons bien montré que Ext’(—, —) est un bifoncteur, covariant en sa
seconde variable et contravariant en sa premiére. Nous avons aussi prouveé le
théoréme suivant.

THEOREME 3.5. (a) Soient M un A-module, et0 — N' — N — N —
0 une suite exacte courte de Mod A. Il existe une suile eracte longue de coho-
maologie dans Mod K

0— Hom (M, N')— Hom (M, N)— Hom (M, N") 5 Extl (M, N)— - .
-+ o Bxt (M, N') - Ext} (M, N) - Ext’(M, N") S BExt3H (M, N') > - -

avec tous les morphismes fonctoriels.

(b) Soient N un A-module, et 0 — M' — M — M" — 0 une suite
eracte courte de Mod A. Il existe une suite exacte longue de cohomologie dans
Med K

0->Homa(M", N)— Hom (M, N) > Homa (M, N) -5 ExtL (M7, N) ..
s Ext (MY, N) = BExt (M, N) —-Exth (M, N)—ﬁrExtT'l(M”, Ny—-..
avec tous les morphismes fonctoriels. O

Le théoréme précédent précise la phrase écrite dans Pintroduction 4 ce chapi-
tre: le foncteur Ext corrige le manque d’exactitude & droite du foncteur Hom. On
laisse au lecteur le soin de reformuler les lemmes (3.1) et (3.3) avec la notation
Ext. Pour notre part, nous montrerons la généralisation suivante du lemme (3.2).

THEOREME 3.6. (a) Les conditions suivanies sont équivalentes pour un A-
module N:
(i) N est injectif.
(ii) Fxtly(—, N} =0.
(ili) Ext(—, N} = 0 pour tout n > 1.
{(b) Les conditions suivantes sont équivalentes pour un A-module M :
(i} M est projectif.
(i) Exth(M,—)=0.
(ili) Ext} (M, —) = 0 pour tout n > 1.

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver (a), la démonstration de (b)
étant semblable. On a prouvé en (3.2) que (i) implique (iii}. Comme il est clair
que (iii) implique (ii), il reste & mountrer que (ii} implique (i). Supposons done le
A-module N tel que Ext) (—, N) = 0. Pour montrer que N est injectif, il suffit,
par (IV.3.3), de montrer que toute suite exacte courte de la forme

0 —-NLU LV o
est scindée. Or une telle suite exacte de Mod A induit, par (3.5), une suite exacte

de Mod K

Homa(f,N)

- — Hom (U, N) — Homa (N, N) — Ext}(V,N) =0.
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Par conséquent, Homa(f, N} est surjective et il existe f' : U — N tel que
Ty = Homa(f, N)(f') = f'f. Cela montre bien que f est une section. (I

Enfin, Ext se comporte comme Hom vis-4-vis des sommes et des produits.

THEOREME 3.7. (a) Soient N un A-module, (My)aea une famille de A-modu-
les et n > 0, On a un isomorphisme fonctoriel

Ext (€D My, N) > ] Exti(Ma, N).
MEA AEA

(b) Soient M un A-module, (Na}rea une famille de A-modules et n > 0. On
a un isomorphisme fonctoriel

Ext (M, [] M) = [] Bxtih(, Ny).
AEA AEA

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver {(a}, la démonstration de (b)
étant semblable. Le cas n = 0 a déja été vu en (II1.2.6). Pour chaque A € A, on
a une suite exacte courte

00— Ly— P,— My,—0
avec P projectif. On en déduit une suite exacte courte
V= B — PP — Do —
AEA AEA AEA

ot @, P est projectif, par (IV.2.3). Appliquant Homa(—,N) & chacune
de ces suites et en utilisant 1'isomorphisme connu dans le cas n = 0, on a un
diagramme commutatif & lignes exactes

Homu{@,cp Pr, N) = Homa(@ycp La, N) — Extly(Pycp Ma, N) — 0
| |2
[Iycp Homa(Pa, N) — Tlhea Homa(Ly, N) — [Lhca Exty(My,N) — 0
d’oll, par passage aux conoyaux, un isomorphisme
Ext}y (P My, N} > [ Exth(My, N).
AEA AEA
Cela prouve I'énoncé pour n =1, 8i n > 1, on a un diagramme A lignes exactes
0 — Exth '(@yeaLnN) —  Exth(@cn My, N) — 0
|2
0 — ITLeaBxth '(In,N) — [LeaBxty'(My,N) — 0
d’oll le résultat, O

On note que, si M (ou N) est un bimodule, il suit alors des définitions
que Ext’j (M, N) acquiert une structure induite de module. Les isomorphismes
précédents deviennent alors des isomorphismes pour cette structure iuduite. On
achéve cette section avec un exemple de calcul.
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EXEMPLE 3.8. Soient A une K-algébre et @ € A qui n'est pas un diviseur
de zéro a gauche. Cette condition revient & dire que ’application A-linéaire
f i Aa — Aa définie par f{z) = az (pour 2 € A) est injective. On en déduit
Pexistence d'une suite exacte courte de A-modules

0— Ag L5 Ag — AJad — 0.

Soit maintenant M un A-module arbitraire. 5i on applique & la suite précéden-
te le foncteur Hom 4 (-, M), on obtient une suite exacte

Hom 4 (f,M)
0 — Homu(A/aA, M) — Homa{A, M) — Hom 4(4, M) —

Extl (A/ad, M) — Extl (4, M) =0

oll le dernier terme s’annule car A4 est projectif. Il suit alors de 'isomorphisme
de foncteurs Hom 4 (A, —) = 1p0a 4 que Pon a une suite exacte

M-Lim— Extl(A/aA, M) — 0

ol f(m) = ma (pour m € M) et le K-module Ext!, (A/aA, M) est donc iso-
morphe au conoyau M/Ma de f. 5i A est commutatif, cet isomorphisme est un
isomorphisme de A-modules. Par exemple, pour tout entier n > 1 et tout groupe

abélien G, on a Exti(Z,, @) = G/nG.
4. Foncteurs de torsion.

Nous voulons maintenant étudier les foncteurs dérivés & gauche du produit
tensoriel. Ce dernier étant un bifoncteur, covariant en chaque vartable, on verra
qu'il en est de méme pour ses foncteurs dérivés 4 gauche.

Soit M un A-module. Le foucteur M ® 4 — : Mod A°® — Mod K est covari-
ant. Le n®™® foncteur dérivé & gauche de M ®4 — sera noté (provisoirement)
T"(M, ). L'image d’un A°P-module 4N sera notée T(M, —~)(N)} = T(M, N).
Ainsi, pour calculer T™(M, N), on considére une résolution projective de 4N
dans Mod A°P

P, P2 p S py SN 0

Alors T (M, N) est égal au n®™° module d’homologie du complexe de K-modules

M®d; M@d;
M@(PN)* e M@P—— M@P— M@F, — 0
c’est-a-dire
THM,N) = H,(M ® (Py)«) = Ker(M ® dﬂ,)/Im(M ® dpr1)

et ce module ne dépend pas du choix de la résolution projective initiale. On
a montré en (2.6) que, si0 — N' — N — N — 0 est une suite exacte
courte de Mod A°P, il existe une suite exacte longue d’homologie de Mod K

oo — TYM,NTY 2 THM,N') — T(M,N) — T"(M,N") — ...
c— TYM,N") -5 TO(M, N') — T%(M,N) — T°(M,N"") — 0
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avec tous les morphismes fonctoriels. En particulier, T7°(M, —) est exact & droite
et T"(M,—) = 0 pour tout n < 0.

Soit maintenant N un A-module & gauche. Le foncteur — ®4 V : Mod 4 —
Mod K est covariant. Le n®™® foncteur dérivé i gauche de —® 4 N sera noté (pro-
visoirement) T,,(—, N). Limage d'un A-module M sera notée Tp,(—, N)(M) =
T.(M, N). Ainsi, pour calculer T,,(M, N), on considére une résolution projective
de M dans Mod 4

P, SN N N N - LNy N

Alors T, (M, N) est égal au n¥™® module d’homologie du complexe de K-modules

(Py)e ® N i e N2 PN BeN —0
c'est-a-dire
To(M,N) = H,((Pm)s ® N) = Ker(d,, ® N)/Im(dﬂ_H ® N)

et ce module ne dépend pas du choix de la résolution projective initiale. On a
montré en (2.6) que, si 0 — M’ — M — M" — 0 est une suite exacte
courte de Mod 4, il existe une suite exacte longue d’homologie de Mod K
C— T (M7, NY =5 T (MY, N) — To(M,N) — Tp(M" N} —s ..
C— UM NY -5 To(M', Ny — To(M, N) — To(M",N) — 0
avec tous les morphismes fonctoriels. En particulier, Tg{—, N} est exact & droite

et T,(—, N) = 0 pour tout n < 0.
Notre objectif présent est de montrer la compatibilité de ces deux construe-

tions, c’est-d-dire ’existence d’isomorphismes T™(M, N) = T, (M, N) pour tout
n > 0, fonctoriels en M et en N. On procédera comme & la section 3.

LeMME 4.1. (a) Pour tout A-module M, il existe un isomorphisme de fonc-
teurs TO(M, ~) S M ®4 —.

(b) Pour tout A°?-module N, il existe un isomorphisme de foncteurs To(~, N)
O -~ RN,

DEMONSTRATION, On se contentera de prouver (a}, la démonstration de (b)
étant semblable. Soient N un A-module 4 gauche et

P. s Py By p S p by g

une résolution projective de V. Alors on a le complexe M ® (P ).

M®dz Med
— M — MQPL — M@ Py —0

et TO(M,N) = Hy(M @ (Pn)s) = (M®Py)/Im(M ®d;} = Coker(M ®d;). Par
contre, en appliquant M ®4 — A la suite exacte

P p SNy o
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on obtient une suite exacte
M@d M@d,
M@P, —  M®P —s M®N — 0.

Par conséquent, M & N = Coker(M ® d;) > T°(M,N). On a I'isomorphisme
cherché. On vérifie aisément la fonctorialité, O

LEMME 4.2. (a) 5% My est plat (par ezemple projectif), alors T"(M,N) =0
pour tout A°P-module N et tout n > 1.

(b) 8% 4N est plat (por exemple projectif}, alors To(M,N) = 0 pour tout
A-module M et tout n > 1.

D#EMONSTRATION. On se contentera de prouver (a), la démonstration de (b)
étant semblable. Soient N un A°P-module et

B, i Pp— P — Py — N —0

une résolution projective. Comme M est plat, le foncteur M ® 4 — est exact,
Par conséquent, le complexe M ® P, est exact et donc M ® {Py). est exact en
tout degré > 1. Done T*(M,N) = H,{M ® (Py).) =0 pour tout n > 1. O

LEMME 4.3 (DE DECALAGE). (a) Sotent M un A-module, N un A°?-module
el

P Py g g ey

une résolution projective. Posant L, = Kerd, pour n = 0, on a des isomor-
phismes fonctoriels

TPHYM, NY S TY(M, Lo) ™ -+ S THM, Ly, 1)
(b) Soient N un A-module, M un A°P-module et

d’ d} d}
P — P 5P L P LM -—0

*

une résolution projective. Posant Ll = Kerd' our n > 0, on a des isomor-
k1! T 7
phzsmes fO'nCtO?'ZClS

Tat1(M,N) = T (Lo, NY S - S Ty(L,_, N).

n-—13%

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver (a), la démonstration de
(b) étant semblable. Par récurrence, il suffit de montrer le premier isomor-

phisme T"Y(M, N) = T™(M, Lg). La résolution projective P, de N induit une
résolution projective P, de Lg:

P! i Py 2P Ly — 0,

Appliquant M ® 4 — au complexe (P;,_)., on obtient

M@ds
M@ (Pp,)e i M@P, —— M®&P, — 0.
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Donec

TH(M,Lo) = Hp(M®(Fr,)e)
= Ker(M ®dpt1)/Im{M ® dpy2)

— Hn+I(M & (PN)*)
= T"{M,N).

Enfin, la fonctorialité est évidente. O
Nous pouvons enfin énoncer le résultat principal de cette section.
THEOREME 4.4, Soient M un A-module, N un A°?-module et

P, o P P — Py — M —0

P! iio— P} — P — P},— N—0

respectivemnent une résolution projective de M et une résolution projective de N.
Pour tout n > 0, on a un isomorphisme

Ho(M ® (Py)e) = Ho((Pr)e @ N)
fonetoviel en M et N. En d’autres termes, T (M, N) > T,(M, N).

DEMONSTRATION. Semblable & celle du théoréme (3.4) et laissée en exer-
cice.[J

DEFINITION. Soient M un A-module et N un A°P-inodule. La valeur com-
mune de T"(M, N) et T, (M, N) est appelée n*™® module de torsion de M et N.
Elle est notée Tors, (M, N).

Nous avons bien montré que Torz (—, —) est un bifoncteur, covariant en cha-
cune de ses deux variables. Nous avons augsi prouvé le théoréme suivant.

THEOREME 4.5, (a) Soient M un A-module, ete0 —> N' — N — N —

0 une suite exacte courte de Mod A°P. Il existe une suite exacte longue d’homolo-
gie dens Mod K

coo s Tor (M, N") 5 Tor (M, N') — Tor (M, N) — Tor(M,N") — -
e Tor M, N") S M@N S M@N s M@N" -0

avec tous les morphismes fonctoriels.
(b) Soient N un A°P-module, et 0 — M' — M — M" — 0 une suite

ezacte courte de Mod A. Il existe une suite ezacte longue d’homologie dans
Mod K

. -—»Tor,fH(M”,N)iTorﬁ(M',N)—»Torﬁ(M, Ny Tor2(M",N)—- ..
.= Torf(M",N}) 5 M@ N - M@N > M"Q®N -0

avec tous les morphismes fonctoriels. [
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Comme on le voit, le foncteur Tor corrige le manque d’exactitude a gauche
du foncteur produit tensoriel. On laisse au lecteur le soin de reformuler les
lemmes (4.1) et {4.3) avec la notation Tor. Pour notre part, nous montrerons la
généralisation suivante du lemme (4.2).

THEOREME 4.6. (a) Les conditions suivantes sont équivalentes pour un A-
module M :

(i) M est plat.
(i) Tor{(M,—) =0.
(iii) Tor(M,—) =0 pour tout n > 1.
(b) Les conditions sutvantes sont égquivalentes pour un A-module N:
(i) N est plat.
(i) Tor(—, N} =o0.
(it} Tor2(—,N) = 0 pour tout n > 1.

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver (a), la démonstration de (b}
étant sernblable. On a prouvé en (4.2) que (i) implique (lii). Comme il est clair
que (it} implique (ii), il reste & montrer que (ii) implique (i). Supposons done le
A-module M tel que Torf(M, -} =0 et soit 0 — N’ —» N — N — 0 une
suite exacte de A-modules 4 gauche. Il suit du théoréme (4.5) que l'on a une
suite exacte de Mod K

0=Torf(M,N") — M@N' — M®N — M®N" — 0.
Donc M @4 — est exact: M est plat. O

Rappelons que si A est noethérienne, il y a identité entre modules plats de type
fini et modules projectifs de type fini (VI1.2.8): le théoréme précédent caractérise
alors les modules projectifs de type fini.

Enfin, Tor se comporte comme le produit tensoriel vis-a-vis des sommes di-
rectes.

THEOREME 4.7, (a) Soient N un A°P-module, (My)rean une famille de A-
modules et n > 0. On o un isomorphisme fonctoriel

'Ibr,’f(@M,\,N):r @Tor#(MA,N).

ACA AEA

(b) Soient M un A-module, (Nx}aea une famille de A-modules et n > 0. On
o un isomorphisme fonctoriel

Tor (M, EB Ny = EB Tord (M, Ny).
AEA AEA

DEMONSTRATION, Semblable & celle du théoréme (3.7) et laissée en exercice.[]

On note que, si M (ou N) est un bimodule, alors il suit des définitions
que Tor/s (M, N) acquiert une structure induite de module. Les isomorphismes
précédents deviennent alors des isomorphismes pour cette structure. On a d’autre
part la généralisation suivante de (V.1.3)(i) et (V), exercice 8, qui n'a pas
d’analogue pour Ext, et permet d’échanger les deux variables de Tor.
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PROPOSITION 4.8, Soient Ma, aN deur A-modules et m > 0. On a un iso-
morphisme fonctoriel Tor2 (M, N) = Tor2™ (N, M). En particulier, si A est une
algébre commautative, alors Tor (M, N) ™ Tora(N, M).

DEMONSTRATION. Scit
P, e P — P — M — 0

une résolution projective de M. Par (V), exercice 8, on a des isomorphismes
fao:Pa®4 N —= N @400 P, définis pour chague n > 0 par y, ® 21— z @y, (0l
z € N et y, € P,). La famille de morphismes ( f)>0 induit un iscmorphisme de

complexes (Par)« ® N = N ® (Ppr)s. Les modules d’homologie de ces complexes
sont done isomorphes. J

EXEMPLE 4.9. Soient A une K-algébre et I un idéal & gauche de A. L'inclu-
sion canonique j : I — A induit une suite exacte de Mod A°?

O—r[LA—rA/I—)[).

Soit M un A-module arbitraire, Si on applique & la suite précédente le foncteur
M ®4 —, on obtient une suite exacte

M@j
0 = Tor(M, A) —bTOI‘f(M,A/I)—)M@AI;?M®AA—PM®AA/I—PO

oll le premier terme s’annule car 4A est projectif (donc plat). Compte tenu

de Pisomorphisme fonctoriel M ®4 A= M, il en résulte que Tori! (M, A/I) est
isomorphe au noyau de application M ®4 I — M définie par m ® 2 — mz (ot
m e M et z € I}. De méme, si n > 0, on voit que

TorﬁJrl(M,A/I) = Tord (M, I).

Il existe plusieurs identités fonctorielles reliant Ext et Tor. Nous en prouverons
une, qui généralise (VI.2.7). Nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 4.10. Soit I un A-module injectif. Pour tout complere ascendant C*
de A-modules, et tout n > 0, on a des isomorphismes fonctoriels de K-modules

H,(Hom{C* I}) = Hom(H"(C*), ).
DEMONSTRATION. Soit en effet C* = (C", d")
o RIS T R A X s o I
On a, pour tout »n, une suite exacte courte de A-modules
0 — Imd® — Kerd™! — H™(C*) — 0.
En appliquant le foncteur exact Homa(—, I}, on obtient la suite exacte

0 — Homa (H™(C*),I) — Homu(Ker d***, I) — Homu(Imd™, 1) — 0,
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[exactitude de Homa(—,I) donne en outre
Homu(Kerd™1,I} =  Coker Homa(d"t!, I}
= Hom4(C" I)/ImHoma(d"t",T)
et
Homs(Imd™, I} = CoimHomyu(d",I)
Hom4(C™, I}/ Ker Hom(d™, I).

La suite exacte courte
0 — Homa(H™(C*),I) — Hom4(C™, I)/ ImHomy (", I) —
Hom 4(C™, I}/ Ker Hom 4 (d™,I) — 0
et le théoréme d’isomorphisme donnent alors
Hom(H™(C*),I) = KerHomu(d",I)/ImHoma(d"*?,1I)
= H,(Homus(C*,I)). O

THEOREME 4.11. Soient A une K-algébre nocthérienne, B une K-algébre,
L un A-module de type fini, pM4 un (B — A)-bimedule et gI un B°P-module
injectif. Pour tout n > 0, on a des isomorphismes fonctoriels

Tor? (L, Homp(M, I)) = Homp(Ext’ (L, M), I).

DEMONSTRATION. Comme A est noethérienne et I4 est un module de type
fiui, il existe une résolution projective

P, e — Pp— PP — Pp— L —0

avec chaque F; un A-module projectif de type fini, Comme gI est injectif, il suit
de (V1.2.7) que l'on a un isomorphisme fonctoriel

L ®4 Homg(M,I) = Hompg(Hom (L, M), I}.

Si on remplace L par chaque terme de (PL)«, on obtient un isomorphisme de
complexes

(PL)s ®4 Hompg (M, I} > Homp(Homa((PL)., M), I).

Les modules d’homologie respectifs de ces deux complexes sont done isomorphes.
Le lemme (4.9) donne donc

H,((Pp)s ®a Homg(M,I)) = H,(Homg(Homu4({Pr)., M), 1))
= Hompg(H"(Homa({Pr)«, M), I).
On a bien Tor (L, Homz(M, I)) = Homp(Ext} (I, M), I). O

En particulier, si K est un corps et A une K-algébre de dimension finie, on sait
qu'on a une dnalité D = Homg(—, K) entre A-modules 3 droite et A-modnles a
gauche de type fini. On en déduit 1'énoncé suivant,
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COROLLAIRE 4,12, Soient K un corps, A une K-algébre de dimension finie
et L. M deuz A-modules de type fini. Pour tout n > 0, on a des isomorphismes
fonctoriels

Tor (L, DM)- D Ext% (L, M).
En particulier, L ® 4 DM = DHomu (L, M),
DEMONSTRATION. En effet, K est un K-module injectif. O

Notons que le deuxit¢me énoncé du corollaire suit déja de {VL.2.7), ainsi qu’on
'a observé en (VIIIL4),

Pour achever cette section, remarquons que (4.6} semble suggérer que dans la
définition des foncteurs de torsion, on peut remplacer les résolutions projectives
par des résolutions plates (voir (V.2)). Nous prouvons que c’est le cas.

LEMME 4.13. Soient M, et 4N deur A-modules et n > 0.

(a) Si P, e — Py A, P , Py D, M — 0 est une résolution
plate de M4, alors on o un isomorphisme fonctoriel

Tor (M, N) = H,, ((Par)s ®4 N).
(b) §i P, .. — Py 5 pp B pr BN 0 est une résolution
plate de 4N, alors on a un isomorphisme fonctoriel

Tor (M, N) = Hy (M @4 (Pi)a) .

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver (a), la démonstration de (b)
étant semblable, On utilize la récurrence et le décalage. L’énoncé est vrai pour
n = 0, car — @4 N est exact & droite. Soit 0 — L S, By o, M — 0 exacte
courte, alors on a une suite exacte

0 — Tor®(M,N) 1 Loa N2 Pho s N Mo, N — 0

d’ott Torf (M, N) = Ker(f ® N). Or L = Kerdy donne une suite exacte Py A,
P, L L — 0,00t dy = fg. On en déduit la ligne supérieure du diagramme
commutatif & lignes exactes

42N goN
P4 N — PRP®@s N — L®sN —— 0

lu llplg,,w lf@N

di@N
0 — Ker(i®N) —— PiesN 225 peN

oll I'existence du merphisme v suit de ce que (ds ® N}(d; @ N) = 0. Comme

il est clair que Imu = Im(ds ® N), le lemme du serpent (11.3.6) donne que

. Ker(di @ N} . )
: 2O ~ b (Par)s . Pour n > 2, 2
Ker(f ® N) > Tm{dz @ V) S Hy (Pu)s ®4 N). Pour n > 2, on considire la

résolution plate

B, RN L. Ny LIRS SN
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de L, et on déduit de la récurrence
Tor (M, N} = Tor? (L, N) = Ha_y ((ﬁL) R4 N) = Hn ((Pa)s ®4 N). DO

5. Suites exactes courtes et extensions.

L'expression “extension de N par M" avait déja été employée en (111.4,8)
pour désigner les suites exactes courtes de la forme

0—N-—>FE—M-—70.

Nous étudierons maintenant la relation entre ces suites exactes courtes et le
premier module d’extension ExtL(M , N}, Nous commengons par définir une
refation d'équivalence sur I'ensemble des extensions de N par M. Deux telles
extensions

e O—rN—‘F»Ei»M—)O
at
o o-NIE S Mo

sont dites équivalentes s'il existe un morphisme h : E — E’' tel que hf = f' et
¢'h = g. En d’autres termes, e et €’ sont équivalentes s'il existe un diagramme
commutatif & lignes exactes de la forme

e 0o > N S E M o0
'Jrln lh J,lM
e 0—>NLE’LI>M—)O

Il suit immédiatement du lemme des 5 (voir (I1.3.5}) que, si c’est le cas, alors

k est un isomorphisme et par conséquent E - E', 1l est important toutefois de
remarquer que cette derniére condition ne suffit pas pour définir une équivalence
entre e et e: il faut non seulement qu’il existe un isomorphisme entre F et E’,
mais en outre qu’un tel isomorphisme rende le diagramme ci-dessus commutatif.
Il est facile de vérifier que la relation précédente définit bien une équivalence
sur I'ensemble des extensions de N par M. La classe d’équivalence d'une exten-
sion e sera notée {e|, et 'ensemble quotient £(M, N). L'objectif de cette section
est de montrer que E(M, N) s’identifie & Exth (M, N). On en déduira une forme
explicite pour le premier morphisme de liaison dans les suites exactes de (3.5).

EXEMPLES 5.1. (a) Solent M, N deux A-modules. Deux extensions de N par
M qui sont scindées en tant que suites exactes sont toujours éqnivalentes; en
effet, il suit de la définition d’une suite exacte courte scindée que toute extension
scindée de N par M est équivalente &

(% [10]
0—N-—5MeN—M—0

{b) Soit 0 — Z, S B 5 Zp —+ 0 une suite exacte courte de Mod Z
(ol p est un nombre premier). Alors ordre du groupe E est égal & p?. Par le
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théoréme fondamental de structure des groupes abéliens finis, on a donc deux

termes médians possibles, a savoir K-> Z, & Z, et £ Zy. Dans le premier
cas, la suite exacte est scindée. Nous montrerons que, si p # 2, alors il existe au
moins deux suites exactes non-équivalentes dont le terme médian est Zpz. Soient
en effet

e 0— Zp 23 Zyp 242, — 0
olt f:1 Petgestle conoyau de f, et

e!

0—7, L7, 57, 0

ol f': T+ Zpet g estle conoyau de f'. Alors Imf' = PZ,z = Im f: en
effet, il est clair que Im f est le sous-groupe de Zp2 engendré par p, et pour
montrer que Im f’ est aussi égal & ce sous-groupe, il suffit de montrer que p ¢
%sz, c’est-d-dire qu’il existe k tel que 7 = 2kp, ou encore tel que p divise
2k — 1, et c’est évidemment le cas puisque p est un nombre premier distinct de
2. Par conséquent, g = ¢'. 5i donc e et o étaient équivalentes, il existerait un
morphisme h : Zyz — Z,2 tel que f' = hf et g’h = g. La premitre relation
donnerait A(F) = 2p, et cela contredirait la seconde.

Nous montrons maintenant comment utiliser des morphismes pour construire,
& partir d’extensions données, de nouvelles extensions,
Soit un diagramme & ligne exacte de Mod A

v
3]
o 0 — L 4L M 5 N — 0

Il suit de (IIL5.5) que ce diagramme peut étre complété en un diagramme com-
mutatif & lignes exactes

v S v o

e’ 0 — L
llL lu lv
e 0 — L L oM & N S o0

ou (U, u, g} est un produit fibré de v et g. En outre, Pextension & est uniquement
déterminée & équivalence prés. On a montré qu'un morphisme v : V — N induit
une application £(v,L} : £(N,L) — £(V,L). L’image {e'} de la classe {e] est
notée £(v, L)|e] = lev].

Dualement, soit un diagramme & ligne exacte de Mod A

e O—vL—f»MirN—>0

[

U
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11 suit de (T11.5.9) que ce diagramme peut étre complété en un diagramme com-
mutatif & lignes exactes

e 0o — L oM 5 N
l‘u. lﬂ 1N
e 0o — v S ov SN o

ot (V,u, f') est une somme amalgamée de v et f'. En outre, I'extension &
est uniquement déterminée & équivalence prés. On a montré qu’un morphisme
1 : L — U induit une application £(N,u) : E(N,L) — E(N,U}. L'image [¢'] de
1a classe [e] est notée E(NV, u}le] = [uel.

On laisse au lecteur la démonstration facile que £(—, —) est un bifoncteur
(appliquant deux modules sur un ensemble) covariant dans sa seconde variable
et contravariant dans sa premiére.

Afin de comparer l'ensemble £(M, N) au K-module Extl (M, N), on com-
mence par construire une application du premier dans le second. Soit e une
extension de N par M

e O—»NLE—g»M—vO.

Le foncteur Hom 4 (M, -} appliqué 4 e donne une suite exacte de cohomologie

Hom 4 (M,gq)} [ 1
- — Homuy(M,F} —— Homa(M,M) —— Ext(M,N) — ...

oll on a noté 8 le morphisme de liaison. On affirme que 'élément §.(13) €
ExtL(M,N ), que Pon appelle la classe caractéristique, ou 1'obstruction de e, ne
dépend que de la classe d’équivalence [e]. Soit en effet

N 0N B Sm

une extension équivalente. Il existe un diagramme commutatif 4 lignes exactes

e 0o — N L B 9% M o — o
b1 T
o o — v Lop L oM

La fonctorialité du morphisme de liaison donne un carré commutatif

8
Homa(M,M) —— ExtL(M,N)
s b
8o
Homa(M,M) —— Exth(M,N)

et donc de(lar) = Ser(lar). On a ainsi défini une application ¢ = parn
E(M,N) — Exty (M, N) par ple] = 84(1pr).
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Nous montrons maintenant comment calculer explicitement la classe car-
actéristique [e] de e. Soit

P, iy p g Y g

une résolution projective de M, alors il suit du théoréme de comparaison (2.1)
que l'on a un diagramme commutatif & lignes exactes

P, i — P %y, op M, g b oy L
I ¥
e o — N L B £ M o

En particulier, hidy = 0 de sorte que hy € KerHomg4(d2, N). Comme

Exth (M,N) = H' (Hom4 ((Pa)s, N))
= KerHom4(dz, N)/Im Hom 4(d1, N)

il s’ensuit que h; détermine un élément hy + ImHoma(dy, N) de Extl (M, N).
D’autre part, (2.1) nous dit aussi que k1 est uniquement déterminé & homotopie
prés (et donc sa classe dans H' (Homa ((Par)s, N)) est uniquement déterminée)
et enfin iy ne change pas si on remplace e par une extension équivalente de sorte
que hy +ImHom4{d,, N} ne dépend que de la classe [e].

Il est possible d’exprimer autrement le morphisme ky. Notons I = Imd; et
p: P — L j: L — Frespectivement la projection et ’inclusion canoniques,
alors la relation hidy = 0 signifie qu'il exisie L : L — N tel que hy = hp, de
sorte que l'on a un diagramme commutatif & lignes exactes

i da

g 0 — L —— B M — 0
b e |
e o - N L B & M — o0
En particulier, on a [e] = [heg].

LEMME 5.2, Avec les notations précédentes, ple] = hy + Im Homa(dy, N).

DEMONSTRATION. 11 s’agit de calculer 'image de 144 par 8, : Homy (M, M) —
Exth (M, N). Pour cela, on observe que les suites exactes eq et e induisent un
diagramme commutatif & lignes et colonnes exactes

G 0 0
0 — Homa(M,N) — Homyu(M,E) — Homa(M,M)

0 — HO]’IIA(PQ,N) — HomA(PU,E) — HOIHA(PO,M) — 0

0 — Homux(L,N} — Homu(L,E) — Homa{L,M)
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oll tous les morphismes sont les morphismes induits. Le morphisme 6, est obtenu
par une application du lemme du serpent (I1.3.6) aux deux lignes inférieures, donc
la classe caractéristique fa(1ps) est égale &

Hom 4(p, N)Hom (L, f)" ! Hom (4, E) Hom4( Py, g) ™! Hom a(do, M)(1pr)
+TIm Homau(dy, N)
= Homa(p, N) Homy(L, f} * Hom(j, E) Homa(Po, g) "' (do)
+ Im Hom 4{d,, N} .

Le morphisme hy : Py — E satisfait do = ghg = Homa(Fs, g){ho) de sorte que

6e(1pr) = Homy(p, N)Homa(L, £y~ Homa(j, E)(ho) + Im Hom 4(ds, N)
= Homa(p, N)Homa(L, )7 (hos) + ImHom4(ds, N).

Enfin, h: L — N satisfait hoj = fh = Homa(L, f)(k) et on a

Sa{lar)

I

Homy (p, N)(R} + Im Hom4(d1, N)
hp + Im Hom 4 (d;, N)
= hy +ImHomu(di,N). O

Il

COROLLAIRE 5.3. gle] = 0 st ef seulement si la suite ezacte e est scindée. En
particulier, si Exty(M,N) = 0, alors toute extension de N par M est scindée.

DEMONSTRATION. En effet, ¢[e] = 0 si et seulement si by € ImHom4(dy, N),
cest-a-dire si et seulement s'il existe A’ : Py — N tel que h; = R'd;, ou encore
h = h'j. Par la propriété universelle de la somme amalgamée F de h et j, c'est
le cas si et seulement si e est scindée. [J

On remarquera qu'il existe une preuve de (5.3) utilisant simplement la défini-
tion de ¢: en effet, e est scindée si et seulement si g est une rétraction, ce qui est le
cas si et seulement si 1y € ImHom (M, g). Comme Im Hom 4(M, g) = Ker 6,
cela montre que e est scindée si et seulement si §(1as) = 0.

Nous arrivons au résultat principal de cette section.

THEOREME 5.4. Soient M, N deur A-modules. L’application ¢ = ppn -
E(M,N) — Ext! (M, N) est une bijection fonctorielle en M et N, dans laquelle
la classe de Uertension scindée correspond & 0 € Exthy(M,N).

DEMONSTRATION. On construit I'application réciproque ¢ : Exty (M, N) —
£(M,N). Soit

P, ---—bPzﬁi_Pli;PDﬂ;M—rO

une résolution projective de M. On note encore L = Imd;, et p: Py — L et
7 : L, — Py respectivement la projection et I'injection canoniques, de sorte que
I’on a une suite exacte courte

eo 0L p M o,
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Soit « € Exth(M,N). Alors il existe hy : Pi — N tel que hidy = O et = =
hi+ImHoma{d;, N). La condition k1d2 = Orevient 3 dire qu'il existe h : L — N
tel que hy = hp. On pose alors ¢'{x) = [heg].

J do

€g 0 — L 4) PQ M —s 0
l h J’hn l 1
heg 0 — N Jo 0B & M oo

I1 faut montrer que cette définition ne dépend pas du choix du représentant hq de
la classe x. Soient hy, h] € Ker Homa{dz, N) tels que h] —hy € ImHom 4(d;, N),
c'est-A-dire tels qu’il existe 5 : Py — N vérifiant h] — h; = sd;. Posant hy = hp
et bl = h'p, on a B’ — h = sJ (puisque p est un épimorphisme). On a alors un
diagramme commutatif & lignes exactes

i do

€g 60 — L — B 45 M — 0
lh" lhrlﬂ‘s llM
h'eo 0o — N L B & M — 0

En effet, fh' = f(h+87) = hog + f5j = (hg+ fs)j et g(ho + fs) = gho = dp. 1l
suit de I"unicité dans (I11.5.9) que [heg] = [h'eg]. Cela achéve de montrer que ¢’
est définie sans ambiguité.

Nous prouvons maintenant que ¢ et ¢¢' sont mutuellement inverses. Montrons
d’abord que wy' = 1, Soit & = hy + ImHomy(d;, N) € Exty(M,N), alors
' (x) = {hey), ot h et eg sont comme plus haut. I suit de (5.2) que [heg] =
hp + ImHom 4(dy, N) = x. Maintenant, montrons gqne ¢'¢ = 1. Soit [e] €
E(M,N), on a plel = hp + InHom4(dy, N), ot hp: P, — N suit, comme on
I'a vu, d’une application du théoréme de comparaison. Alors ¢'ple] = ' {hp +
Im Hom 4 (d1, N)) = [heg], et on a [hey! = [e], par Punicité dans {II1.5.9).

Enfin, la fonctorialité de o suit de celle du morphisme de liaison, et le dernier
énoncé suit de (5.3). O

On pourrait, dualement, partant d’une suite exacte
e 0O—N—-F—>M-—0

lui appliquer le foncteur contravariant Hom 4(—, N) et considérer 'image de 1y
par le morphisme de liaison &, : Hom 4 SN ,N) = Ext4 (M, N). Elle permet de
définir une application £(M, N) — Ext, (M, N) par {e] — 8.(1y). On montre
comme plus haut, en utilisant une résolution injective de N, que c’est une hi-
jection fonctorielle en M et N, dans laquetle la classe de la suite exacte scindée
correspond & 0 € Ext} (M, N).

Les bijections réciproques du théoréme sont des bijections d’ensembles. Com-
me Fxt} (M, N) est un K-module, on peut transporter sa structnre sur £(M, N,
faisant également de ce dernier un K-module. Nous n’expliciterons pas ici cette
structure induite. Identifiant £(M, N) et Exth(M , IV} an moyen des bijections
précédentes, nous avons le trés utile corollaire suivant.
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COROLLAIRE 5.5. (a) Soient M un A-module ete:0 - N ' > N - N" —
0 une suite eracte courte, alors le morphisme de liaison Hom,(M,N") —
ExtL (M, N'} est donné par v — [ev].

(b} Soient N un A-module ete: 0 - M’ — M — M" — 0 une suite ezacte
courte, alors le morphisme de lizison Homa(M', N) — Extly(M", N) est donné
par v [ue].

DEMONSTRATION. On se contentera de prouver (a), la démonstration de (b)
étant semblable. Soit v € Hom4({M, N"), on a un diagramme commutatif a
lignes exactes

ev f — N — E —— M — 0
L
e 0 — N — N — N' — 0

qui iuduit, par application du foncteur Homa (M, —)}, un carré commutatif

Hom4 (M, M) LN ExtL (M, N')
lﬂomA(M ) 11
Homa(M,N") —" Exti(M,N")
4 cause de la fonctorialité du morphisme de liaison. On a donc
ba(v) = be Homa (M, v)(1ar) = Sau(lar) = wlev].
Comme plev| est identifié & [ev], on a fini. O

1l est possible de généraliser les 1ésultats de cette section en donnant une
interprétation des modules Ext% (M, N} (avec n > 1) comme ensembles des
classes d’équivalence des suites exactes de la forme 0 — N — E, — .. —
Ey — M — 0 ainsi que des morphismes de liaison correspondants. Nous ne
le ferons pas ici, et terminons sur un exemple.

EXEMPLE 5.6. Soit p un nombre premier. Il suit de 'exemple 4 la fin de la
section 3 que l'on a Exté(Zp,Zp) = Zap [0y = Ty, D’autre part, par Pexemple
(6.1)(b) plus haut, les suites exactes courtes

0-—Zp 520 272, — 0

oil fi (avec 0 < k < p— 1) est défini par T 1 kp, forment un ensemble complet
de représentants des classes d’isomorphismes d’extensions de Z, par lui-méme.
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Exercices du Chapitre IX,

1. On considére Z comme une catégorie dont les objets sont les éléments et
pour chaque paire (n,k) ol n € Z et & > 0, il existe un morphisme unique
n — 1+ k. Montrer que les complexes sur Mod A coincident avec les foncteurs
Z — Mod A et les morphismes de complexes avec les morphismes fonctoriels.

2., Montrer qu'un morphisme de complexes fu. = (fn)nez est un monomor-
phisme (ou un épimorphisme} si et seulement si chaque f, Dest.

3. Solent G = (C},,d},) et CJ = (Cl, d!) deux complexes. Montrer que le

complexe 4 @G = (C’,}'1 acl, [do" d‘?, ]) est la somme directe de ¢ et €V dans

la catégorie Comp,. Montrer que, pour tout n, on a Hy, (C, & C¥} > H,(C.) &
Hn(C).

4. Soit C, un complexe avec d, = 0 pour tout n. Montrer que H,(C,) = C,
pour tout 7.

5. Démontrer en détail les résultats sur la cohomologie énoncés & la fin de la
section 1.

6. Soit 0 — C, — C, — CY — 0 une suite exacte courte de la catégorie
Comp,. Montrer que si deux des trois complexes C, C\, CV sont exacts, il en
est de méme du troisidéme.

7. Soit f, : €, — €% un morphisme de complexes. Montrer que, si Ker f, et
Coker f, sont des complexes exacts, alors Hp{f.) est un isomorphisme pour tout
.

8, On considére le complexe «-+ — Zagp %5 Zag %> g — -+ de Z-
modules, avec d(Z) = 8F pour tout T € Zgs. Calculer la suite exacte d’homologie.

9. Solent C, et C! deux complexes, et f,, g« : Cv — C’ deux morphismes
homotopes. Montrer que, pour tout foncteur contravariant F, les morphismes
F(f.) et F(g.) sont homotopes.

10. Un morphisme de complexes f, : C, — C! est un homotopisme s'il existe
fo: Oy~ Cutel que fofy ~ 1o et fuf ~ 1g,.

(a) Montrer que, si f, : Ci —+ () est un homotopisme et f, f7 : &% — C,
sont tels que fy fo ~ 1o, et fif) ~ 1¢v, alors f] ~ fl.

(b} Montrer que, si f, est un homotopisme, alors H,(f.) est un isomor-
phisme pour tout n.

(c} Montrer que la composition de deux homotopismes est un homotopisme.

{d) Montrer que tout morphisine homotope 4 un homotopisme est un ho-

motopisme.

11. Solent C, un complexe et n € Z. Montrer que, pour tout foncteur ex-

act covariant (ou contravariant) ¥, on a H,(FC,) = FH,(C,) (ou H*(FC,) >
FH,(C,), respectivement).
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12. (a) Solent C, = (Cn,d,), CL = (CL,d!) deux complexes et fu: C, — C!
un morphisme. Pour chaque 7, on pose My, = C,_y @ C), et on défiuit &, :
Mp — Mp_1 par 6,(Tn-1,7;,) = (—dn-1(Zn-1),dp(z) + fa-1(Tn-1)). Montrer
que M{ = (M., 8,) est un complexe (appelé le edne sur f),
(b) Soit C} le complexe obtenu de C, en augmentant les indices de 1:
CF = Cy_1, avec les différentielles évidentes. Montrer que H,(C}) = H,_1(C.).
(¢) Montrer qu’il existe une suite exacte de complexes

0o —co Mol —o

*
ol Up : O, = Cr1 & CJ est donné par z, — (0,z]) et v : Cpa @CL — Cpy
est donné par (zn..1,z)) — T

(d) Montrer que la suite d’homologie de la suite exacte courte de (c) est

]
oo Ho 1 (CL) — Hy i (ME) — Ho(CL) " HA{CL) — Ho (M) — -+
oi1 le morphisme de liaison § est égal & H,,(f.), le morphisme induit de f,.

13. Soient €, un complexe de A-modules, sMp un bimodule et Ny un
module, Montrer ’existence d’un isomorphisme fonctoriel

Homp(C. ®4 M, N) = Homy4(C,, Hompg (M, N)).

14. Prouver en détail (4.4).
15. Prouver en détail (4.7).

16. Montrer que, si K est un corps, M4 et N4 sont des modules de type
fini sur une K-algébre de dimension finie 4, alors Ext (M, N) est un K-espace
vectoriel de dimension finie,

17. Montrer que, si K est un corps, M, et 4N sont des modules de type
fini sur une K-algsbre de dimension finie 4, alors Tor{'(M, N) est un K-espace
vectoriel de dimension finie.

18. Soit 0 — M’ — M — M" — 0 une suite exacte courte. Montrer
que:
(a) Un morphisme f': M’ — N se prolonge & nn morphisme M — N si et
seulement si I'image de f’ par le morphisme de liaison Hom4(M’, N) —
Ext! (M”, N) est nulle.
{b} Un morphisme f“: N — M" se reléve en un morphisme N — M si et

seulement si 'image de f” par le morphisme de liaison Hom 4 {N, M*} —
ExtL (N, M') est nulle.

19, Soient 0 — M' P —+ M 0t —w L — T — L — 0
deux suites exactes courtes, avec P projectif et [ injectif, Montrer que !'on a un

isomorphisme de K-modules Extl, (M', 1} = ExtL (M, I/).
20. Soient deux suites exactes courtes de A-modules

O—tMi;P——hX—rO
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0—Y —I-5N—0

avec P projectif et I injectif. Montrer que:

_ Ker Hom4( f, g)
. AlJ,
() Bxta (oY) = RerRoma(7, 1) + Kot Homa(Pg)

(b) Ext4(X,Y) = Coker Hom 4(f, g).
(c) Ext%(X,Y) > Exty3(M, N) pour n > 2.

21. Soient deux suites exactes courtes de A-modules
0— My LPA—rxA—z»U
[)—>AN—grAQ—>AY—r0

avec P, Q) projectifs. Montrer que
Im{f ® Q) NnIm(P ® g)
Tm(f ® g) '
(b) Tory(X,Y)> Ker{f @ g).
{¢) Tor?(X,Y)= Tor? (M, N) pour tout n > 2.

(a) Tor‘l4 (X, V1>

22. Soient m, n deux entiers de pged égal & d. Montrer que
Bty (Zgm s B} = g

23. Soit GG un groupe abélien avec mG = G pour un m € Z, Montrer que
toute suite exacte courte 0 — G — E — 7, — 0 est scindée.

24. Soit (@ un groupe abélien de torsion. Montrer que

Exty(G, Z) = Homg (G, R/7Z).

25. Soit G un groupe abélien. Pour n > 0, on note Gin| = {r ¢ G | nz = 0}.
Montrer que TorZ(Z,,G) ™ G|n).

26. En appliquant — ®z Z, a la suite exacte courte de Mod Z

00—z z—z, —0

olt f:z — nz, montrer que Tor% (Zon, Zop) = L.

27. Montrer que, si n et m sont copremiers, alors Tor2(Z,, Z,,) = 0.

28, Soit 0 — M’ — M — M’” — 0 une suite exacte courte avec M’ et
M plats. Montrer que M est plat.

29. Soit 0 — M’ — M — M'" — 0 une suite exacte et scindée de A-
modules. Montrer que pour tout A-module X et tout n > 0, les snites induites

0 — Ext’y (X, M) — Ext’ (X, M) — Ext%(X,M"} —0

et
0 — Exth(M", X) — BExtj(M,X) — BExt} (M, X) —0
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sont exactes et scindées,
30. Répéter Vexercice précédent pour Tor au lieu de Ext.

31. Montrer qu'un A-module M est projectif (ou injectif) si et seulement
si Bxt} (M, 8) = 0 (ou Bxt4 (S, M) = 0, respectivement) pour tout A-module
simple 5.

32, Soient A une algébre noethérienne, M un A-module de présentation finie,
{N>)xea une famille arbitraire de A-modules. Montrer que, pour tout n > 0, on
a des isomorphismes

Ext? (M,@NA) = EP ExtE (M, Ny).

AEA AEA

33. Soient A une K-algébre, I un idéal 4 droite et J un idéal & gauche.

Montrer que Tory (A/1, A/J) = _I_ﬂ_.{

34. Donner une démonstration de (5.4) au moyen d'une résolution injective
de N.

35. On considére le diagramme 4 lignes exactes

e 6 — L4, — M — N — 0
fl lh
ey ¢ — L2 — Mz e NQ — 0

Montrer qu'il existe g : My — Ma rendant le diagramme commutatif si et seule-
ment si [fe,} = [eah].

36. Soit p un nombre premier. Décrire explicitement les éléments de

Ext% (Zp2, L2 ), Exté (Zp2 , ), Exté (Zps, Zy2), et Ext}% (Zps, Zps).




CHAPITRE X

Dimensions homologiques de modules et d’algebres.

11 est utile de mesurer & quel point un module est “€loigné” d’étre projectif (ou
injectif). Pour cela, on utilise essentiellement deux caractérisations des modules
projectifs: un A-module M est projectif si et seulement si Ext}q (M,-) =0, 0u
encore si et seulement g'il existe une résolution projective 0 — Fp — M — 0
de longueur nulle. Deux mesures du défaut de projectivité sont denc le plus
petit indice n tel que E)(tT'1 (M, —) = 0, ou encore la plus petite longueur d’une
résolution projective de M. On montrera que ces deux entiers sont égaux et
définissent ce qu’on appelle la dimension projective de M. On définit de méme
la dimension injective de M. Le suprémum des dimensions projectives des A-
modules égale le suprémum des dimensions injectives et est ce qu'on appelle la
dimension globale (A droite) de 'algébre A. L’objet de ce chapitre est I'étude de
ces dimensions.

1. Dimensions homologiques de modules.

DEFINITION. Soient A une K-algébre et M un A-medule. On dit que la
dimension projective de M est au plus n (ce qu'on note dp M < n) g’il existe
une résolution projective

0—F— .  — P —F—M-—D0.

Si n est le plus petit entier tel qu'il existe une telle résolution, on dit que la
dimension projective de M est égale & n (ce qu’on note dpM = n). Si aucune
telle résolution projective finie n’existe, on dit que la dimension projective de M
est infinie, et on pose dp M = co. On convient que dp0 = —oo.

ExeEMPLES 1.1, (a) Pour un A-module M, dp M = 0 si et seulement si M est
projectif et non nul.

(b) Soit 7 > 0 un entier arbitraire, Le Z-module Z,, est de dimension pro-
jective 1. on sait en effet qu'il existe une suite exacte courte de ModZ de la
forme

f

0—zZz-5z2-%7,—0

271
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ol f est définie pour a € Z par a — ma et g = coker f. Cette suite étant une
résolution projective, on a dp Z,,, < 1; d'autre part, Z,,, n'est pas projectif {(sinon
la suite serait scindée, et Z,, serait isomorphe 4 un idéal de Z, ce qui contredirait
le fait que ceux-ci sont de la forme nZ pour un n € Z) done dp Z,, =
{c) Soit [¥ 21, avec K un corps. On a vu en (VIIL1) que les modules pro-
jectifs indécomposables sont €114 (lequel est simple) et exn A, et qu'il existe un
monomorphisme €314 — egz4 de conoyau eggA/eqnJ (ot J = rad A), lequel
est simple. On a ainsi une suite exacte courte 0 — e A — epd —
egaA/egsJ —+ 0 de sorte que dp(egzAfeqst) = 1.
THEOREME 1.2. Soient A une K-algébre, M un A-module et n > 0. Les
conditions suivantes sont équivalentes:
(a) dp M < n.
(b} Extk (M, -) = 0 pour tout k > n.
(c) Ext% ™ (M, ) =0.
(d) Pour toute suite exacte

0—lpiqg—Ppqg— o — F—M—0
avec les F; projectifs, L,_1 est projectif.

DEMONSTRATION. (a) implique (b). Par définition, dire que dp M < n revient
& dire qu’il existe une résolution projective
b, i — Py — P — Py — M —0
de M avec P = 0 pour tout & > n. Donc Hom 4 (P, N} = 0 pour tout & > n et
tout A-module N, et par conséquent Ext* (3, N) HF (Homy ((Prr)e, N)} =0
pour tout k& > n.

(b) implique {c). C’est évident.
(c) implique (d). Soit une suite exacte

0—Lp1—FPhy— —FB—M-—0
avec les P; projectifs, et soit N un A-module. Par décalage,
Ext™ (M, N) > Extl(Lao1, N).

L'hypothdse (c) domne donc Exth(L,_j,—) = 0 et L, 1 est projectif (par
(IX.3.6))
(d) implique (a). Considérons une résolution projective de M & n — 1 termes

dnAl
anl %Pﬂﬁz ¥ ovan >P1 }PO }M FO.

Il suit de ’hypothése que L, 1 = Kerd,, .1 est projectif. Donc
0—Lp1— Pro— o — P 3 FPh—M-—0
est une résolution projective de M de longueur n. O

Il est utile de reformuler e théoréme précédent sous la forme suivante:

dp M = sup{n | Ext%; (M, -) # 0}.
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COROLLAIRE 1.3, Soit (M))rea une famille de A-modules, alors

dp (@MA) = gup{dp M) | X € A}

AEA

DEMONSTRATION. Cela résulte de ’équivalence de (a) et (c) dans le théoréme

précédent et de ce que Ext’y (@ My, -] > H Ext (M, —) par (IX.3.7). O
ACA ACA
COROLLAIRE 1.4, Soit 0 — L — M — N — 0 une suite exacte courte
de A-modules. On a les indgalités suivantes
(a) dp N < sup{dp M,dp L + 1} et l’égalité a lieu si dp M # dp L.
(b) dp L < sup{dp M,dp N — 1} et l’égalité a liew si dp M # dp N.
(c) dp M < sup{dp L,dp N} et U'égalité o liew si dp N #dp L +1.

DEMONSTRATION. Nous nous contenterons d’établir {(a), les preuves de (b) et
(c) étant analogues. Soient X un A-module arbitraire et » > 0. On a une suite
exacte longue de cohomologie

- — ExthTHI, X) — Ext%T (N, X) — Ext% MM, X)) — -

par (IX.3.5). Par conséquent, dp L < n et dp M < n+1 entrainent Exti"'z(N, -)
= 0, ¢’est-a-dire dp N < n+ 1, ce qui est bien I'inégalité cherchée,

Si l'inégalité est stricte, c'est-a-dire si dp N 5 sup{dp M,dp L + 1}, alors,
nécessairement, dp N < oo. Pour tout & > dp N et tout A-module X, la suite
exacte ci-dessus donne que ExtSH!(L, X)) Extit!(M,X). Par conséquent,

Ext: (L, —) = Ext5t1(M, —) et donc dp M = dp L. [}
EXEMPLE 1.5. Scient M un module de dimension projective finie n > 1 et
0O—Ph— - —PB —0F—>M—0

une résolution projective de M. Si Ly est le noyau de ’épimorphisme Fy — M,
on a une suite exacte courte

0— LQ — fb — M —0

et enoutre dpLyg =n— 1. OnaicidpM =n,dpFPy =0etdplg =n —1,
L’inégalité (c) est ici stricte, tandis que (a) et (b) ne le sont pas.

On a bien entendu les notions et résultats correspondants pour les modules
injectifs.

DEFINITION. Soient 4 une K-algdbre et M un A-module. On dit que la
dimension injective de N est au plus n (ce qu’on note diN < n) g'il existe une
résolution injective

0—N—I° gt ... /™ 50

Si n est le plus petit entier tel qu'il existe une telle résolution, on dit que la
dimension injective de N est égale & n (ce qu'on note diN = n). Si aucune
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telle résolution injective finie n'existe, on dit que la dimension injective de IV est
infinie, et on pose di N = oo. On convient que di0 = —oo.

ExeEMPLES 1.6. (a) Pour un A-module N, di N = 0 si et seulement si N est
injectif.

(b) Le Z-module Z est de dimension injective 1: en effet, on sait qu'un Z-
module est injectif si et seulement g'il est divisible et donc le module (non di-
visible) Z u’est pas injectif; par contre, 'inclusion de Z dans Q) induit une suite
exacte courte

0—Z—Q—>Q/Z —0

avec @@ et (donc) (O/Z divisibles: cette suite est donc une résolution injective.
(c) Soit 4 = [E 2], avec K un corps. On a vu en (VIIL4) que les modules

injectifs indécomposables sont eyaA-™ D(Aey) et eng/enJ = D(Aeg) (idi,
D = Homg(—, K) : mod A°? — mod A désigne comme en (VIIL.4) la dualité
standard). La suite exacte courte

0— e A — epd — eggA/enJ — 0
donne que di{e;1 A) =1,

THEOREME 1.7. Soient A une K-algébre, N un A-module et n > 0. Les
conditions suivantes sont équivalentes:
(a) diN < n.
(b) Exth(—, N} =0 pour tout k > n.
(c) Extht(~ N)=0.
(d) Pour toute suite ezacte

0—N—F ... L1 0
avec les I injectifs, L™ ' est injectif.
DEMONSTRATION. Semblable 3 celle de (1.2) et laissée en exercice. O
11 est utile de reformuler le théoréme précédent sous la forme suivante:
di N = sup{n | Ext}(—, N) # 0}.
COROLLAIRE 1.8. Soit (N))xea une fomille de A-modules, alors
di (H N,\) =sup{di Ny | X € A}.
AEA

DEMONSTRATION. Semblable & celle de (1.3) et laissée en exercice. O

COROLLAIRE 1.9, St} — L — M — N — 0 une suite exacle courte
de A-modules. On a les inégalités suivantes:
(a) diN < sup{diM,diL — 1}, et I’égalité o lieuw sidiM #diL.
(b) diL < sup{diM,diN + 1}, et 'dgalité o liev si diM #diN.
{c) diM < sup{diL,di N}, et ’égalité o liew si di L # diN + 1.

DEMONSTRATION. Semblable & celle de (1.4) et laissée eu exercice. O
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EXEMPLE 1.10. Soient N un module de dimension injective finie 7 > 1 et
00— N—I" ... "0

une résolution injective de N. Si L est le conoyau du monomorphisme N — 19,
on a une suite exacte courte

0—N—I">SL" >0
et en outre diL® = n — 1. Onaici diN =n, diI® =0 et diL® = n — 1.
L’inégalité (c) est ici stricte, tandis que (a) et {b) ne le sont pas.
Pour calculer la dimension injective d'un module, nous montrerens qu’il suffit
de mesurer la longueur de certaines résolutions injectives, que nous appellerons

minimales,
On dit qu'une résolution injective

0N pd e

du A-module N est une résolution injective minimale si, pour chaque i > 0,
le module I? est une enveloppe injective de Imd?. On se souvient que tout A-
module admet une enveloppe injective et que celle-ci est unique & isomorphisme
prés (IV.4.5). Le résultat suivant n’est donc pas étonnant.

LEMME 1,11, Tout A-module N admet une résolution injective minimale. St

0 1
I 0—NS L,
et
10 1
I_pk O N d I]U d I,ll

sont deus résolutions injectives, avec I* minimale, alors il existe un morphisme
F* (In)* — (I5)* qui prolonge 1n, avec chague f* une section. Si en outre I'
est aussi minimale, alors I* et I'* sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Pour montrer existence, on construit une résolution in-
jective minimale par récurrence sur le degré. On prend pour I une enveloppe
injective de N (c'est-a~dire une extension essentielle maximale de N), et pour
d : N — I° Pinclusion. Supposons I, d¢ connus pour i < j, on a alors une suite
exacte )

. d? .o .
p-l T B0
avec I/ = Coker d’, p? = cokerd’. On prend pour I’*! une enveloppe injective
de I et ¢7 : I7 — Iit! égale A I'inclusion. Enfin, on pose d/t! = ¢7p?. Alors il
est clair qne la résolntion injective

d* o . dit? .
0— N y IO » 17 y [I+1

est minimale,

Supposons maintenant /* et I’* comme dans 1’énoncé. On construit f* par
récurrence sur le degré. Pour chaque i > 0, posons L! = Coker d¢, p! = coker d?,
¢ = ker dit, L'* = Cokerd’*, p’* = cokerd”* et ¢'* = ker "', Comme I° et I'°
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sont injectifs, il existe f°: I% — I’O tel que f%4° = 1y et £°: I'° 5 I° tel que
24" = d%1y. On affirme que f°f% : 1% — I est un isomorphisme, Comme
I 0 fod® = f 82"% = 4 est un monomorphisme, et que d° est un monomorphisme
essentiel, f’0 f° est un monomorphisme. D’autre part, I’ est une extension
essentielle maximale de d®(N) et on a d®(N) C f'°f(N) C I® de sorte que, par
(IV.4.4)(c), F2F°(I°) = I° c'est-a-dire que f'°f° est surjective. On a montré
que f°f® est un isomorphisme. En palticulier, f° est une section.

Pa.1 passage aux conoyaux, 11 existe g : L' — L tel que g% = p'°f°
et g : L% = I° tel que g’ p = Df’ de sorte que Pon a un diagramme
commutatif & lignes exactes

dl:l (4]

A el
!

0 ——-

drﬂ pl()
0 —— I"° » L —— 0
1N frol grﬂl
d’ °
0 — N y 10 y LY —— 0

Comme 1y et f/°f° sont des isomorphismes, il en est de méme de ' g0,

Par récurrence, pour ¢ > 0, étant donnés gt Lt o L' et gt - L"qh — Lt
tels que g''g ‘gt L' — L est un isomorphisme, I'injectivité de 7 et I” entraine
Pexistence de f+!: I'*1 — I tel que fitlgt = ¢yt et f/7H1 A o JitL
tel que f*t1¢" = ¢ig"". On prouve exactement comme plus haut que f/*+* fi+1 ;
i+ I”‘l est un isomorphisme (en particulier, f**! est une section) et qu’il
existe gitl : L1 — L[t o gt ptH)
diagramme & lignes exactes

— LD rendant commutatif le

i it1
. q . P .
0 —— Lt . IH'l RN Lz+ 1 -0

gil fi+ll gl'-l—ll
I3 rif1
0o — - I LA RN i |
gtil f.'H»ll gtH»il
R ql' i pl'+1 .
0o — [ o, 1, it g
et donc tels que ¢* " gi+! est un isomorphisme. [

On déduit de ce lemme que deux résolutions injectives minimales sont nécessai-
rement de méme longueur, et qu’une résolution injective minimale est plus courte
qu'une qui ne I'est pas. Appliquant ces remarques a la définition de la dimension
injective, on en déduit le théoréme suivant.

THEOREME 1.12. Soient N un A-module, n > 0 et

O—bN—z»IO—)II—r
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une résolution injective minimale de N. Alors di N = n si et seulement si I™ # 0
et I* = 0 pour tout i > n.

DEMONSTRATION. Il est clair que I? = 0 entraine I7 = 0 pour tout 5 > i (par
définition d'une résolution injective minimale). On supposera d’abord diN =n
et on montrera que f** = 0, tandis que I™ # 0. En effet, dire que diN = n
revient A dire qu'il existe une résolution injective de N de longueur n

0 —N—I">SI" ... 37" —0

et que toute autre résolution injective de N est de longueur > n. C’est en partic-
ulier le cas de la résclution injective minimale donnée, donc I # 0. D’autre part,
(1.9) nous dit que I"*! est un facteur direct de I'*"* = 0, donc I"*! = 0. Cela
montre la nécessité. La suffisance se montre de méme: si, eneffet diN =m < n,
le méme raisonnement donne I™t1 =0 et donc 1™ = 0, une contradiction. O

Le résultat dual (sur les projectifs) n’est évidemment pas toujours vrai, puis-
qu'un A-module n’admet généralement pas de couverture projective, On sait
néanmoins que c’est le cas pour les modules de type fini sur une algébre artinienne
(VIIL.2.2). On dit qu'une résolution projective

-—»PgﬁrPlLP()i}M—}O

d'un A-module M est une résolution projective minimale si, pour chaque ¢ > 0,
P; est une couverture projective de Kerd;. On a les résultats duals.

LEMME 1.13. Soient A une algébre artinienne et M un A-module de type fini.
Alors M admet une résolution projective minimale. 5i

P, o B — P — B — M —0

P! o P — P P— M-—0

sont deus résolutions projectives, avee P, minimale, alors il eziste un morphisme
de complezes fu 1 (Phohx — (Pa)s qui reléve 1y, avec chague f; une rétraction.
8i en outre P! est aussi minimale, alors P. el P! sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Semblable 4 celle de (1.9} et laissée en exercice. [

THEOREME 1.14. Soient A une algébre artinienne, M4 un module de type
fini, n >0 et

c— P — KB —M-—0

une résolution projective minimale de M. Alors dpM = n si el seulement si
B, #0 et P, =0 pour tout i > n,

DEMONSTRATION. Semblable & celle de (1.10) et laissée en exercice. O
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2. Dimensions homologiques d*une algébre.

DEFINITION. Soit A une K-algébre. S'il existe un entier n et deux A-modules
M, N tels que Ext’, (M, N) +# 0, le plus grand tel entier n est appelé la dimension
globale ¢ droite de A, et on note dim.gl.d. A = n. 8§l n'existe pas un tel
entier, on dit que 4 est de dimension globale 4 dreite infinie, ce qu'on note
dim. gl. d. A = co. On convient que dim. gl. d.0 = —co.

On définit de méme la dimension globale & gouche dim. gl.s. A au moyen de
A-modules & gauche. Il n’y a évidemment aucune raison & priori pour que les
dimensions globales & gauche et & droite d’une algéhre soient égales, et ce n'est
généralement pas le cas. C'est vrai st V'algébre est commutative, et nous verrons
que ce l'est aussi si elle est noethérienne & droite et & gauche (par exemple, si elle
est de dimension finie sur un corps). Si dim. gl.d. A = dim. gl. s. A, leur valeur
commune est appelée la dimension globale de A et est notée dim. gl. A.

THEOREME 2.1. Soient A une K-algébre et n > 0. Les conditions suivantes
sont équivalentes:
(a) dim.gl.d. A <n,
(b) pour tout A-module M, on a dpMy < n,
(¢) pour tout A-module N, on a diN4 < n.

DEMONSTRATION. On montrera 'équivalence de (a) et (b}, 'équivalence de
(a) et {c) se démontrant de méme. Dire que, pour tout A-module M, onadpM <
n revient par (1.2) & dire que, pour tout A-medule M, on a Ext%' (M, -) =0,
c’est-d-dire que, pour tous A-modules M, N, on a Ext%*'(M,N) = 0. Par
définition, cela revient A dire que dim.gl.d. A <n. O

COROLLAIRE 2.2.

dim.gl.d. A = sup{dpM, | M un A-module}
= sup{diN4 | N un A-module}. O

ExEMPLES 2.3, (a) Il suit de la définition qu’'une K-algébre A est de di-
mension globale 4 droite nulle si et seulement si Ext‘lll(M ,IN) = 0 pour toute
paire de modules M, N. Comme cette condition revient, par (IX.5.2), & dire
que toute suite exacte courte de A-modules est scindée, il suit de (VI.7.1) que
dim. gl. d. A = 0 si et seulement si A est semisimple. Par conséquent, c’est le cas
si et seulement st dim. gl.s. A = 0,

(b) I suit du corollaire que, pour une algébre A, on a dim. gl. d. A == 0o si et
seulement g’il existe un A-module M4 tel que dp M4 = oco. Soit p un nombre
premier. La Z-algébre commutative A = Z,» est de dimension globale infinje,
puisque le Zp2-module Z, admet une résolution projective de la forme

o Bpr — Ly — Lp — Ly — 0,

Nous allons montrer que pour calculer la dimension globale d'une algébre, il
suffit de calculer les dimensions projectives de ses modules cycliques. On rappelle
que, par (I11.4.2), un A-module est cyclique si et seulement s’il est de la forme
A/I, pour I un idéal & droite de A.
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LEMME 2.4. Un A-module N est injectif si et seulement si Exth (A/T,N) =0
pour tout idéal & drotte T de A.

DEMONSTRATION. La nécessité étant évidente par (I1X.3.6), montrons la suff-
isance. On considére la suite exacte courte

0—T-5A4A— A/T—0

ol u désigne l'inclusion canonique. Le foncteur Homa{—, N) appliqué & cette
suite donne une suite exacte

Hom 4 (u,N)
Hom (A4, N) ————— Homa(I, N) —— Ext,(A/I, N) = Q0.
Donc Hom4{u, N) est surjectif: pour toute application linéaire f : I — N, il
existe une application linéaire g : A — N telle que f = Homa(u, N)(g) = gu. I
suit du critére de Baer (IV.3.4) que N est injectif. [

THEOREME 2.5 (AUSLANDER}. Pour toute K -algéhre A
dim. gl. d. A = sup{dp A/I | I4 idéal & droite de A}.

DEMONSTRATION. L’énoncé est évident si le terme de droite est égal & +oo.
Supposons done qu’il existe n > 0 tel que dp A/I < n pour tout idéal & droite
I de A. Nous voulons montrer que di N < n pour tout A-module N. Soit une
suite exacte

0—N—I" ' ...t L,

avec les I'* injectifs. Par décalage, Ext P (A/I, N) = Exth(A/I, L™ 1). Comme
dp A/I < n, on a Exth(A/I,L*~1) = 0. Alors (2.4) donne L™~! injectif et donc
(1.6) que diN <mn. O

EXEMPLE 2.6. dim.gl.d.Z = (dim. gl.s. Z =)1. En effet, tout idéal I # 0 de
Z est de la forme nZ pour un n > 0, et on a vu a l'exemple (1.1)}(b) que la

dimension projective de Z/nZ = Z, est égale 4 1.

Une conséquence intéressante de (2.5) est que la dimension globale d’une
algébre ne dépend que de ses modules de type fini.

COROLLAIRE 2.7. Pour toute K -algébre A, on a
dim.gl.d. A = sup{dp M4 | M de type fini}.

DEMONSTRATION. II est clair que si dim.gl.d. A < n, alors pour tout A-
module M de type fini, on a dp M < n. Réciproquement, supposons que dp M <
n pour tout A-module M de type fini. Pour tout idéal a droite T de A, on a que
A/I est cyclique, donc de type fini. Par conséquent, dp(A4/I) < n. Par (2.5), on
adim.gl.d A<n. O

Une simplification supplémentaire a lieu si A est une K-algéhre artinienne (par
exemple est de dimension finie sur un corps). Le théoréme suivant prend tout
son intérét si on se souvient qu'une algébre artinienne n’admet qu’un nombre
fini de modules simples non-isomorphes (VII.4.5).
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THEOREME 2.8, St A est une K-algébre artinienne, on a
dim.gl.d. A = sup{dp Sa | S un A-module simple}.

DEMONSTRATION. Comme tout A-module simple est cyclique, il suffit de con-
sidérer le cas ol le terme de droite est égal & n < co. Nous montrerons que tout
A-module M de type fini satisfait dpM < n. Comme un tel module M est
de longueur de composition £ fnie, on prouve cet énoncé par récurrence sur
£ Sif = 1, alors M est simple et dp M < n par hypothése. Si € > 1 et
O0=MyC M C - C Mp.y C My =M est une suite de composition pour M,
on a une suite exacte courte

O—PME_I—iM—?M/Me_l—iO

avec M /M,_1 simple. On a dp(M/M;_1) < n par hypothése et dpM,_; < n
par hypothése de récurrence. II suit alors de (1.4} que dp M < n. O

Par exemple, soient K un corps et [ 2 ]. Cette algébre admet deux modules
simples non-isomorphes, a savoir e11 A (lequel est projectif) et eg0A / ezJ. On
a vu & l'exemple (1.1)(c) que dp {ez24/eq2J) = 1. Comme dp(e1;4) =0, on a
dim.gl.d. A= 1,

Nous voulons maintenant montrer que si A est une algébre noethérienne a
gauche et & droite, alors dim.gl.d. A = dim.gl.s. A. Le moyen de traiter si-
multanément modules & droite et modules & gauche est de passer par le biais
des produits tensoriels, donc des foncteurs de torsion. Nous aurons besoin de la
notion suivante.

DEFINITION. Soient A une K-algébre et M un A-module. On dit que la
dimension plate (ou faible) de M est au plus n (ce qu'on note df M < n) s'il
existe une résolution plate

0 Qn—r — Q1 — Qo — M —0.

Si 1 est le plus petit entier tel qu’il existe une telle résolution, on dit que la
dimension plate (ou faible) de M est égale & n (ce qu'on note df M = n). Si
aucune telle résolution plate n’existe, on dit que la dimension plate de M est
infinie et on pose df M = co. On convient que df 0 = —co.

Comme tout module projectif est plat, on a toujours df M < dp M.
On a un énoncé correspondant aux théorémes (1.2) et (1.6).

THEOREME 2.9. Soient A une K-algébre, M un A-module et n > 0. Les
conditions suivantes sont équivalentes.
(a) dfM < n.
(b) Torp (M, —) = 0 pour tout k > n.
(c) Toriy, (M, ) =0.
(d) Pour toute suite exacte

00— Ly —CQp 1 — — o —M-—0

avec les QQ; plats, L,_1 est plat.
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DEMONSTRATION. Semblable & celle des théorémes (1.2) et (1.6) et laissée en
exercice. [J

Le théoreme précédent peut étre reformulé en disant que
df M = sup{n | Torﬁ‘(M, -) # 0}
Cela nous conduit & définir Ia notion suivante.

DEFINITION. Soit A une K-algébre, S'il existe un entier n et deux modules
M, N tels que Tor (M, N} £ 0, le plus grand tel entier n est appelé la dimension
globale faible de A, et on note dim. gl. f. A = n. 8’il n’existe pas un tel entier n, on
dit que A est de dimension globale faible infinie, ce qu’on uote dim. gl. f. A = co.
On convient que dim. gl. .0 = —o0.

La derniére définition est symétrique pour la gauche et la droite, en effet, on
a le théoréme suivant.

THEOREME 2.10. Scient A une K-algébre et n > 0. Les conditions suivantes
sont dquivalentes:
(a) dim,gl.f. A < n.
(b} Pour tout A-module & droite M, on a df Ma <n.
(c) Pour tout A-module d gauche N, on g df 4N <n.

DEMONSTRATION. On montre P'équivalence de (a) et (b), celle de (a) et
(c) se démontrant de méme. Dire que, pour tout module & droite M4, on a
df M < n revient, par (2.8}, & dire que, pour tout module & droite M4, on a
Torﬁ_l_l(M, ~) = 0, c’est-a-dire que, pour toute paire de A-modules M4, 4N, on
a Tor;f_'_l(M, N) = 0. Par définition, cela revient & dire que dim.gl.f. A <n. O

Comme, pour tout A-module M, on a df M < dp M, alors dim.gl.f. A <
dim. gl. d. A. Nous allons prouver que, si A est noethérienne A droite, alors on a
Dégalité.

LEMME 2.11. Soient A une K-algébre noethérienne ¢ droite, et M4 un module
de type fini. Alorsdf M =dp M.

DEMONSTRATION, Supposons df M < n. Il existe, par (V1.2.6), une suite

exacte
0—Lp 11— P, 3— P —M-—0

avec les P; projectifs de type fini. Pour tout A-module & gauche N, on a par
décalage, Torﬁ+1(M, N)= Tor{(Ln.1, N). Par conséquent, Torf, 1 (M, —) =
0 entraine Tor‘f‘(Ln_l,—-) = 0. Par (IX.4.6), L,—1 est plat. Comme A est
noethérienne, L, _; est de type fini, puisque sous-module du module de type fini
P,_4, par (VI1.2.4). Par (V1.2.8), on en déduit que L,_; est projectif. On a
obtenu une résolution projective de M de longueur n et done dpM < n. Cela

montre bien que dpM < df M. Comme on a toujours df M < dp M, on en
déduit dp M =df M. O

THEOREME 2.12. Soit A une algébre noethérienne ¢ droite, alors dim. gl. d. A
= dim. gl f. A.
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DEMONSTRATION. On a toujours dim.gl.f. A < dim.gl.d. A. Réciproque-
ment, on sait, par (2.6), que dim. gl. d. A est égal au suprémum des dimensions
projectives des A-modules & droite M de type fini. Pour un tel module M, on a
df M = dp M, par (2.10). Cela entraine que

dim.gl.d. A = sup{df M | M4 de type fini}
sup{df M | M4 quelconque} = dim. gl.f. A

A

d’ol1 notre énoncé. [J

COROLLAIRE 2.13. Soit A une algébre noethérienne & droite et & gauche, alors
dim.gl. d. 4 =dim.gl.s. A. O

Ce corollaire s’applique notamment si K est un corps, et A une K-algébre de
dimnension finie. Par exemple, si A =[£ }], on a que dim.gl.s. A = dim.gl.d. 4
= 1, ce qu'on exprime en é&crivant bri¢vement que dim.gl. A = 1. Nous exam-
inerons plus loin en détail les algébres de dimension globale un. Pour Uinstant,
nous terminons ce chapitre avec une propriété intéressante des matrices de Car-
tan des algébres de dimension finie, connexes, réduites, déployées et de dimension
globale finie (voir (VIIL5)).

PROPOSITION 2.14. Soient K un corps, A une K-algébre de dimension finie
connere, réduite et déployée et de dimension globale finie. Le déterminant de la
matrice de Cartan C4 de A est égal & +1 ou —1.

DEMoONSTRATION. I suffit de montrer que ¢4 est inversible sur Z. Comme A
est de dimension finie, elle admet un nombre fini de modules simples non isomor-
phes S(1),...,S(n), qui sont respectivement les coiffes des modules indécompo-
sables projectifs non isomorphes P(1),...,P(n). D'autre part, dim.gl. A < oo
entraine que chaque S{i} admet une résolution projective finie

0 — Fipn — P p1 — o — Py — Pyg — S(i) — 0.

Par le théoréme de décompesition unique (VIL.6.13), chacun des F; i est isomor-
phe 4 une somme directe finie des modules indécomposables projectifs P(5), de
sorte que

T ™
dimS(i) = " (-1)fdimP; = Y ayydimP(j)
k=1 i=1
avec o;; € Z. Donc le vecteur dimS{i} de la base canonique du groupe abélien
libre Z(") est combinaisou linéaire des vecteurs dimP(3), o 1 < j < n, avec des

coefficients entiers, Par conséquent, il existe une matrice R a coeflicients entiers
telle que

[dimS(1)] - | dimS(n)] = [dimP(1}| - | dimP(n)|R.

(Ici, la notation [vy| -« [va] avec v; € Z™ désigne la matrice ayant pour %™
colonne le vecteur v;, avec 1 <4< n.)
D’autre part, (VIIL5.3) donne que [dimP(1) ]| -+ | dimP(n})] = C4, de sorte

que I = CuR. O
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Exercices du Chapitre X,

1. SidpM = n < oo, montrer qu'il existe un A-module libre L tel que
Ext% (M, L) # 0.

2. Soit A un domaine d’intégrité. Montrer que tout sous-module non-divisible
d’un module divisible est de dimension injective égale & 1.

3. Soit 0 — M’ — M — M” — 0 une suite exacte, avec M projectif,
Montrer que, soit M’ et M" sont projectifs, soit dp M" = dp M’ + 1.

4. Soit M un A-module non projectif de dimension projective finie, montrer
qu'il existe un A-module de dimension projective égale & un.

5. Montrer que, pour toute algébre A et tout n > 0, on a dim.gl.d. A =
dim. gl. d. M, (A).

6. Solent A une K-algébre artinienne et T' la somme directe d’un représentant
de chaque classe d’isomorphisme de A-modules simples. Montrer que:

a) dp M < n si et seulement si Ext (M, T} = 0.
b) diM < n si et seulement si Exth (T, M) = 0.

7. Calculer dpQg, diZsg.

8. Soient A une K-algébre noethérienne & droite et M4 un A-module de type
fini tel que dp M = n. Montrer que Ext%{M, A) # 0.

9. Prouver (1.7) (1.8) et (1.9).
10. Prouver (1.13) et (1.14).

11. Soient A, B deux K-alggbres, ¢ : A — B un morphisme et M un B-
module (que 'on peut considérer comme un A-module au moyen de ). Montrer
que

dp M4 < dp B4 + dp Mp.

12. Montrer que, si dp 4M < n < 00, alors Tor/ (—, M) = 0.

13. Soit 0 — L — M — N — 0 une suite exacte courte de A-modules.
Montrer que:

(a) df N < sup{df M,df L 4+ 1} et I’égalité a lien si df M 5 df L.
(b) df L < sup{df M,df ¥ — 1} et P’égalité a lieu si df M # df N.
(c) df M < sup{df L,df N} et 1'égalité a lieu si df N £ df L 4 1.

14. Montrer que pour une K-algébre A, les conditions suivantes sont équiva-
lentes:
(a) dim.gl.d. A < 2.
(b) Le noyau d'un morphisme entre A-modules projectifs est projectif.
(c} Le conoyau d’un morphisme entre A-modules injectifs est injectif,
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15. Soient K un corps et A une K-algébre de dimension finie. Notons 7 la
somme directe dun représentant de chaque classe d’isomorphisme de A-modules
simples. Montrer que, pour un A-module M, on a

dpM = sup{n|Exth(M,T)+#0}
= sup{n | Tor(M,T) #£ 0}
et diM = sup{n]Exti(T,M)#0.
En déduire que I'on a dim.gl. A = dp T4 = di 4T = sup{n | Exti (T, T) # 0} =
sup{n | Tor(T,T) # 0}.

16, Soient A une K-algébre et M4 un module. Montrer quesidim.gl.d. A=n

et dp M = n — 1 alors tout sous-module M’ de M est tel que dp M’ <n — 1.

n
17. Solent Ay,..., A, des K-algébres et A = H A;. Montrer que

i=s1

dim. gl. d. A = sup{dim. gl.d. 4; | 1 <i < n}.

18. Calculer 1a dimension globale de chacune des algébres de matrices sui-
vantes sur un corps K

-

K 0 0
(a) A={K K 0.
K 0 K
'K 0 0 0
K K 0 0
(b)B:KoKo‘
K K K K

19. Soient K un corps et n > 2. Monirer que A = T,,(K) est de dimension
globale 1, et que B = A/ rad® A est de dimension globale n + 1.

20. Soient K un corps et t une indéterminée. Montrer que lalgéhre A =
Kit] /(%) est de dimension globale infinie.




CHAPITRE X1

Homologie et cohomologie des algebres.

Il existe une autre approche homologique & l'étude des algébres, Elle con-
siste & considérer Palgébre A comme un (A — A)-bimodule, & en construire une
résolution projective dans la catégorie des (A — A)-bimodules, puis & calculer
I’homologie et la cohomologie & coeflicients dans un bimodule fixe M. L’intérét
de cette approche, due & Hochschild, est que les premiers groupes d’homologie
et de cohomologie s’expriment de fagon aussi simple que concréte. Elle nous
améne également & "étude d’une classe particuliérement intéressante d’algébres
semisimples, qu'on appelle les algébres séparables. Le chapitre s’achéve sur un
théoréme de structure important, connu sous le nom de Théoréme Principal de
Wedderburn (2.9). Dans tout ce chapitre, nous supposerons que K est un corps
commutatif et A une K-algébre de dimension finie, Cette hypothése permet
d’arriver le plus vite possible aux résultats essentiels.

1. Cohomologie de Hochschild d’une algébre.

Soient K un corps commutatif et A une K-algébre de dimension finie. On
rappelle que A°P désigne ’algébre opposée de A.

DEFINITION. L'algébre enveloppante A® de A est la K-algtbre définie par
A = AP @ A.

Comme on 'a vu dans (V.1.8) la structure de K-espace vectoriel de A€ est
donc la méme que celle du K-espace vectoriel A® A, tandis que la multiplication
est définie par

(a®@b)(a' @) =aax b

(pour a,a’,b,b' € A). On voit de suite que A® est également une K-algebre de
dimension finie, et que dimy A = (dimy A)?, par (V.1.7). D’autre part, le role
du corps K est essentiel dans la formation du produit tensoriel, et donc Palgébre
enveloppante dépend des propriétés de K. La raison pour laquelle on introduit
Palgébre enveloppante est que P'on veut étudier les (A — A)-bimodules. Comme
il est commode de parler de modules plutdt que de bimodules, on montrera que
tout (A — A)-bimodule est un A*-module et réciproquement.

285
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LEMME 1.1. Soit A une K -algébre de dimension finie, Les catégories de (A —
A)-bimodules et de A®-modules {(d droite} sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Soit M un (A—A)-bimodule. On donne & M une structure
de A®-module par

z{e @ b) = (azx)b = a(zbh)

{pour x € M, a,b € A). La seconde égalité est vrale parce que M est un
bimodule. Il suffit de vérifier 1'associativité mixte de la multiplication. Or

[wla@b)(a’®Y) = (azb)(d @)
= a'oazhb
z{a'a @ bb')
z[(a ® b)(a’ ® V)]

(pour z € M, a,b,a',b’ € A). Réciproquement, soit M un A®-module & droite,
on définit une structure de (A — A)-bimodule par

ar=z(a®@1l) et zb=2z(1R®H)

(pour z € M, a,b € A). La vérification des axiomes est imimnédiate et on voit de
suite que les foncteurs déerits sont des équivalences quasi-inverses. [J

Par exemple, 'algébre A a une strncture naturelle de (A— A)-bimodule (définie
par la multiplication de A), et donc de A®-module & droite. Le lemme précédent
nous permettra de passer continuellement d'une catégorie & une autre, et nous
utiliserons & chaque fois le langage le mieux adapté a la situation.

DEFINITION. Soit M un (A — A)-bimodule. Pour chaque entier n > 0, le n®™*
espace de cohomologie de Hochschild de A a coefficients dans M est le K-espace
vectoriel H™(A, M) = Ext). (A, M),

L’objectif de ce chapitre sera d’utiliser ces espaces pour étudier la structure
de Palgébre A.

Pour calculer H™(A, M), on doit, comme expliqué en (IX.3), construire une
résolution projective de A dans Mod A®, puis appliquer le foncteur Hom 4. (—, M).
Comme H"(A, M) ne dépend pas de In résolution projective particulitre choisie,
il suffit d’en construire une.

Soit n > —1 un entier. On définit une suite de K-espaces vectoriels S,(A4)
par récurrence comme suit:

S_i(A) = A
So(A) = A®x A
et Snt1(Ad) = A®r S.(4) pour 1 > 0.

Ainsi, 8,(A) = A®+2) (avec la notation de (V.4)). Chaque S,(A) est muni
d’une structure naturelle de A%-module définie par

(G0 ® - Ran1)(e@®b) = (8a0) ®21 Q- @ (@p11b)
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pour aog,...,0n+1,a,0 € A, On définit, pour chaque n > 0, une application
dy : Sn(A) — Sp_1(A) par

i

dn(ao B @ Gn+1) = Z(ml)i(ag B @1 R @ ﬂn).
=0

Il suit de la définition que d, est uue application A-linéaire & gauche et aussi
& droite, donc est un morphisme de (A — A)-bimodules. On affirme que cette
donnée définit un complexe.

LEMME 1.2. Auvee les notations précédentes, (Sp(A),d,) est un compleze de
A®-modules,

DEMONSTRATION. Soit 85, 1 Sp(A) > Spy1(A) Papplication K-linéaire définie
par s,(z) = 1@z (powr z € S, (A)). Il est évident que s, est en fait A°P-linéaire.
D’autre part, 9, est injective, puisque 'application &y, : Spy1(A) — S.(A) définie
par tn(a ® ) = az (pour a € A, = € 5,(A)) satisfait ¢,5, = 1g,(4). En outre,
pour chaque n > 0, on a

(%) dnt18n + 8n-1dn = 15, (4)-

En effet,

(dnt18n + Sn-1dn )@ ® - @ Gnt1) =

i=0

n
= dn+1(1 ® g @ -®an+1) +Sn_1 (Z(—l)t(au & @ ﬂ{&i+1 @B Gn+1))

£a0®...®an+1

{(pour ag, ... ,ant1 € A) puisque les autres termes s’annulent deux & deux.
Par ailleurs, dod; = 0 puisque
dodl(ao Qo Ray) = do[(ﬂnal) ® g — ag ® (arag)]
= ({apai}as — ag{ajaz) =0
(pour ag,a1,a2 € A). Par conséquent, la formule {*} donne
dndn+lsn = dp —dpsp_1dy
= {Is,_,(4) — @nSn-1)dn
= Sp_atp_1dn

pour no > 1. Par récurrence, on a donc dpd,415, = 0 pour tout n > 1. Comme
Pimage de s, engendre évidemment Sp41(A) en tant que A°P-module, on a bien
drpdpt1 =0 pour tout » > 0. O

On remarque que Vapplication dg : So(A) — S_1(A4) (c’est-d-dire dp : A®y A
— A) n’est autre que la multiplication ag ® a1 — aga; (pour ag,a; € A). Elle
est évidemment surjective, de sorte que l'on a un complexe de A®-modules:




288 X1, HOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DES ALGEBRES.

Le complexe S, = (S,(A),d,) est appelé le compleze stondard de A. Si on
note Ly le noyau de la multiplication dg, on a aussi une suite exacte courte de
A®-modules

0— Lo 2% Awg A2 A5 0.

11 est parfois utile d’écrire S, (A) sous la forme:
Sn(A) = A®x Sn(A) @ A5, (A) @ A°

ol Sp(A) = K et S,(A} = A®" pour n > 0. Cette écriture présente 1’avantage
de mettre en évidence 'action de A®. Elle permet aussi de montrer tout de suite
que S est une résolution projective du A®-module A. En effet, comme A est
un K-espace vectoriel, il est libre en tant que K-module, donc S, (A) = A®™ est

aussi un K-module libre (par (V.1.6)) et par conséquent Sy (A} = So(A) Q5 A®
est un A% module projectif. {Le lecteur remarquera qu’ici nous utilisons pour la
premiére fois Phypothése que K est un corps, autrement il faudrait, pour que S,
soit toujours une résolution projective de A<, supposer que A est un K-module
projectif.)

Les espaces de cohomologie de Hochschild sont obtenus en appliquant le fonc-
teur Hom g (—, M) au complexe standard, en supprimant le premier terme non
nul du complexe résultant, ce qui donne le complexe

Hom se{dq, M) Hom ge (da, M)
0 — Hom e (Sp(A), M) ——— Homg-(S1(A4), M) —————>
HOmAE (Sz(A), M) —F v

dont on calcule la cohomologie. Il suit de Visomorphisme d’adjonction (V.2.1)
que, pour tout n > 0, on a

1

Hompe(Sn(A), M) Hom s (§H(A) ®x A°, M)

= Homy (5n(4), Homae (4%, M)

= HOITlK (gn(A), M)

ofi on a aussi utilisé (IL5.3). En particulier, Homa-(So(A), M) S My. Si
cn calcule Peffet de isomorphismes fonctoriels précédents sur les différentielles
Hom 4. (d;, M), on voit que 'on peut identifier le complexe précédent au com-

plexe C* = (C", 6"}, ol C® == M, C™ = Homy (§n(A),M) pour n > 1 et les
applications K-linéaires 6™ sont définies comme suit. I’application §° : M —
Homp (A, M) est définie par §%(z)(a) = az — za (pour a € A et x € M). Pour
n > 1, Papplication 6™ : Homg (§H(A),M) — Hompg (§n+1(A), M) est définie
par

(a1 ® - ®any1) =a1f(e2® - ® Gngr)

Tt
+ Z(—l)if(al B i1 D@ an+1) + (*1)"+1f(a1 @@ an)a,H_l

ie==1
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(pour ay,... ,8n41 € Aet f € Homg (gn(A), M) J. On obtient done, pour tout
n=>1,

H™(A M) =Ker 6"/ Imé™t,
On laisse au lecteur la vérification gqne les 6™ sont effectivement donnés par ces
formules.

Clette reformulation nous permettra de donner une description explicite des
espaces HO(A, M), H'(A, M) et H2(A,M). On voit de suite que H*(4, M) =
ExtS. (A, M) n’est autre que le K-espace Homa<(A, M). Il existe une autre
description.

LEMME 1.3. L'espace HO(A, M) est isomorphe au sous-K-espace de M formé
des x € M tels que ax = za.

DEMONSTRATION. Cela suit en effet de ce que H°(A, M) = Keré® et de la
définition de §°. O

Si, par exemple, M est égal au bimodule 4A4, alors H%(4, A) est isomorphe
au centre de A.

Nous voulons maintenant décrire le premier espace de cohomologie H1(A, M)
et & cet effet introduisons la notion de dérivation.

DEFINITION. Soient A une K-algébre de dimension finie et M un A — A-
bimodule. Une dérivation (ou homomorphisme croisé) 6 : A — M est une
application K-linéaire telle gne

&(ab) = ad(b) + 6(a)b
{(pour a,b € A).

11 est clair que les dérivations de A dans M forment un sous-espace Der(A4, M)
du K-espace Homg (A, M). On note aussi que, pour toute dérivation§ : A — M,
on a 8(1)} = 0. En effet, cela suit du calcul suivant:

6(1) = 8(1%) = 1-6(1) + 6(1) - 1 = 6(1) + 8(1).
Par exemple, chaque x € M induit une dérivation 6; : A — M par
b;(a) = az — za

(pour a € A). Une telle dérivation est dite interne. Les dérivations internes de A
dans M forment évidemment un sons-espace IDer(A, M) de Der(A, M). Il existe

en général des dérivations qui ne sont pas internes: par exemple, si A = K[t}/(¢?)
et M = 4A,, alors §: A — A définie par

Sla-14+8-1)=p4-2

(pour o, 3 € K) ot 1 et ¢ désignent, comme d’ordinaire, les classes respectives
de 1 et t dans A, est une dérivation mais pas une dérivation interne.

LEMME 1.4, L’espace H(A, M) est isomorphe & Uespace quotient
Der(A, M)/ IDer(A4, M).
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DEMONSTRATION. On sait que Kerd! est Pensemble des applications K-
linéaires f: A — M telles que §'f = 0. Comme

(61 fYla1 ® ag) = a1f(az) — flaraz) + fla1)az

(pour ay,az € A), on en déduit que f € Keré! si et seulement si f est une
dérivation. De méme, Im &° est Pensemble des applications K-linéaires f : A —
M telles qu'il existe z € M avec f = §°(z) = &, c'est-a-dire que f est une
dérivation interne. O

Pour interpréter maintenant H2(A, M) = Ker§%/Im &', on considére les ez-
tensions de A, c’est-b-dire les morphismes surjectifs d'algébres m : B — A. Si
on note M le noyau de « (qui est évidemment un idéal bilatére de B), on a une
suite exacte courte de K-espaces vectoriels

0—M B TvA-—0

oll t : M — B est 'inclusion. Comme 4 et B sont des K-espaces vectoriels, 7
admet une section K-linéaire, c’est-a-dire qu'’il existe une application K-linéaire
o A— Btelle que mo = 14. En général, o n'est pas un morphisme d’algébres.
Si c’est le cas, on a que B est (en tant que K-espace vectoriel) isomorphe &
la somme directe de la sous-algébre o(A) (isomorphe & A) et de l'idéal M.
LDextension 7 est alors dite une extension scindée (d’algébres).

Si ¢ n’est pas un morphisme d’algébres, il est naturel d’essayer de mesurer a
quel point ce n’est pas le cas. Un instrument de mesure naturel est I’application
f i+ Ax A— B définie par

fla1,az) = a{aiaz) — o{ai)o(az)

(pour aj,az € A). On voit de suite que f est K-bilinéaire (car o est K-linéaire).
En outre, 'image de f est contenue dans M: en effet, # : B — A est un
morphisme d’algébres tel que wo = 14 et donc

nf(e1,a2) = mo(aiaz) - wlo(ai)o(az)]
= aiay — wo(a)mo(az)

= may — a1a3 =0

(pour tous ay,as € A), ce qui donne bien f(a1,az) € M. Enfin, I’associativité
de la multiplication de A induit une condition sur f. Solent aq,aq, a3 € A, alors

G’((&lag)aa) = a(alag)a(ag) + f(alag, ag)
= a(a1)o(az)o(as) + fla1,a2)0(as) + flaraz, a3)

tandis que

olai(ages)) = olar)o{azas)+ flai,azas}
= o(a1)o{az)o(as) + o{a1) flaz, as) + f(a1, azas).

En égalisant ces deux quantités, on obtient

flaiaz,a3) — f(a1,aza3) + fla1, az2)o(az) — o(a1)faz,a3) = 0.
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Afin de comparer les extensions m : B — A aux espaces de cohomologie, il
faudrait munir I'idéal bilatére M de B d’une structure de (A — A)-bimodule telle
que

za = zo(a)
et

ax = o(a)z
{pour t € M et a € A). Sio: A— B est un morphisme d’algébres, cela fait
évidemment de M un (A -- A)-bimodule (en effet, c’est simplement un change-
ment de scalaires au sens de (I1.1.3}(g)). Par contre, si o n’est pas un morphizsme
d’alggbres, une condition suffisante pour que la définition précédente munisse M
d’une structure de (A — A)-bimodule est que M? = 0 (ce qu’on supposera tou-
jours dans la suite de cette discussion). Dans ce cas,

(zai)as — z(araz) = |zo(a1)]o(az) — zo(aiaz)
= —zf(aj,a9) =0

puisque f{a1,az) € M (pour z € M et a1,aq € A).
Ces considérations motivent la définition suivante,

DEFINITION. Soient A une K-algébre et M un (A — A)-bimodule. Une fonc-
tion K-bilinéaire f : A x A — M est appelée un ensemble de facteurs si

fla1aq,a3) — f(a1,e2a3) + fla1,a2)as — a1 f(az,a3) =0
(pour ay,az,as € A).

Notre objectif présent est de trouver une condition nécessaire et suffisante pour
que ¢ soit un morphisme d’algébres. Rappelons que l'on a un isomorphisme de
K -espaces vectoriels

Boo(AydM S A® M.
Ti est évident que cet isomorphisme induit un isomorphisme de K-algébres A®M

= B domné par a +z — ofa) +x (pour a € A et z € M) si on définit la
multiplication dans le K-espace vectoriel A @ M par transport de structure,
c’est-a-dire par

(a1 + z1)(a2 + z2) = a1az + 122 + 2102 + flar, az)

{ponr ay,as € A et 11,29 € M). Dire que ¢ est un morphisme de K-algébres

revient alors a dire que la composition de ¢ avec 'isomorphisme B = A @® M est
un morphisme de K-algébres, ou encore qu’il existe une application K-linéaire
p:A— Mtelleque p= [1’;] : A — A® M soit un morphisme de K-algébres.
Or, pour aj,as € 4, on a

(a1 — p(a1))(ez — plaz)}
= maz ~ p(a1)az ~ a1p(az) + faz, az)

I

P(a1)p(az)

tandis que

plaraz) = a1az — plaaz).
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I1 faudrait donc avoir

flay, az) = p(ai)as + a1p(as) — plaras).

Notons que cette relation entraine que, pour tout a € 4, on a f(a,1) = ap(1):
en effet, f{a,1) = p(a) -1+ ap(l) — pla- 1) = ap{l). Par conséquent, 1 — p(1)
est l'identité de A @ M, puisque

(a+3)(1 - p(1) = a+5 —ap(l) + f(a,1) =a -+
et de méme (1 — p()}(a+z) =a+zpourtousa € A, z € M. Donc (1) =
1~ p{1}. On a montré que o est un morphisme de K-algdbres si et seulement
g’il existe une application K-linéaire p: A — M telle que

flar,a2) = p(a1)az — p(aiaz) + aip(az).

Cela meéne & la définition suivante.

DEFINITION. Soient A une K-algébre et M un (A — A)-bimodule. Un ensem-
ble de facteurs f : Ax A — M est dit scindé g’il existe une application K-linéaire
pr A— M telle que

fla1, 02} = arp(ag) — plaiaz) + plar)as
(pour ay,ay € A).
La discussion précédente se résume dans le lemme suivant,

LEMME 1.5, Soient 7 : B — A une extension dont le noyau M satisfait
M? =0 eto: A — B une section K-linéaire de n. Alors Uapplication K-
bilindaire f : A X A — M définie par

flar,a2) = o(a1a2) — o{a1)o(az)
(pour ay,az € A) est un ensemble de facteurs. L’extension m est scindée si et
seulement si f est un ensemble de facteurs scindé, O

Il est maintenant facile de décrire H?(A, M).

PROPOSITION 1.6. Soient A une K-algébre et M un (A — A)-bimodule. Il
erviste une bijection entre H2{A, M) et 'ensemble des classes d'isomorphisme
d’extensions de A ayant pour noyau M, ot M? = 0. Dans cette bijection,
l'élément zéro de H2(A, M) correspond aux extensions scindées.

DEMONSTRATION. Avec les notations précédentes, on a que H?(A M) =
Ker$*/Imé'. Or, pour une application K-linéaire ¢ : A ®x¢ A — M, on a
que 6§2g est définie par

(6%9)(a1 ® a3 ® az) = a19(as ® a3) — g(a1a2 @ az) + g(e1 ® agas) — ga1 ® az)as

{pour aj,aq,a3 € A). On sait qu’il existe une bijection naturelle entre appli-
cations K-linéaires A @ A — M et applications K-bilinéaires A x A - M
{par définition du produit tensoriel A @z A). Soit f 'application K-bilinéaire
correspondant a g, de sorte que

flar,az) = g(a1 ® az)
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(pour aj,az € A). Dire que g € Ker&? revient donc & dire que f satisfait
I'identité suivante:

a1 f(ag,as) — f(a1az,a3) + f(ay, e2a3) — fla1,az)as =0

c’est-a-dire que f est un ensemble de facteurs. De méme, dire que g € Im 6! veut
dire qu’il existe une application K-linéaire p : A — M telle que g = §1p. O,
pour ay,az € 4, on a

(6'p) (a1 @ az) = a1p(az) — plarag) + plai)ag

de sorte que f(a1,ag) = a1p(ag) — p(a1az) + plai)as. En d’autres termes, f est
un ensemble de facteurs scindé. O

Un exemple particuliérement important d’extension scindée est le suivant: si
A est une K-algdbre de dimension finie, et M un {4 — 4)-bimodule, on définit
’extension triviale de A par M {voir ’exercice (I.15)) comme étant la K-algébre
dont le K-espace vectoriel sous-jacent est AGM = Ax M = {{a,z) |a € A,z €
M7 et la multiplication est définie par

(a1,21)(az, x2) = (@102, 6122 + T103)

(pour ai,as € A et x,00 € M). L'ensemble de facteurs correspondant est
I'application bilinéaire nulle, qui est évidemment scindée. Par (1.6), toute ex-
tension triviale de A par M correspond & 'élément zéro de H2(4, M).

On a parlé jusqu’ici de cohomologie et non d’homologie. On achéve donc cette
section avec quelques mots sur les espaces d’homologie de Hochschild.

Notons que si A est une K-algébre de dimension finie, et M est un (A4 — A)-
bimodule, alors M peut &tre muni d’une structure naturelle de Af-module A
gauche par

(a ® b)x = (bz)e = b(za)
(pour z € M et a,b € A).

DEFINITION. Soient A une K-algébre de dimension finie et M un (4 — A)-
bimodule, considéré comme un A®-module & gauche. Le n®™® espace d’homologie
de Hochschild de A & coefficients dans M est P’espace

H, (A, M) = Tor? (4, M).

Afin de calculer les espaces d’homologie, il faut prendre une résolution pro-
jective de A considéré comme A¢-module & droite (par exemple, le complexe
standard), puis appliquer le foncteur — ® 4« M. Nous montrerons ici comment
calculer Ho(A, M). Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant, qui sera
également utile dans la section suivante.

LEMME 1.7. Soit A une K-algébre de dimenston finie. Le noyau Ly de la
multiplication dg : A®x A — A, a® b — ab {pour a,b € A) est, en tant que
Af-module o droite, engendré par les éléments de la forme a ® 1 —1® a {pour

ac A}
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DEMONSTRATION. En effet, on a (e ® 1 — 1 ® a) € Ly pour tout a € A.
Réciproquement, si }_ a; ® b; € Lg, alors 3 a;:b; = 0 et donc

de®bh=)Y (a®1-18a)(1®b)
d’olt 'énoncé. O

COROLLAIRE 1.8. L’espace Ho(A, M) est isomorphe au quotient de M par
le sous-espace engendré par les éléments de la forme za — ax (pour © € M et

a€A)

DiEMONSTRATION. On a en effet une suite exacte conrte de A%~modules ex-
traite du complexe standard

0— Lo 5 Ao A2 A—s0.

En appliquant le foncteur — ® 4« M et en tenant compte des isomorphismes
(A®r A) @4 M5 A° @4 M = M, on voit que

HO(A,M) = COkeI‘(Lo & ae M- M)
= M/LeM.

11 suit alors de (1.7) que LA est engendré par les éléments de la forme xo — ax
(pourz € M et a € 4). O

2. Algébres séparables.

On rappelle que Pon a une suite exacte courte de Mod A%, extraite du complexe
standard de A

00— Ly 25 A %40

ol dy: A@r A — A est la multiplication a @ b — ab (pour a,b € A4).

DEFINITION. Une K-algébre A est dite séparable si la multiplication dy :
A®kg A — A admet une section A®-lindaire (en d’autres termes, si la suite
exacte courte précédente est scindée dans Mod A®).

THECOREME 2.1. Soit A une K-algébre de dimension finie. Les conditions
sutvantes sont équivalentes:

(a) A est séparable.

(b) A est projectif en tant que A®-module.
t

{c) Il existe des éléments a4,... ,a¢,0],...,a; € A tels que Zaiai =1et
=1

t t
Zbaé ®a; = Zai ® aib pour tout b € A.

d==1 pey |
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DEMONSTRATION. L'équivalence de (a) et de (b) suit de (IV.2.4}, Nous mon-
trons donc I'équivalence de (a) et {c). Supposons A séparable et soit d : A —
A ®g A une section A®-lindaire de la multiplication dp. Alors d{1) € AQr A

de sorte qu'il existe des éléments ay,... ,a¢, af,...,a} de A tels que d(1) =
t ¢

Z a; ® a;. Comme dod = 14, la relation dod(1) = 1 s’exprime par Zaiai =1.
i=1 i=1
D'autre part, d étant un morphisme de A®-modules, c’est-a-dire de (A — A)-
bimodules, on a

bd(1) = d(b) = d(1)b

pour tout b € A, ce qui donne

£ t
Zbai@)ai = Za,;@ai-b
i=1 =1
pour tout b € A. On a montré que (a) implique (c). Réciproquement, supposons
t

(c) satisfaite, et définissons d : A —+ A®x A par d(b) = Z ba; ®a) (pour b € A).
i=1

Alors dod(1) =1 et bd(1) = d(1}b pour b € A donnent bien que d est A®-linéaire

et tel que dod = 14. 0

¢
1.’élément Zai ® a) de A® défini par la partie (c) du théoréme est appelé

gzl
un idempotent de séparabilité pour A. Le lemme suivant donne deux exemples
importants d’algébres séparables.

LEMME 2.2. (a) Seit n > 0, alors M,(K) est séparable.
(b) Soit G un groupe fini tel que la caractéristigue de K ne divise pas Uordre
du groupe, alors KG est séparable.

DEMONSTRATION. (a} Pour un 1 < j < n fixe, on prend a; = e;; et o} = ey
n
de sorte que Z e;; ® ej; joue le role de I'idempotent de séparabilité. On a en

i=1

effet
n k3
E €€ ; = E ey =1
i=1 i=1

tandis que pour tout a € M,,(&}, on a

n n
E ae;; @ ey = E e X ej;a.
i=1 i=1

En effet, il suffit de prouver cette derniére relation avec a égal & un élément
quelconque e de la base canonique de M,,(K). Or on a

n n
E epe; e =ep; Ve = Z €y B ejiey.

i1 qu=l
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(b) Soit n Pordre de G, alors il suit de I'hypothése que -11; € K. On prend
pour idempotent de séparabilité 'élément ;11- Z z7 '@z de (KG)e. 1 est clair

zEG
que % Z z7lz =1 et d’autre part, on a
TEG
1 Z T l®ra = 1 Z a(ze) ! ® za
n n
TCG TcG
1 ~1
- LS wey
YEG

pour tout ¢ € G, donc pour tout ¢« € KG. O

On note que M,(K) et KG sont des K-algébres semisimples {par (VI.7.1) et
(VL.7.9), respectivement). En fait, c’est le cas pour toute K-algtbre séparable,
par le lemme suivant.

LEMME 2.3. Soit A une K-algébre séparable, alors A est semisimple.

DEMONSTRATION. 11 suffit, par (VI.7.1), de montrer que tout A-module M4
est projectif. Or, dire que A est séparable revient & dire qu'il existe un (A — A)-
bimodule X et un isomorphisme de (A — 4)-bimodules A ®x A A® X. En
appliquant le foncteur M ® 4 —, on en déduit un isomorphisme de A-modules

M@iA®x AS{MesA)d (M eaX).

L’isomorphisme fonctoriel M ®,4 A4 = M4 de (V.1.4) donne que M, est un
facteur direct de M ®x A4. Comme K est un corps, My est libre de sorte que
M ®gk Aa Pest aussi. Par conséquent, M4 est projectif. [J

LEMME 2.4. Soient Ay, Ay deuz K -algébres séparables, alors A = Ay x Ay est
séparable.

DEMONSTRATION. Onnote dg: A®x A — A, a®a’ +— aa’ (pour a,a’ € A) la
multiplication de A et de méme dy, dg les multiplications respectives de Ay at Asp.
Comme A, et Ay sont séparables, il existe des applications d] : A1 — A; @k 4,
et dy : Ay — Ay @y As, respectivement AS-linéaire et A%-lindaire, telles que
did] = 14, et dadh = 14,. D’autre part, on a évidemment un isomorphisme de
K -algébres

ARr A (Al Br Al) X (Al Rr Az) X (Ag XK Al) X (Az R Ag).
On définit d' : A - A @y A par
d’(alsaz) = (di(al):oao:dg(az))

pour (a1, az) € A. On laisse au lecteur la vérification facile que d’ est A®-linéaire
et telle que dd' = 14. O

COROLLAIRE 2.5, Soit K un corps algébriguement clos. Une K-algébre est
semisimple si et seulement 9i elle est séparable.
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DEMONSTRATION. La suffisance suit de (2.3) et la nécessité de (2.2)(a), (2.4)
et (VL7.1}). O

Nous montrons maintenant que la séparabilité d’une algébre s’exprime aussi
au moyen de la cohomologie de Hochschild. On retourne pour cela a la suite
exacte courte .

OHLDLAGEA—WJ.
On définit une application K-lindaire kg : A — A® par ko{e) = 1 ®a ~a® 1
{pour ¢ € A). On a déja montré que dokg = 0, de sorte que I'image de kg est
dans Ly, et qu'en fait elle engendre Ly (voir (1.7)).

LEMME 2.6. Pour toul (A— A)-bimnodule M, on e un isomorphisme fonctoriel
de K -espaces vectoriels
/73 Hom 4« (Lo, M) = Der{A, M)
défini par f - fko

(pour f € Homae(Lo, M)). Dans cet isomorphisme, les dérivations internes
correspondent aux morphismes de la forme gjo, ot g € Homge (Lo, M).

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que pour tout J € Hom 4e (LO,M }, on
a bien fko € Der(A, M). 1l est clair que fky est K-linéaire. En outre,
(fko)(ab) = f(eb®1—-1®ab)

flab®1—a®b)+ fle®b—1@ab)

= flab®1-10b))+ f{(a®l—-1®a)b)

= a(fko)(b) + (fko){(a)b
(pour tous a,b € A) puisque f est A®-linéaire. Cela montre que  applique
Hom - (L, M) dans Der(A, M). 1l est clair que ¢ est K-linéaire. Elle est aussi
injective: si fkg = 0, alors f = 0, puisque Imm ky engendre Ly (par (1.7)). Mon-
trons que  est surjective. Soit § : A — M une dérivation. On définit g : A* — M
comme étant 'application K-linéaire donnée par

gla @ b) = é{a)b

(pour a,b € A). Posons f = gjp. Alors f est une application K-liuéaire de Ly
dans M telle que, pour 3 a; @b, € Ly et a,b € A, ona ) a:b; =0 et done

O wmeb)(edb) = fO s @bb)
= Y 8(aa;)bid
= > abla)bd + > 8(a)asbib
= o) 8a)b)b+8(a)(>_ asbi)b
= a(>_ 6(a:i)bi)b
= af(D a;@b)b
= f(Zaz' @ b;){a @ b).
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Cela montre que f = gy : Ly — M est A%linéaire. Enfin,si e € A, on a

¢(f)@) = (fko)(a)=fle®1-1®a)
fle®1)— fl®a) =b6(a)-1~6(1)a
= §(a)

puisque #(1) = 0 pour toute dérivation §. Cela montre que @{(f) = 6 et donc ¢
est surjective {et par conséquent est un isomeorphisme).

Soient maintenant f : Ly — M une application A®-linéaire et z € M, alors
@(f) = fko est égale & la dérivation interne ¢ — az — za (pour a € A) définie
par T si et seulement si, pour tout a € A,

Il

Tkole) = fla®l-1®a)=az—z0
= o.{a®1—-1®a) =ozke(a)

oll o, : A° — M est la multiplication a4 gauche par z (c’est-a-dire o,(y) = zy
pour tout y € A®). Comme Ly est engendré par Im kg, on en déduit que fko €
IDer{A, M) si et seulement s'il existe z € M tel que f = 0,55, Cela prouve
Pénoncé, puisqu’il suit de (IL5.4) que Homge (A%, M) = {o; |2 € M}. O

1l est important de remarquer que le lemme précédent ainsi d’ailleurs que (1.7)
sont. valides méme si K n’est pas un corps. Nous utiliserons cette remarque au
chapitre suivant.

THEOREME 2.7. Une K -algébre A est séparable si et seulement si H' (A, M) =
0 pour tout A-bimodule M (c’est-d-dire si et seulement si toute dérivation sur A
est interne).

DEMONSTRATION. En effet, A est séparable si et seulement si la suite exacte
courte de {A — A)-bimodules

00— Ly 2% 4= ®, 4 ¢

est scindée, c’est-a-dire si et seulement s'il existe un morphisme de (4 — A)-
bimodules p : A®* — Lg tel que pjo = 1z,. Supposons qu'il existe un tel mor-
phisme p et soit, pour un (A4 — A)-bimodule quelconque M, un morphisme de
{A— A)-bimadules f : Ly — M. Alors f = fpjg. Cela montre, d’aprés le lemme,
que Der(A, M) = IDer(4, M) et donc que H'(A, M) == 0. Réciproquement,
HY(A,Ly) = 0 donne, d’aprés (1.4), que Der{4, Ly) = IDer{A, L) et donc,
d’aprés le lemme, que tout morphisme de (A — A)-bimodules L, — Lg (en par-
ticulier 'identité) est de la forme gjg, ol ¢ : A* — Lj est un morphisme de
(A — A)-bimodules. Cela entraine 'énoncé. 0

COROLLAIRE 2.8. Soit A une K-algébre séparable. Alors H*(A, M) = 0 pour
tout n > 1. En particulier, toute extension de A est scindée.

DEMONSTRATION. Le premier énoncé suit de ce que H'(A, M) = 0, de ce
que H™(A, M) = Ext}.{A, M) et de {X.1.2). Le deuxiéme énoncé suit de ce que
H?(A, M) =0 et de (1.6). O
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N

Nous arrivons & notre résultat principal, connu sons le nom de Théoréme
Principal de Wedderburn.

THEOREME 2.9. Soient B une K-algébre de dimension finie, et I un idéal
nilpotent de B tel que B/I est séparable. Il existe une sous-algébre A de B telle
que {'on a un isomorphisme de K-espaces vectoriels

B Aa]

DEMONSTRATION. Si I? = 0, cela suit de (1.6) car H2(B/I,I) = 0 par (2.8).
On peut done supposer T2 # 0 et utiliser la récurrence sur la dimension de B. On
a dimg (B/I?) < dimy B et en outre (B/I%)/(I/I?) = B/I est séparable. Par
I’hypothese de récurrence, il existe une sous-algebre C' de B telle que C 2 12,
B=CH+TetCNI=1I% Or C/I? =CHCNI})S(C+ /I = B/I est
séparable. Comme I est un idéal nilpotent, on a I # I? donc C # B de sorte que
dimy C < dimg B. On peut donc encore appliquer Phypotheése de récurrence et
trouver une sous-algébre A de C (donc de B) telle que C = A@® I, On a alors
B=C+I=A+P+I=A+Tet ANI=AnCnI=AnI*=0.0

COROLLAIRE 2.10. Soient K un corps algébriguement clos et B une K -algébre
de dirmension finie. Il existe une sous-algébre A de B telle que l'on a un isomeor-
phisme de K -espaces vectoriels

BS5 A@radB.

DEMONSTRATION. En effet, rad B est un idéal nilpotent et B/rad B une K-
algébre semisimple (VI1.4.8). On applique (2.5) et le théoréme. O

L’énoncé du corollaire est en fait vrai pour tout corps parfait. Nous avons a
dessein évité de nous pencher sur les relations entre la théorie des corps com-
mutatifs et celle des algébres séparables. Nous renvoyons pour cela le lecteur a
d'autres manuels.
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Exercices du Chapitre XI.

1. Soient A, B deux K-algébres. Montrer qu’il existe une équivalence entre
les catégories de (A — B)-bimodules et de AP @ g B-modules & droite.

2. Solent A, B deux K-algébres. Montrer que (A ®@x B) = A® @5 B°.

3. Soient G un groupe fini et A = KG&. Montrer que AP S A et que
A S K(G@ x G).

4. Montrer en détail que les résultats de la section 1 demeurent valides si on
suppose K un anneau commutatif et A une K-algébre projective en tant que
K-module.

5. Soit {e1,...,e,} nn ensemble complet d’idempotents promitifs orthogo-
naux pour la K-algébre A. Donner un ensemble complet d’idempotents primitifs
orthogonaux pour A®. En déduire la description des A®-modules indécomposa-
bles prejectifs et injectifs.

6. Soient A une K-algébre de dimension finle et M un (A — A)-bimodule

qui est de dimension finie sur K. Montrer que DH, (A, M) > H*(A, DM), ol
D =Hompg(—, K) désigne la dualité standard entre mod A et mod A°P,

7. Soient, A une K-algébre de dimension finie et dp : A ®x A — A la multi-
plication. Montrer que si z € A® satisfait dp(z) = 1, alors z est un idempotent
de séparabilité pour A si et seulement si z - Kerd, = 0.

8. Solt z un idempotent de séparabilité pour la K-algeébre de dimension finie

A. Montrer que:

a) z? = .

b) A¢=(1-z)A*@zA® avec (1 —z)A® égal au noyau de la multiplication
A®g A— Aet zA* = A en tant que A®*-modnles.

9. Montrer que si on suppose que & est un anneau commutatif et A une K-
algébre projective en tant que K-module, alors A est séparable si et seulement
si HY(A, M) = 0 pour tout (A — A)-bimodule M.

10. Solent w : B — A une extension de A et ¢ une section K-linéaire de
7 telle que o(aiaz) = o{a1)o(az) pour tous ay,a2 € A. On veut montrer que
o(1) = 1. Montrer d’abord que, si f est 'ensemble des facteurs associé 4 o, alors
f(1,1) = 0. En déduire que f(a,1) = f(1,a) = 0 pour tout a € A. Montrer
ensuite que (1) = 1.




CHAPITRE XII

Algebres héréditaires, tensorielles et auto-injectives.

Il est naturel d’essayer de caractériser certaines classes d’algébres par leurs pro-
priétés homologiques. On connait déja un tel exemple: on a en effet prouvé
qu'une algebre est semisimple si et seulement si sa dimension globale est nulle,
L'étape suivante est évidemment 1'étude des algébres de dimension globale (2
droite) égale & 1. Ces algébres sont dites héréditaires et leur étude est I’'objet
de la premiére section de ce chapitre. On donnera ensuite un calcul de la di-
mension globale d'une algébre tensorielle, d’oll on déduira un résnltat donnant
la dimension globale d'une algébre de polynémes. On terminera ce chapitre avec
la considération d'une classe d’algébres de dimension globale infinie, & savoir la
classe des algébres auto-injectives, qui contient entre autres la classe des algébres
de groupes finis.

1. Algébres héréditaires.

L’objectif de cette section est de caractériser les algébres de dimension globale
(& droite} égale & 1.

DEFINITION. Une K-algébre A est dite héréditaire ¢ droite (ou & gauche)
si tout idéal & droite (ou & gauche, respectivement) est projectif en tant que
A-module.

ExEMPLES 1.1. (a) Soit A une K-algébre semisimple. Tout A-module & droite
{ou & gauche)} étant projectif, c’est le cas pour tout idéal & droite (ou & gauche,
respectivement). Par conséquent, A est héréditaire & droite et & gauche.

(b) Soit A un domaine d'intégrité principal, alors A est héréditaire (& droite et
aussi & gauche, étant commutatif): en effet, tout idéal non nul de A est principal,
donc de la forme g A pour un a € A, un tel idéal est projectif puisqu’isomorphe &
A {en tant que A-module), un isomorphisme évident étant I'application linéaire
A — aA définie par z — axz (pour z € A}, Par exemple, Z est une Z-algébre
héréditaire.

(¢} La Z-algdbre [ﬁ g} est héréditaire & droite mais pas & gauche.

Le théoréme suivant, dii & Kaplansky, est fondamental.

301
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THEOREME 1.2. Seit A une K -algébre héréditaire ¢ droite. Tout sous-module
d'un module libre est isomorphe & une somme directe d’idéauz ¢ droite,

DEMONSTRATION. Soit L un A-module libre de base (ex)aca oll 'ensemble
A peut, sans perte de généralité, étre supposé bien ordonné, Pour chaque A € A,
posons Ly = @(E#A). Alors Ly =0 et Lyyy = @(euA) = Ly @ (exA). Soit
A BSA
maintenant M un sous-module de L. Chaque z € M N L4 s’écrit uniquement
sous la forme

T=1Y+ea
(pour y € Ly et & € A). On peut donc définir une application A-linéaire f :

M N Lyy1 — A par x — a. Sion pose Jy = Im fy, on voit de suite que J est
un idéal & droite de A4 et qu'on a une suite exacte courte

0— MLy — MNLy1 25 7 — 0.

Comme A est héréditaire, 1'idéal &4 droite Jy est projectif et la suite précédente
est scindée. Par conséquent, il existe un sous-module Ny de M N Ly 4y isomorphe
a Jy et tel que

MnLyyy = (MﬂL,\) & Ny

On affirme que M 5 @ N,. Cela montrerait que M est isomorphe 4 la somme
AEA
directe de la famille (J))xea d’idéaux & droite de A, et achéverait la démonstra-
tion.
Pour commencer, montrons que M est égal 4 son sous-module N = Z N,

AEA
Comine L est égal & la réunion de la chaine croissante de sous-modules {Ly)xea,

chaque x € L appartient & au moins un des L. Posons, pour un z € L,

My =inf{A € Az € Ly}
SiNG M, il existe 7 € M tel que = ¢ N. On prend

p=inf{y, |z € M, = ¢ N},
et on choisit y € M, y & N tel que 4 = p,. Onay € M N Ly, done y s’éerit
sous la forme

Yy=u+v

avecy € MNL, et v € N, Parconséquent, u =y—-vec MetugN (car

sinon y € N). Mais d’autre part, v € M N L, doune pu, < g, ce qui contredit la
minimalité de g, Cette contradiction montre que l'on a bien N == M.

Il reste & montrer que la somme N = Z Ny est directe. Supposcns ainsi

MEA
T1+Tp+ -+ 2y =0 avec x; € Ny, oll 'on peut supposer Ay < Ag < -+ < Ay,
Alors

T+ o+ Tpo1 = —Tn € (M N Ly )N Ny, =0

done z,, = 0. Par récurrence, on a z; = ( pour tout 4. [J
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COROLLAIRE 1,3. Soit A une K-algébre héréditaire & droite. Tout sous-modu-
le d’un module projectif est projectif.

DEMONSTRATION. Tout A-module projectif P est, par (IV.2.4), un facteur
direct, donc un sous-module, d’un module libre L. Par conséquent, tout sous-
module M de P est un sous-module de L, donc est isomorphe & une somme
directe d’idéaux, par le théoréme précédent. Comme chacun de ces derniers est

projectif, il en est de méme de M, par (IV.2.3). O

COROLLAIRE 1.4, Soit A un domaine d’intégrité principal, Tout sous-module
M d'un module libre L est lui-méme lbre.

DEMONSTRATION, On sait que tout idéal non nul de A est isomorphe & Ay
(voir Pexemple (1.1)(b) plus haut). Soit donc (ey)rea une base de L. II suit de
(1.2) qu'il existe une famille (Jy)rea d’idéaux de A telle que M - @ Jy. Or

AEA
on a, pour chaque A € A, que Jy = 0 ou bien Jy = A4. L'énoncé s’ensuit. [

COROLLAIRE 1.5, Soit A un domaine d’intégrité principal. Tout A-module
projectif est libre.

DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que, par (IV.2.4), tout A-module
projectif est un sous-module d’un module libre, et d’appliquer (1.4), O

Les considératicns précédentes s’appliquent & Z.

CoROLLAIRE 1.6. (a) Tout groupe obélien projectif est libre.
(b) Tout sous-groupe d'un groupe obélien libre est libre. O

Nous arrivons a la caractérisation cherchée des algébres héréditaires & droite.

THEOREME 1.7, Soit A une K-olgébre. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:
(a) A est héréditaire {4 droite).
(b) dim.gl.d. A <1.
(c) Tout sous-module d’un A-module projectif est projectif.
(d) Tout quotient d'un A-module injectif est injectif.

DEMONSTRATION. (a) équivaut & {c}. En effet, il suit de (1.3) que, pour une
algébre héréditaire A, tout sous-module d’un A-module projectif est projectif,
Réciproquement, si cette derniére condition est satisfaite, tout sous-module de
Az, clest-d-dire tout idéal & droite de A, est projectif.

(b) équivaut & (c). En effet, supposons dim. gl.d. A < 1 et soit M un sous-
module du module projectif P, alors dans la suite exacte courte

0—M — P —P/M—0

on sait que dp(P/M) < 1. Par (X.1.2), M est projectif. Réciproquement,
supposons que tout sous-module d'un A-module projectif est projectif. Soit N
un A-module arbitraire. Il existe un A-module projectif P et un épimorphisme
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f: P — N. Alors Ker f, étant un sous-module de P, est projectif, et la suite
exacte courte

OHKeTf—!PLN—)O

est une résolution projective de N. Donc dp NV < 1 et par conséquent dim. gl.d. A
<1

(b) équivaut & (d). La démonstration est analogue, en remplagant projectifs
par injectifs. O

Par exemple, solent K un corps et A = [£ ] On a vu que dim.gl. d. A = 1.
Donc A est héréditaire 4 droite.

Encore une fois, les cas artinien et noethérien méritent une attention partic-
uliére. Comme on pouvait 8'y attendre, les modules de type fini jouent un réle
spécial,

PROPOSITION 1.8. Soit A une K-algébre noethérienne & droite. Alors A est
héréditaire 4 drotte si et seulement si tout sous-module d’un A-module projectif
de type fini est projectif.

DEMONSTRATION. La nécessité étant évidente, montrons la suffisance. Soit
I4 un idéal & droite de A. Alors I4 est un sous-module de A4, et est de type
fini (car A est noethérienne) donc est projectif. [

C’est en particulier le cas si A est artinienne 4 droite, mais alors le résultat
suivant est plus utile.

THEOREME 1.9. Une K-algébre artinienne & droite A est héréditaire & droite
51 et seulemnent si le radical de tout A-module projectif indécomposable de type
fint est projectif.

DEMONSTRATION. La nécessité suivant de (1.8), prouvons la suffisance. Soit
P4 un module projectif de type fini. Par (1.8), il suffit de montrer que tout sous-
module M de P est projectif. On procéde par récurrence sur la longueur ¢ de P
(laquelle, par (VIL4.12), est finie}. Si# =1, alors P est simple et il n'y a 1ien
a prouver. Supposons £ > 1 et que "énoncé est vrai pour tout projectif de type
fini et de longueur < £. Le module P admet certainement une décomposition
directe de la forme

P=P P
avec /7 indécomposable, et P, pouvant étre nul. Soit p: P — P la projection
canonigue. On considére I'image p(M) du sous-module M. On a deux cas. Si
p(M) = P, la composition pj : M — P de Vinclusion j: M — P avec p est un
épimorphisme, donc une rétraction, puisque P, est projectif. On a donc

M3PioM

ol M = MNPy, C P Comme £{Py) < £, alors M' est projectif par 'hypothese
de récurrence. Donc M = Py @ M’ est aussi projectif. Si p(M) £ Py, alors M C
rad P1® P, ol rad Py est projectif par hypothése. Comme P est indécomposable,
rad P; est un sous-module maximal de P, de sorte que £{rad P @ Fo) = £—1 < £.
L’hypothése de récurrence entraine alors que M est projectif. O
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Par exemple, soient K un corps et A = [£ L}, Les A-modules projectifs

indécomposables sont e11 A et e A, Le premier est simple (donc de radical nul)

tandis que le second est de radical eze.J = e3; A (un isomorphisme e;; A — eggJ
étant fourni par ;12 — exegie = e e (pour a € A)), comme on I'a montré en
(VIIL.1), de sorte que le radical de chaque module projectif indécomposable de
type fini est projectif.

CoroLLAIRE 1.10. Une K -algébre artinienne & drotte est héréditaire & droite
st et seulement si rad A4 est un A-module projectif.

T
DEMONSTRATION. En effet, écrivons 4 = EBPi’ ot les P; forment nne
i=1

liste compléte des A-modules projectifs indécomposables. Alors, par (VII.1.4),

rad Ay = @rad P; et cette somme directe est projective, par (IV.2.3), si et

i=1
seulement si rad F; est projectif pour chaque 4, ot 1 < i < n. 1l ne reste plus

qu'a appliquer (1.9). [J

COROLLAIRE 1.11. Soit A une algébre artinienne & droite ef héréditaire &
droite. Tout morphisme non nul entre modules projectifs indécomposables est un
monomorphisme.

DEMONSTRATION. Soit f : P — P un tel morphisme. Alors Im f € P’ est
projectif, donc la suite exacte courte

00— Kerf —P—Imf—20

est scindée et P = Im f @ Ker f. Comme f #£ 0, alors Im f # 0. Par hypothése,
P est indécomposable, donc Ker f = 0. O

2. Algébres tensorielles,

L’objectif de cette section est de calculer la dimension globale d’'une algébre
tensorielle. Nous commengons par des considérations sur les foncteurs de change-
ment des scalaires {(introduits en (IIL.6)).

Soient A, B deux K-algébres et ¢ : A — B un morphisme. On sait que tout
B-module X g est muni d’une structure canonique de A-module par

Ta = zp(a)

(pour z € X et a € A). Cela permet de définir un foncteur F : Mod B — Mod A
(qui peut é&tre considéré comme une variante du foncteur oubli). Tl est évident
que F est un foncteur exact. On notera #'X simplement X 4, si aucune ambiguité
n’est A craindre. Par exemple, B lui-méme est muni d’une structure canonique
de A-module, de sorte que l'on peut le considérer comme un (B — A)-bimodule
qui sera noté gB4. De méime, B admet également une structure de A-module &
gauche, de sorte que l'on peut aussi le considérer comme un {4 — B)-bimodule
qui sera noté 4Bp. Le lemme suivant n’est autre que la premiere partie de
I'exercice (V.26).
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LEMME 2.1. Pour tout B-module X, on a des isomorphismes fonctoriels
FX 5 HOIIIB(ABB,X):)X ®5 BA.

DEMONSTRATION, Pour le premier isomorphisme, il suffit de prouver que
I'isomorphisme fonctoriel K-linéaire ¢y : X — Hompg(B, X) de (IL5.3) est A-
linéaire. On rappelle que ¢{z)(b) = b pour z € X et b € B. Soit donc a € A,
on a bien

Y(za)(b) = Y(zp(a))(b) = (zp(a))b
et
[(z}a](b) = Y(z){ab) = P(z){w(a}b).

On démontre de méme le second isomorphisme. O

Comme le foncteur F' ; Mod B — Mod A s'exprime en termes de module
d’homomeorphismes, ou encore de produit tensoriel, il est naturel de considérer
ses adjoints & droite et 4 gauche.

LEmME 2.2, (a) Le foncteur —®4 Bpg : Mod A — Mod B est adjoint & gauche
de F.
(b) Le foncteur Homa(pBa,—) : Mod A — Mod B est adjoint & droite de F.

DEMONSTRATION. Soient X g un B-module et U4 un A-module. L’énoncé
(a) suit des isomorphismes fonctoriels

HOIIIA(U,FX)-:’ HomA(U,HOHlB(ABB,X):b HOHIB(U @4 BB,X)

tandis que (b) suit des isomorphismes fonctoriels

HOIIIA(FX, U) = HOIHA(X ®p Ba, U) = HOHIB(X, HOIIIA(BBA, U))
ol l'on a utilisé successivement les deux isomorphismes de (2.1). O

II est remarquable que les foncteurs adjoints de F' définis en (2.2} préservent
les projectifs et les injectifs, respectivement (voir les exercices (V.20) et (V.21)).

LEMME 2.3. (a) Soit Py un A-module projectif, alors P ®p Ba est un B-
module projectif.

(b} Svit I4 un A-module injectif, alors Homa(pBa,I) est un B-module in-
Jectif.

DEMONSTRATION. (a} On doit prouver que le foncteur Hompg(P ® 5 Ba, —)
est exact, mais cela suit de V'isomorphisme de foncteurs

Homp(P ®p Ba,—) = Homu (P, F(-))

de (2.2)(a), et du fait que les foncteurs F' et Homa (P, —) sont exacts.
(b) se démontre de méme au moyen de I'isomorphisme de foncteurs

HOIHB(—,HOIHA(BBA,I)) = HOIHA(F(——), IA)
de (2.2)(b). O
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Il existe plusieurs formules permettant de calculer les relations entre modules
d’extension et de torsion sur A et sur B. Nous aurons besoin ici des suivantes.

PROPOSITION 2.4. (a) Si By est un A-module projectif, il existe pour tout
n > 0 un isomorphisme

Exts(X,Homa(pB 4, U)) = Eth(X, )

fonctoriel en Xp et Uy,
(b) Si aB est un A-module plat, il existe pour tout n > 0 un isomorphisme

Exth (U ®4 Bg, X) = Exth (U, X)
Jonctoriel en U et Xg.

DEMONSTRATION, (a) Soit 0 — U — 1% — I' — ... une résolution
injective de U4 dans Mod A. On applique Homs(gBa,—). Comme B, est
projectif, ce foncteur est exact de sorte que I'on obtient une suite exacte de
Mod B:

0 — Homa(pBa, U} — Homa(pBa,I°) — Homu(pBa,I') — -+

11 suit de (2.3) que c’est 1 une résolution injective de Hom4(gBa4,U). Si on
supprime ce terme et on applique Hom g (X, —) au complexe résultant, on obtient
un diagramme commutatif

0 — Homp(X,Homs(pBa,I%)) — Hompg(X,Homu(gBa,I')) —

| |

0 — Hom(F X, 1Y) — Homy (F X, I) —

ou les lignes sont des complexes. L’isomorphisme cherché vient en prenant les
cohomologies de ces deux complexes.

(b) La démonstration est semblable. Soit --+ — P —= Py —= U — 0 une
résclution projective de U, dans Mod A. On applique —® 4 Bg. Comme 4B est
plat, ce foncteur est exact de sorte que 'on obtient une suite exacte de Mod B:

— PA®sBg — Py®s By —U®yBg — 0.

Il suit de (2.3) que c’est 1a une résolution projective de U ® 4 Bp. Si on sup-
prime ce terme et on applique Hompg(—, X) au complexe résultant, on obtient
un diagramme commutatif

0 — HOIHB(P()@ABB,X) — HOII]B(P1®AABB,X) —

L I

0 — Homy (Fy, FX) — Hom (P, FX) —

oil les lignes sont des complexes. L'isomorphisme cherché vient en prenant les
cohomologies de ces deux comiplexes. [
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Dans ce qui suit, on considére un K-module A et l'algébre tensorielle A =
T(M) de M (voir (V.4)). Notre prochain lemme donne un calcul plus fin du
noyau de la multiplication dy : A ®x A — A définie par a ® b — ab (pour
a,b ¢ A). On rappelle en effet que I'on a montré en (XI.1.7) que ce noyau est, en
tant que (A — A)-bimodule, engendré par les éléments de la formea® 1 -1 ®a
(pour a ¢ A). On avait déja observé que ce calcul, ainsi que (XL.2.6), faits sous
T’hypothese que K est un corps et A une K-algébre de dimension finie sont en
fait valides pour tout anneau commntatif K et toute K-algébre A.

LEMME 2.5. Soient M un K-module et A = T(M) son algébre tensorielle. Il
eriste une suite exacte courte de (A — A)-bimodules qui est scindée en tant que
suite exacte de A-modules @ droite (ou d gauche)

00— AQx M@ A% A A 2% A 0.

DEMONSTRATION. On a vu que la multiplication dy : A ®x A — A définle
par a®b — ab (pour a,b € A) est un morphisme surjectif de (A — A)-bimodules.
L’application K-linéaire kg : 4 — Ker dy définie par ko(e) =a® 1 -~ 1®a (pour
a € A) est, d'aprés (X1.2.6), une dérivation et en outre Kerdy est engendré par
Imky. On considére la restriction de ko & M, notée kpr = ko |ar (c’est-a-dire
la composition de linclusion canonique de M dans A avec kp). Comme A est
engendré par M en tant que K-algébre, Kerdy est engendré par l'image de kas.
Cette restriction induit un morphisme de (4 — A)-bimodules

_fo H A®KM®KA——i Kel‘do — A@I(A
(ol 'application Kerdy — A ® ¢ A est l'inclusion) par
fil@z@ ) =ky(z)=z01-1®z

(pour z € M), et fo(e®@z®b) = afy(l®x®1)b (pour x € M et a,b & A). Il est
clair que Im fy = Im kyy = Kerdy. Cela montre que la suite donnée est exacte
a droite. Il reste & prouver que fy est injectif et est une section de A-modules a
droite {ou & gauche). Il suffit donc de construire un morphisme de A-modules &
droite gg : A®x A — AR M@ A tel que gofo = 1 (une construction semblable
donnant un morphisme de A-modules & gauche avec la méme propriété).

On considére le morphisme de K-modules M — A ®x M ®g A défini par
— 1®x®1 (pour z € M). On affirme qu’il se prolonge en une dérivation
§:4 5 A®xg M @ A. En effet, soit B ’algébre de matrices

B [ A 0]
A@r MerA A
munie de 'addition ordinaire des matrices et de la multiplication induite de la
structure de {A — A)-bimodule de A®x M @k A. Il est clair que B est aussi un
(A — A)-bimodule, et que le morphisme de K-modules donné se prolonge en un
morphisme de K-modules M — B par

T L 0
1@z®1 2
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{pour = € M). Par définition de l'algébre tensorielle A = T'(M), on en déduit
un morphisme de K-algtbres A — B, dont la composition avec 1'application
canonique B — A ®x M ®Qp A est une dérivation 6 : M — AQr M ®x A,
comme on le vérifie aisément.
La dérivation & induit une application A-lindaire go : AQx A - Ay M@ A
par go{a ®b) = &(a)b pour a,b € A (voir démonstration de {X1.2.6)}. On a
gofole®@z®1) = gmlefo(l®@ze1)]
= gola(z®1-1® 7))
= golar®1—a®x)
= &{az) — 6(a)z
= ab(z)
e(l®x®l)
= gRr®l

pourtousa € Aet x € M. Comme les éléments a®r®1 engendrent AR M A
en tant que A-module 4 droite, il s’ensuit que gofo = 1. OO

Nous arrivons au résultat principal de cette section. Rappelons que tout
anneau commutatif est une Z-algébre commutative et, qu’'a ce titre, on peut
parler de sa dimension globale.

THREOREME 2,6. Soient K un anneau commutatif de dimension globale n, M
un K-module et A=T{(M).

(a) Si My est projectif, alorsn < dim. gl.d. A < n+1 et dim.gl.d. A = n+1
si et seulement 3’ existe un K-module Y tel que diHomg (M,Y) =n.

(b) 5i My est plat, alorsn <dim.gl.d A <n+1etdimgld A=n+1 s
et seulement s’il existe un K-module X tel que dp(X ®@x M) =n.

DEMONSTRATION. (a) Soit V4 un A-module. On veut sppliquer le foncteur
Homu(—, V) & la suite exacte scindée de (2.5). Observons d’abord qu’il suit de
Visomorphisme d’adjonetion que

Homa(A®x M ®x A, V) = Homp(A Homa(M Qx A, V))
= HOIIIK(A, HOII]K(M, HomA(A, V))
= HOIHI{(A,HOIHK(M,V))
et de méme Homa(A ®x A, V) Homg (A, V). Par conséquent, le foncteur

Homa(—, V) appliqué & la suite de (2.5) donne une suite exacte courte de A-
modules

0 — V — Homg({A, V) — Homg (A, Homg (M, V)) — 0

(ot on a utilisé (IV.1.5)). Soit U4 un A-module. Le foncteur Homu4(U, —)
appliqué & la suite précédente donne une suite exacte longue de cohomologie

- — Extf (U, V) — Ext% (U, Homg (A,V)) —
— Ext* (U, Hom g (4, Homg (M, V)) — ExtitH(U,v) — ..
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Comme Mg est projectif, et que la projectivité est préservée par les puissances
tensorielles (en effet, M @y M est projectif car

HomK(M R M, —) = HOIIIK(M, HOH]K(M, —))

est exact, on contiuue par récurrence) et les sommes directes, on en déduit qne
Ag est projectif. Par (2.4)(a), la suite exacte précédente devient

-+ Exth (U, V) Ext (U, V) - Bxth (U, Homg (M, V) 5 Ext5tH U, V) -

1l est alors évident que dim.gl.d. A <n 4+ 1.

Comme dim. gl. K = n, il existe des K-modules X et Y tels que Ext} (X, Y) #
0. On fait de X, Y des A-modules en définissant trivialement I’action de M, c’est-
f-dire en posant XM = Y M = 0, de sorte que le foncteur oubli rend 4 X et ¥
leurs structures naturelles de K-modules. Appliquons le foncteur Homa (X, —)
a la suite exacte de A-modules

0 —Y — Homg(A,Y) — Homg (A, Homg (M, Y)) — 0.
11 en résulte, compte tenu de {2.4)(a), une suite exacte
0 — Homu(X,Y) — Homg (X,Y) — Homg (X, Homg (M,Y)).

Comme Hom4(X,Y) = Homx(X,Y) (par définition des structures de A-modu-
les de X et Y), le morphisme Homg (X,Y) — Homy (X, Hom g (M, )} est nul.
Le méme raisonnement appliqué aux termes d’une résolution projective de X
donne que les morphismes Ext%(X,Y) — Ext%(X,Homg(M,Y)) sont nuls.
On a donc une suite exacte

0 — Ext? }(X, Homg (M, Y)) — Ext}(X,Y) — Ext}H(X,Y) — 0.

Par conséquent, Ext; (X,Y) # 0 d’ol on tire dim.gl.d. 4 > n.

Il existe un K-module Y tel que diHomg (M,Y") = n si et seulement s'il existe
un K-module X tel que Ext (X, Homg (M,Y)) # 0 (par (X.1.6)). Ceci et la
suite exacte

0 — Ext% (X, Homg(M,Y)) -~ Ext%H(X,Y) — ExtF (X, Y) =0

(ol on a fait de X et Y des A-modules comme plus haut) impliquent que
Ext%*(X,Y) # 0 (et done dim. gl. d. A = n + 1), Par contre, si di Honi (M,Y)
< n pour tout K-module Y, alors, pour tout A-module V, on a di Homg (M, V) <
n et donc la suite exacte

Ext} (U, Homy (M, V)) — BExt3 (U, V) — 0

implique que Ext (I, V) = 0 pour tout A-module U et donc di V4 < n pour
tout V, c’est-d-dire dim. gl. d. A < n par (X.2.1).

(b) La démonstration est semblable. Soit U4 un A-module. La suite exacte
scindée de (2.5) induit, aprés application du foncteur U ® 4 —, une suite exacte

0 - Uk Mg A—U@r A—U—0
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{par (V.2.5)). Soit V4 un A-module. Le foncteur Homy4 (-, V) appliqué a la
suite exacte précédente donne une suite exacte longue de cohomologie

o — ExtR (U, V) — Exth (U ®g A, V) — Exti(Uox Mok A, V) —
— ExtS U, V) — .

Comme My est plat, et que la platitude est préservée par les puissances ten-
gorielles et les sommes directes, on en déduit que Ag est plat. Par (2.4)(b), la
suite exacte précédente devient

= Exth (U, V) - Exth (U, V) - Bxth (U &k M, V) - ExtSP U, V) - -+

Il est évident que dim. gl.d. A <n + 1.

Comme dim. gl. d. K = n, il existe des K-modules X et Y tels que Ext}{X,Y)
# 0. On en fait encore des A-modules en posant XM = Y M = 0. Appliquons
le foncteur Hom g (—, V) & la suite exacte de A-modules

0 — X@rMerA —Xrd— X —0.
Il en résulte, compte tenu de (2.4}(b), une suite exacte
0 — Hom4(X,Y) — Homp(X,Y)} — Homg (X ®x M,Y).

Comme Homa{X,Y) = Homp (X,Y) (par définition des structures de A-modu-
les de X et Y), le morphisme Homp (X, Y) — Homp (X @x M,Y) est nul. Le
méme raisonnement appliqué aux termes d'une résolution injective de Y donne
que les morphismes Ext% (X, Y) — Ext5% (X ®x M, Y) sont nuls. On a donc une
suite exacte

0 — Extt Y (X ®x M,Y) — Ext3(X,Y) — Ext%(X,Y) — 0.

Par conséquent, Ext}(X,Y) #£ 0 d'oll on tire dim.gl.d. A > n.

11 existe un K-module X tel que dp(X ®g M) == n si et seulement ’il existe
un K-module Y tel que Ext}(X ®x M,Y) # 0 (par (X.1.2)). Ceci et la suite
exacte

0 — Exth (X ®x M,Y) — Ext}P(X,Y) — Ext% (X,Y) =0

(ol on a fait de X et ¥ des A-modules comme plug haut) impliquent que
Ext®™(X,Y) # 0 (et done dim. gl. d. A = n+1). Par contre, si dp(X ®x M) < n
pour tout K-module X, alors, pour tout A-module U4, on a dp(U @ M) < n
et donc la suite exacte

Ext} (U ®x M, V) — Ext¥ (U, V) — 0

implique que ExtT'l(U, V) = 0 pour tout A-module V. Donc dpUy, < n pour
tout U, c’est-d-dire dim.gl.d. A < n par (X.2.1). O

COROLLAIRE 2.7. Soient K un anneau comnutatif, et t une indéterminde,
alors dim, gl. K{t] = 1 + dim. gl. K.

DEMONSTRATION. En effet, si M = K, alors A = T(M) > K[f]. D’autre
part, le K-module K est libre, donc projectif et en outre, pour tout K-module
Y, on a Homg (K,Y) ™ Y, d’oli Pénoncé par application directe de (2.6}(a). O
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COROLLAIRE 2.8. Soient K un anneau commutatif, et t,... ,t, des indéter-
minées, alors dim.gl. KTty,... ,&,] = n+dim. gl. K. 5%, en particulier, K est un
corps, alors dim.gl. K{t1,... ,f,]l=n

DEMONSTRATION. Le premier énoncé suit de (2.7} et d’une récurrence éviden-
te. Le second de ce que tout corps est semisimple et donc de dimension globale
nulle. [

Les énoncés (2.7) et (2.8) sont connus sous le nom de Théoréme des syzygies
de Hilbert. Le terme “syzygies”, qui vient du grec, est utilisé pour désigner les
noyaux d’une résolution projective (un noyau d’une résolution injective étant
désigné du nom de cosyzygie). Enfin, on déduit de (2.6) le calcul de la dimension
globale d’une algébre libre (I11.3.8).

COROLLAIRE 2.9. Seient K un enneau commutatif, et X un ensemble, alors
dim. gl. d. K(X) = 1+dim. gl. K. 8%, en particulier, K est un corps, alors K{(X)
est héréditaire & droite.

DEMONSTRATION. En effet, si M = KX} est le K-module libre de base X,
alors T(M) > K{X) comme on l'a vu en (V.4). D'autre part, M étant libre,
donc projectif, la dimension injective de Homy (M, Y") est égale 4 celle de Yk,
pour tout module Y. Cela montre le premier énoncé. Le second suit de (1.6). [

3. Algébres auto-injectives.

La section 1 traitait des algébres de dimension globale 1. L'autre extréme est
celui des algebres de dimension globale infinie. Nous en décrirons une sous-classe
particuliérement importante, parce qu’elle comprend les algébres de groupes finis.

DEFINITION. Soit A une K-algébre noethérienne & droite et & gauche. Alors
A est dite auto-injective & droite ou QF (quasi-frobéniusienne) a droite si A est
un A-module injectif.

On définit de méme une algebre auto-injective & gauche. Il y a évidemment
identité entre les deux concepts quand l’algébre en question est commutative,
Nous montrerons plus bas que si A est de dimension finie sur un corps, alors
aA est aussi un A-madule injectif et donc A est aussi auto-injective & gauche.
On voit de suite que toute algébre semisimple est auto-injective (4 droite et &
gauche). Pour construire d’autres exemples, on utilisera le lemme suivant.

LEMME 3.1. Soient A un domaine d’initégrité principal et I un idéal non nul,
Alors A/I est auto-infective.

DEMONSTRATION. Il existe un a € A, nécessairement non nul, tel que I = aA.
On sait qu'un idéal de A/I est de la forme J/I, avec J un idéal de A contenant
I. Soit b e A tel que J = bA. Comme e € I C J, il existe c € A tel que a = be.
Soient 1 =1+ I et 0 = 0 + I respectivement 'identité et I'élément nul de A/I,
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alors b 1 engendre J/I en tant que A/I-module. On considére le diagramme &
ligne exacte

0 — I LA/

|

A/l

ol § est l'inclusion et f une application A/I-linéaire. Alors f(b-1) = z-1
pourunz € A, Commech-1 =a-1=0,onaecx -1 =cf(h-1) =0. Par
conséquent, cx € I — aA et il existe y € A tel que cx = by, ce qui donne
cx = cby. Comme A est intdgre, = = by et donc f(b-1) = by-1. On définit
une application g : A/T — A/I par g(I) =y 1: il est clair que cela donne une
application A/I-linéaire de A/I dans lui-méme qui prolonge f. Donc A/I est
injectif en tant que A/I-module par le critére de Baer (IV.3.4). Comme A/ est
évidemment noethérienne, elle est auto-injective. O

Par conséquent, Z,, = Z/nZ est auto-injective pour tout n > 0, et, si K est
un corps et t une indéterminée, K[t]/(p) est auto-injective pour tout polynéme
non nul p € K[t}

TuEOREME 3.2. Soit A une K-algébre noethérienne & droite et & gauche.
Alors A est auto-injective (4 droite) si et senlement st tout A-module (4 droite)
projectif est injectif.

DEMONSTRATION. La suffisance étant triviale, montrons la nécessité. Soient
A une algébre auto-injective et P4 un A-module projectif, Alors P4 est un

facteur direct d'un module libre de base, disons, (e))aca. Commeonaey A= Ay
pour chaque A, et par conséquent chaque ey A est injectif, il suit de (V1.2.5) et du

fait que A est noethérienne que L -~ @ ex A est aussi injectif. Par conséquent,

AEA
P4, qui est facteur direct de L, est aussi injectif. [

PRrorosITION 3.3. Soit A une K-algébre auto-injective et non semisimple.
Pour tout A-module M non projectif, on adp M = oo. Par conséquent, dim. gl. A
= 00,

DEMONSTRATION. En effet, supposons que M est un A-module non projectif
tel que dp M = n < 0o, alors il existe une résolution projective de M de la forme

OHPni»Pﬂwl—»-u—»Pl—»Pg—»M—»O.
Comme P, est projectif, il est injectif et donc la suite exacte
0— P, An, P, 71— Cokerd, — 0
est scindée, ce qui entraine que Coker dy, est projectif et que
0 — Cokerd, — P,y — -+ — P — P, —M—0

est une résolution projective de M de longueur n — 1, une contradiction 3
Phypothése que dp M =n. O
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On considére maintenant e cas ot K est un corps et A est une K-algébre de
dimension finie. Alors A est certainement une alggbre noethérienne & droite et &
gauche. On rappelle que le foncteur D = Hompg(—, K) induit une dualité entre
A-modules & droite de type fini et A-modnles & gauche de type fini. Nous allons
montrer que, dans ce cas, auto-injective & droite coincide avec auto-injective a
gauche.

THEOREME 3.4. Soit A une K-algébre de dimension finie. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(a) A est auto-injective & droite.

(b} A est auto-injective & gauche.

(c) (DA)a est un A-module projectif.

(d) A(DA) est un A°P-module projectif.

(e} Tout A-module de type fini projectif est ingectif.
() Tout A°?-module de type fini injectif est projectif.
(g) Tout A-module de type fini injectif est projectif.
(h) Tout A°P-module de type fini projectif est injectif.

DEMONSTRATION. En effet, A est auto-injective si et seulement si A4 est
injectif, c’est-a-dire si et seulement si D{A4) = 4(DA) est projectif. On a
montré 'équivalence de (a} et (d). Tout A°P-module injectif de type fini étant
une somme directe finie de facteurs indécomposables de 4{DA) {par (VIIL.4.6)),
on en déduit l'équivalence avec (h). Celle avec (e} a déja été établie en (3.2).
Dualement, (b} (¢) (f) (g) sont équivalentes. Enfin, (e) et (f) sont équivalentes
par dualité. J

Un cas particulier important est celui ot A4 = D(4A).

DEFINITION. Soit A une K-algébre de dimension finie. On dit que A est de
Frobenius (ou frobéniusienne) s'il existe un isomorphisme de A-modules & droite

Aa > DA

THEOREME 3.5. Soit A une K-algébre de dimension finie. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(a) A est une algébre de Frobenius.

(b) Il existe une forme K -bilinéaire non-dégénérée <,>: Ax A — K telle
que < ab,c >=< a,be > pour tous a,b,c € A (on dit alors que <,> est
associative).

(c) Il emiste une forme K -linéaire v € DA dont le noyou ne contient aucun
tdéal & droite ou 4 gauche non nul

DEMONSTRATION. (a) implique (b). Soit f : A4 — D(4A) un isomorphisme,
alors, pour tous a,b € A, on a

f(ba) = f(b)a.

Pour chaque z € A, on a, par définition de la structure & droite sur D{4 A), que

f(ba)(z) = (f(b)a)(z) = f(b)(az).
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Cela conduit & définir <,>: A x A — K par

<@,y >= f(z)(y)

oux,y € A, Tlest clair que <, > est une forme bilinéaire. Elle est non-dégénérée,
parce que f est un isomorphisme: en effet, < 4,y >= 0 donne y = 0 (car toute
forme linéaire appliquée 4 y donne zéro) tandis que < z, 4 >= 0 donne f(z) =0
donc x = 0. L’associativité suit de

< z,yz >= f(z}yz) = flzy){z) =< zy,z >

pour T,y,z € A,

(b} implique (a). On définit f: A — DA par f(z) =< z,— > (pour = € A),
c'est-a-dire que f(x){y) =< =,y > (pour z,y € A). Alors f est un isomorphisme
K-linéaire car <, > est une forme bilinéaire non-dégénérée, et est A-linéaire car
<, > est associative.

(b} implique (c). 8i <,> est donnée, on définit une forme linéaire © € DA
par

u(x) =< z,1 >

pour © € A. Alors u(zA) = 0 implique < 4,1 >= 0 donc < 2, 4 >= 0 et enfin
x = 0 car <,> est non-dégénérée. De méme, u(Azx) = 0 implique z = 0. Par
conséquent, Keru ne contient pas d’idéaux a droite ou A gauche non nuls.

(c) implique (b). Si v est donnée, on définit <, >: A x A — K par

<,y >= u(Ty)

(pour z,y € A)}. Il ne reste plus qu'a vérifier que <,> est bilinéaire, non-
dégénérée et associative, ce qui est un exercice facile et laissé au lecteur,
H

Un cas particuliérement intéressant est celui des algébres auto-injectives qui
sont réduites (voir (VIIL3)). Dans ce cas, si {ey,... , €, } est un ensemble complet

d'idempotents primitifs orthogonaux, alors A4 = é(eiA) et {e14,... ,e,A} est
un ensemble complet de A-modules pflojectifs in&zgolnposables non-isomorphes
(par (VIIL3.6)) tandis que (DA) 4 = @ D(Ae;) et {D(Aey,... ,D(Ae,)} est un
ensemble complet de A-modules injeé?i}s indécomposables non-isomorphes {(par
(VII1.4.5)). 1l suit de (3.4) qu'il existe une bijection v : {1,... ,n} — {1,...,n}

telle que D(Ae;) = e, (;)A. Par conséquent, on a un isomorphisme

n ki)

(DA)A = P D(Ae;) ™ ey A = Aa
i=1 i=1

(car v est bijective). On a prouvé que toute algébre auto-injective réduite est de

Frobenius. Par conséquent, une algébre réduite est auto-injective si et seulement

si elle est de Frobenius. En outre, si c’est le cas, il existe une permutation v de

{1,... ,n} telle que e,(;34 = D(Ae;) pour chaque i. Nous verrons que v est en
fait donnée par un automorphisme de A,
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PROPOSITION 3.6. Soient A une algébre de Frobenius, et {e1,... ,en} un en-
semble complet d'idempotents primilifs orthogoneus de A. Il existe un automor-

phisme v: A — A tel que D{Ae;} S v(e)A.

DEMONSTRATION. Soit <,>: Ax A — K une forme bilinéaire non-dégénérée
et associative. On définit une application v : A — A par

<va,— >=< ~,a >
pour tout a € 4. Il est clair que v est K-linéaire. En outre

<zab> = <za,b>=<vb),za>
<v(b)z,a >=< v(a),v(b)z >
= <via)v(b),z >

pour tous a, b,z € A. Par conséquent, v(ab) == v(a)r(b). Enfin,

<v(ljz> = <z l>=<1l.z,1>
= <lz:l>=<1,2>

pour tout = € A donne v(1} = 1. Comme v est évidemment inversible, elle est
effectivement un automorphisme de A.

Pour le deuxitme énoncé, on remarque que {v(e1),... ,v(ey)} est évidemment
un ensemble complet d’idempotents primitifs orthogonaux, Par conséquent,
pour chaque 4, le module v(e;}4 est un A-module indécomposable projectif de

sorte qu'il existe j tel que v(e;)A = e;A. Ainsi, v induit une permutation sur
{1,... ,n}

Soit maintenant J4 un A-module indécomposable injectif. Par (3.4}, il existe
e; tel que T4 S e; A, Soit S le socle (simple) de I. Alors § = ;5 en effet, §
étant (isomorphe a) un sous-module de e; 4, on a que tout & € 9 s'éerit s = e;a
pour un a¢ € A, par conséquent s = e;s et en particulier £;5 est un sous-module
de S, done est égal a ce dernier, En outre, 5 est un sous-module de A4, done
un idéal a droite. Soit u la forme linéaire attachée & <, > (voir (3.5)). 1l existe
x € 5 tel que

0#ule;z) = <erl>=<e,z>
= <z, He) »=ularHe)).
Par conséquent, S-v~1(e;) # 0. Mais cela entraine que Hom4(r~1(e;)- A, S) # 0
et donc la coiffe de #~1(e;) - A est isomorphe au socle § de e;A. Par (VIIL4.7),
on en déduit que e;A = D(A - v~ 1(¢e;)). O

I’automorphisme v défini dans la proposition s'appelle qutomorphisme de
Nakayama, la permutation v de {1,... ,n} telle que D{Ae;) = v(e;) - A s'appelle
la permutation de Nekayama de A. Le lemme suivant {qui n’est autre que
Pexercice (VIIL.7)}, valide pour toute algébre, non nécessairement auto-injective,
montre que la permutation de Nakayama. est déterminée uniquement module un
automorphisme intérieur de A.
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LEMME 3.7. Soient A une K -algébre de dimension finie et {ey,... ,en}, {€f,

.yer} deux ensembles complets d’idempotents primitifs orthogonouz de A.
Alors m = n et i existe un a € A inversible tel que, 4 l'ordre prés, on a
e; = ae;a! pour chague i.

n e
DEMONSTRATION. On a A4 = @ei}l = @e;A. Il suit du théoréme de
i=1 gu=1
décomposition unique (VIL.6.13) que m == 7 et, qu'd l'ordre prés, on a e; 4 =+ el A.
Par (VIIL.1.2), il existe a; € e, Ae; tel que eja; = a;e; = a;. Soita = a1+ -+ an.
Alors efa = ae; = a; pour chaque 4. Il reste & montrer que a est inversible.
Mais, toujours par (VIIL.1.2), il existe pour chaque ¢ un b; € e;Ae tel que
eb; = e} = b; et en outre a;b; = e}, b;a; = e;. Sionpose b =20y + -+ b, il
est clair que ab =ba = 1. O

DiFmNTTION. Une K-algébre de dimension finie A est dite syméirigue s'il ex-
iste un isomorphisme de (A — A)-bimodules s As > D{444).

I} est clair que toute algébre symétrique est en particulier de Frobenins,

COROLLAIRE 3.8, Soit A une K-algébre de dimension finde. Les conditions
sutvantes sont équivalentes.

{a} A est une algébre symétrique.

(b} Il eziste une forme bilinéaire symétrigue non-dégénérée et associative
<, > AxA—- K.

(c) Il eziste une forme linéaire v € DA dont le noyau ne contient aucun

idéal & droite ou d gauche non nul et telle que u(ab) = u(ba) pour tous
a,be A

DEMONSTRATION, Facile et laissée au lecteur: il suffit d’adapter la démonstra-
tion de (3.5). O

Tenant compte de la symétrie de la forme bilinéaire sur une algébre symétri-
que, il suit de la démonstration de (3.6) que 'on peut prendre la permutation de
Nakayama égale A I'identité de sorte que pour tout idempotent primitif ¢ d'une

algebre symétrique A, on a D{Ae) 5 eA.

COROLLAIRE 3.9. Soit e un idempotent primitif d'une algébre symétrique A,
alors eA 5 D(Ae).

DEMONSTRATION. Reprendre le dernier paragraphe de la preuve de (3.6) en
tenant compte de ce que u(ab) = u(ba) pour tous a,b. O

EXEMPLES 3.10. (a} Soit A une K-algébre de dimension finie. On considere
Pextension triviale A de A par son cogénérateur injectif 4(DA)y4, c’est-a-dire,
on le rappelle, le K-espace vectoriel

A=A DA={(a,u)jac Aetuec DA}
muni de la multiplication définie par

(@, u}(b, v) = (ab, av + ub)
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pour (a,u), (b,v) € A (voir Pexercice (1.15)). Il est clair que A est une K-algdbre
de dimension finie. Pour montrer qu’elle est symétrique, on construit une forme
bilinéaire < ,>: A x A — K par

< (a,u), (b,v) >= v(a) + u(b).

Il est facile de vérifier que la forme <, > satisfait les propriétés de (3.8)(b).

(b} Soient K un corps et G un groupe fini. Alors I'algébre de groupe K G est
symétrique, En effet, on définit une forme <, >: KG x KG — K par bilinéarité
a partir des relations

ok {1 i gh=1
0 sigh#1

pour g,k € G. 1l est clair que <, > est symétrique et assoclative. Montrons
qu’elle est non-dégénérée, St a = Z gorg est tel que < a, KG >= 0, alors, pour

geG
tout A€ G,on a

0=<a,h>=<) gagh>= a; <g,h>=a.
gc@ gea

Ceci étant vral pour tout & € G, on en déduit oy, = 0 pour tout ¢ € G et done
a=0.
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Exercices du Chapitre XII.

1. Soit K uu corps. Montrer que chacune des algébres suivantes est héréditaire.

K 0 0

(a) |[K K 0].
K K K|
(K 0 0]

by |[K K 0.
K 0 K|

2. Une algébre A est dite semihéréditaire & droite si tout idéal & droite de type
fini est projectif. Montrer que si ¢’est le cas, alors tout sous-module M de type
fini d'un module libre I est somme d’un nombre fini d’idéaux & droite de type
fini. En déduire que A est semihéréditaire si et seulement si tout sous-module
de type fini d’un module projectif est projectif.

3. Montrer qu’une algébre noethérienne est héréditaire si et seulement si tout
idéal & droite est plat.

4, Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes pour un entier n:
(a) Z, est semisimple (voir Pexercice (V1.26)),
{b) Z, est héréditaire.
(c) m est le produit de nombres premiers deux & deux distincts.

5. Soit A une K-algébre. Montrer que A est héréditaire si et seulement si,
pour tout A-module M, le foncteur Ext},l(M , —} est exact A droite.

6. Soit A une K -algébre noethérienne. Montrer que A est héréditaire & droite
si et seulement si, pour tout A-module & gauche 4N, le foncteur Torf(—, N) est
exact & gauche.

7. Montrer que pour une algébre A, les conditions suivantes sont équivalentes:
{a) Tout idéal & droite de A est libre.

{b)} Tout sous-module d’un module libre est libre.

8. Montrer que, si A, B sont héréditaires & droite et M est un (4 — B)-

bimodule, alors [4 41 ] est héréditaire & droite.

9. Montrer que Qg n'est pas projectif. En déduire que [?g' g] est héréditaire
a droite, mais pas a gauche.

10. Soient A, B deux K-algébres et ¢ : A — B un morphisme. Montrer
que, si B4 est plat, alors il existe, pour un B-module X et un A-module ¥V, un
isomorphisme

Tor2(X,V @4 B)-™ Tord(X, V)
pour chaque n 2 0, fonctoriel en chaque variable.

11. Soit A une algébre de Frobenius. Montrer que M, (A) est de Frobenius.
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12. Prouver en détail (3.8) et (3.9).
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