ZCTURE k ALGEBRES PRE-INCLINEES ET CATEGORIES DERIVEES

N, Ibrahim Assem et Andrzej Skowronski

[cet article apparaft dans sa forme définitive et aucune autre verstion de ce

travail ne sera soumise ailleurs pour publication].

Soient k un corps algébriquement clos et A une k-algébre (associative,
unifére) de dimension finie. Sans perte de généralité, on peut supposer A sobre et
connexe. Tous nos modules sont & droite et de k-dimension finie. On notera mod A
la catégorie des A-modules et Db(A] la catégorie dérivée des complexes bornés sur
mod A [V] . La structure de Db(A] est connue dans les cas ol A est une algébre
héréditaire de représentation finie ou docile, ou bien A est une algébre tubulaire
canoriique (au sens de Ringel [R1]) [H2] [HR2] . Dans ces deux cas, tout cycle de
Db[A) se trouve entiérement dans un tube,

Nous prouvons que,réciproquement, si tout cycle de Ub{A) se trouve dans un
tube, alors Db(A] est équivalente, en tant que catégorie triangulée, 4 Db(t) )
ol C est soit héréditaire de représentation finie ou docile, soit une algébre
tubulaire canonique. En outre, c'est le cas si et seulement si A s'obtient de C
au moyen d'une suite finie d'inclinaisons et de co-inclinaisons. Si C est héredi-
taire, A est en fait une algébre pré-inclinée [AH] . La démonstration de notre
résultat (section (5)) nous permet d'obtenir une classification des algébres pré-
inclinées de type Dynkin ou Euclidien. Nous introduisons une notion de connexité
simple pour les algébres triangulaires qui ne sont pas nécessairement de représen-
tation finie et montrons que la classification se scinde en deux cas, le cas ol
1'algébre est simplement connexe et celui od elle est pré-inclinée de type ﬁm
(section (4)). Ce dernier cas est résolu dans la section (3), alors que le cas
simplement connexe se divise encore en deux parties: si 1'algébre est de représen-
tation infinie, nous donnons une description compléte par carquois liés (section (2))
et si elle est de représentation finie, nous donnons un critére pratique en termes
de la forme quadratique de 1'algébre (section (6)). Enfin, dans une derniére section,
nous présentons une classification détaillée par carquois liés des algébres pré-
inclinges de type D" . Ce résultat, compte tenu de [AH] et [H1] , achéve la classi-
fication des algébres pré-inclinkes de type Dynkin. I1 a &té utile dans les parties

combinatoires des démonstrations des résultats précédents, ainsi que dans d'autres
problémes de classification d'algébres dociles (voir, par exemple, [ANS] et [NS]).
Sauf dans la derniére partie, la plupart des démonstrations ne sont qu'esquissées.
Les détails paraftront dans[AS1]1[AS21{AS3] et [AS4] . Dans la section (7), par
contre, nous donnons une démonstration compléte de notre résultat.

Ces résultats ont &té présentés par le premier auteur au Séminaire Malliavin en
mars 1987. I1s ont &té obtenus alors que les deux auteurs visitaient 1'Université de
Bielefeld en tant que boursiers Alexandre von Humboldt. Ils voudraient remercier
C. M. Ringel pour son hospitalité,




1. Préliminaires

1.1 On rappelle qu'un carquois Q est défini par la donnée d'un ensemble de
points Qo et d'un ensemble de fléches Ql . Une relation d'un point x & un point
m

y est une combinaison linkaire p = I ljﬂj ol, pour chague 1< j<m, lj est
=l ' .

un scalaire non-nul et w3 un chemin de x & y de longueur au moins deux (nous
distinguons soigneusement entre un chemin de Q , orienté par définition, et une
allée, qui ne 1'est pas). Une relation p est une relation-zéro (respectivement, une
relation de commutativité) si m =1 (respectivement, m = 2). Un ensemble de
relations engendre un idéal bilatére [ de 1'algébre des chemins kQ de Q . La
paire (Q.,I) est alors appelée un carquois 1ié. Si 1 =0, le carquois est dit
libre. On sait que, pour toute k-algébre A (localement) de dimension finie, sobre
(c'est & dire telle que A/rad A T kx...xk) et connexe (c'est & dire dont les seuls
idempotents centraux sont 0 et 1), il existe un carquois 1ié connexe (QA,I] tel
qu'il existe un isomorphisme A= kQ,/1 (appelé une présentation de A) [G1] .
L'algébre A est dite triangulaire si son carquois QA n'a pas de cycles orientés.
Pour chaque i € (Q,), » on notera e, 1'idempotent primitif correspondant de A ,
S(i) le A-module simple correspondant et P(1) (respectivement, 1(i)) la couverture
projective (respectivement, 1'enveloppe injective) de S(i) . Le support d'un A-module
M est 1'ensemble (i € (Qy), | HomA{P{i),H) + 0} . L'algébre d'un carquois 1i&

A = kQ/1 peut aussi 8tre considérée comme une k-catégorie dont 1'ensemble d'objets

“o est Q, et 1'ensemble A(x,y) des morphismes de x d y est le quotient de
1'espace vectoriel kQ(x,y) des combinaisons linéaires des chemins de x & y par
le sous-espace I(x,y) = I n kQ(x,y) [BoG] .

1.2 Soit K une catégorie de Krull-Schmidt, c'est & dire une k-catigorie od
les idempotents scindent. Un cycle de K est une suite de morphismes non-nuls et
non-inversibles:

i f2 fn

Ho-ﬂﬂlﬂH2—~__.ﬂ%=H°

od les Mi sont des objets indécomposables de K [Rl] . Pour une algébre A , la
catégorie mod A est dite dirigke si elle ne contient pas de cycles., Si c'est le
cas, alors A est nécessairement de représentation finie [Rl] . Le carquois Tr(K)
d'une catégorie de Krull-Schmidt K a pour points les classes d'isomorphisme [M]
des objets indécomposables M de K et il existe une fléche [M] + [N] s'il existe
un morphisme irréductible M+ N dans K . Si K=mod A ou Db(h) , alors T1(K)
est un carquois de translation. On notera 1 la translation de ce carquois. Le
carquois r(mod A) , noté plus briévement Ty » est le carquois d'Auslander-Reiten

de A [GI1J[R11[H2] . Un carquois de translation r sans fléches multiples est
appel® un tube [R1] s'il contient un chemin cyclique et si sa réalisation topologique
ir) = ' <R} (o0 !

est le cercle unité et R; ] 'ensemble des réels non-négatifs).
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1.3 Soit A une algébre. Un module TA est dit inclinant (respectivement,
co-inclinant) [HR1] si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) Ext3(T,-) = 0 (respectivement, (T1') Exti(-,T) = 0)

(T2)  Extyp(T,T) = 0

(13)
le rang du groupe de Grothendieck KD{A) de A.

Le nombre de facteurs directs indecomposables non-isomorphes de Ta ggale

soit B8 = End TA . On dit alors gue (B.BTA,A) est un triplet inclinant (re-
spectivement, co-inclinant). Un module inclinant TA est dit séparant si, pour tout
A-module indécomposable M , on a soit HomA{T,H) =0 , soit Entﬁ(T.H] =0 [A2] .
Des exemples de modules inclinants séparants sont les modules inclinants d'APR
(APR] d&finis comme suit: & chaque puits i de QA , on associe le module inclinant

Tii) = lp(iy e (0 P -
j#i

Deux algébres A et B sont dites équivalentes pour les inclinaisons et les
co-inclinaisons (ou de 1a méme classe d'inclinaison) [ASZ] s'il existe une suite
dralgébres A = Aj, Apooos Aps Agyy = B et une suite de modules 1;1 (0<i<m
i . Etant donné

inclinants ou co-inclinants telles que ki+1 = End TA pour tout
i

sans cycles orientés, une algébre A est dite pré-
A est equivalente pour les inclinaisons et les co-
est un module inclinant separant.

un carquois fini connexe %
inclinge de type X [AH] si
inclinaisons 4 B = k1 et, en outre, chaque TA

i

Si m<1,ondit que A est inclinge [HR1] . Par exemple, si H est une algébre

haréditaire docile et TH est un module inclinant dont tous les facteurs directs
indecomposables sont pré-projectifs (ou pré-injectifs), alors 1'algébre A = End TH =
appelée docile dérobée, est inclinee. Rappelons qu'une algébre héréditaire est de

de son carquois est un graphe de Dynkin (respectivement, un graphe Euclidien).

I1 suit de [H2] que, si (B,T,A) estun triplet inclinant, alors 0°(A) > 0°(B).

en tant que catbgories trianguldes. En particulier, si A est pré-inclinke de type
b, .

X , alors D°(A)~ Bb{kf) , en tant que catggories triangulées. Happel, Rickard et

Schofield [HRS] ont prouvé que pour un carquois fini connexe I sans cycles orient@s

et une algébre A , les conditions suivantes sont gquivalentes:
Biby .
(1) D7(A) - Db(kS] , en tant que catégories triangulées.
(11) A est pré-inclinke de type .4

(1ii) A et kI sont de la m@me classe d'inclinaison.

représentation finie (respectivement, docile) si et ceulement si le graphe sous-jacent




1.4 Soient A une algébre de dimension finie et D = Homk(—,k) la dualiteé
usuelle sur mod A . L'algébre repétitive £ de A est 1'algébre:

od les matrices n'ont qu'un nombre fini de coefficients non-nuls, A_=A,
M (DA)A pour tout p € Z , tous les autres coefficients sont nuls. L'addition
est 1'addition usuelle des matrices et la multiplication est induite des applications

canoniques A @ DA DA, DARASTDA et application nulle DA 9 DA >~ 0 [HW] .
A A
C'est une algébre associative, non unifére, localement de dwmens1on finie et auto-

injective.

Happel a démontré que, si A est de dimension globale finie, alors Db(A) est
gquivalente, en tant que catégorie triangulee, 4 ja catégorie stable mod A
associge & mod A [H2] . D'autre part, si (B,T A) est un triplet inclinant (et A
est de dimension globale arbitraire), alors mod A mod B [TW11lWl (voir aussi

[H21).

1.5 Rappelons gue 1'extension (respectivement, la co-extension) ponctuelle
d'une algébre A par un A-module M est 1'algébre

Fk o

AM] = [ Q g ‘ (respectivement, [MIA = oM A ] )

avec 1'addition et la multiplication ordinaire des matrices. Son carguois contient
QA en tant que sous-carquois plein et un point supplémentaire, dit d'extension, qui
est une source (respectivement, de co -extension, qui est un pu1ts) Soient A une
algébre triangulaire et i€ (QA) un puits. La réflexion S *A de A au puits i
[HW] est le quotient de ALI(i i)a 1 par 1'ideal bilatére engendre par e . I1 est
clair que les algébres repet1t1ves de A et S A sont isomorphes. En outre A et
S *a sont de la méme classe d' inclinaison [TwZ] . Dualement, partant d'une source j

de QA , on définit la réflexion S A de A en J.

1.6 On considére le carguois suivant, ol ny <y <oEm
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5)

le chemin 45513551...a£5} (1 <s <t) et U 1'espace vectoriel de
s
base (m(1}...-.u{t)>. Soit 1 un sous-espace de dimension t-2 dont 1'intersection

Notons

avec tout sous-espace < ][51.1{5')> (s #s') de U est nulle. L'algébre A = kQ/1
est dite canonique de type ("1'"2’ "t) [R1] . Ringel a démontréque les algébres
doc1les canoniques sont les sujvantes: 1'algébre de type (2,2,2,2) od

= (u(l} G[Z] -{3] (1) t oA {2) {4}> (r» € k~{0,1}) , les algébres de

+

type (p.q.r) avec >1 o0 I-= (a(1] + n(z] + 0{3]> et 1'algébre de

DI-—-
b | Lo

1,

p
type (p.q) od =0 [Rl] . Les algébres canoniques des types (p,q), (2.2:r),
(2,3,3), (2,3 4} et (2,3,5) sont dites domestiques. Elles sont inclinées de types

" 4 respectifs iﬁ+Q+1 5 P
ions

c'est & dire des types (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6) et (2.2,2,2) sont dites
tubulaires.

| P £, et ﬁb . Les autres algébres dociles canoniques,

Soit C une algébre docile canonique. La catégorie derrv&e o® (C) est décrite
dans [H2)[HR2] . Si C est domestique, le carquois de D (C) est formé de cumpo-
st k santes transjectives ¢ (i €Z) et de composantes réguliéres R, (i €Z) »
4 composantes transjectives sont isomorphes & la bande infinie Za , od A est le
A graphe Euclidien correspondant & C . Chaque composante réequlidre est formée d'une
famille de tubes indexés par la droite projective Pl(k) . En outre, si

Hom b (M*,N*) #+0 pour M', N° indécomposables et M" dans ¢; (respectivement,
D™(C)

ai). alors N° appartient soit & ¢, , soitd R, , soit & €; ( respectivement,
soit & g; , soitd ¢;,, , soit d R;,p)- Pour une algébre tubulaire canonique C ,

le carquois de Db(C] est formé de familles aq ,q€Q, ol chague R est une

famille de tubes indexés par P,(k) . En outre, si Hom (M*,N*) #0 pour M,
D(C)
N°  ind&écomposables et M" dans Rq , alors N° appartient & R_ pour un

q <p <q+d . Dans les deux cas, la catégorie Db(C] est de cycles finis. Un autre
cas o DY(C) est (trivialement) de cycles finis est le suivant: soit C une
algébre héréditaire de représentation finie et A le graphe sous-jacent de son
carquois, alors le carquois de Db(C} est isomorphe & ZA [H2] . En particulier,
D°(C) est dirigee.

ui

2. __Agrandissement d'une algébre par branches:

2.1 Le fil conducteur § travers les résultats de classification est la notion
d'agrandissement d'une algébre par branches. La branche compléte est un carquois lié
infini (Q,I) d&fini comme suit. L'ensemble de points Q  est 1'ensemble des mots

i 0
sur 1'alphabet formé de deux lettres
n, m n m
1 l t
qo'{1=18 .a at|tE.N,n},mJ_{:Z‘lrhiitf—‘I»‘our(.haque 1500

x et g :

on définit deux fléches de source x : a3, DX+ Xa et B i X+ XB (cela Bquivaut




-1

d dire que tout x € QO est le but de deux fléches a i P X x et

Xo
B ¢ xB—1 » x). Enfin, 1 est 1'ideal de kQ engendré par tous les mots des

X8 (pour x € QO).

formes @ f Les fléches de la forme «

X (respective-

xa ©F By

ment, Bx) seront simplement appelées des a-fléches (respectivement, des g-fléches).

Une branche est par définition un sous-carquois 1ie plein, fini et connexe de
ja branche compléte. [1 résulte de [AH] qu'une algébre A est pré-inclinee de type
A si et seulement si

. (Q,1)

racine d'extension (respectivement, de co-extension) dans une branche est un sommet

A% kQ/1 , od le carquois 1ié est une branche. Une

a qui n'est pas la source (respectivement, pas le but) d'une a-fléche. La branche est
alors appelée une branche d'extension (respectivement, de co-extension} en a .

Ainsi une branche d'extension en a est un sous-carquois 1ié, plein, fini et connexe,
contenant a , de 1'arbre infini suivant, 1ié par toutes les relations possibles des

formes of =0 et Ba =0 :

3

Oa

,.mgg;

Une branche d'extension de la forme ... o——t—o——2r., . ——0 a

est appelée une
droite dirigée d'extension. On définit dualement une droite dirigée de co-extension.

Le nombre de points d'une branche K est appel& sa longusur et noté |Kl. On convien-
dra de considérer le carquois vide comme une branche de longueur zéro.

Sofent A = kQ/I 1'algébre d'un carquois 1ig (Q,1) et (Q',1') un sous-
carquois 172 plein de (Q,I) contenant une source a . On dit que A s'obtient d
partir de kQ'/I' en enracinant une branche d'extension (Q",I") en a si (Q",1")
est un sous-~carquois 1ig plein de (Q,I) tel que:

(1) Qi nQy="fal, QuQ;-=0Q,

(2) I est engendré par 1', 1" et tous les chemins 8y , o0 8 € Q{ a pour

but a , et vy € Qi a pour source a .
On définit dualement 1'enracinement de branches de co-extension.

Sotent C une algébre, et El”"’Et des C-medules indécomposables deux &

deux non-isomorphes. Pour une branche d'extension en a, et
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et
est

nexe,
des
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K% une branche de co-extension en a; [Ki ou K; peut &tre vide). On définit par
récurrence 1'agrandissement A de C aux modules Ei par les branches d'extension
K; et de co-extension Ki comme suit. L'algébre C[EI'KI] s'obtient de 1'extension
ponctuelle C{Ell en enracinant la branche Kl au point d'extension aj; . Pour
b<jet, CIELK] s'obtient de 1'extension ponctuelle (C{Ei.nijf;})[£j1

en enracinant la branche Kj au point d'extension aj . Alors

B = C[Ei.Ki]E=1 est appelée 1'extension de C aux modules E; par les branches
d'extension K . On définit de méme la co-extension B' = i:f[Ei.K%}C . Notons

maintenant, pour l<i<t, E% 1'unique B-module indécomposable dont la restric-
tion & C &gale E; et la restriction & K; est 1'unique Ki-module indecomposable
de support le chemin maximal non-nul de but a (formé de a-fléches). Alors

[Ei.Ki]B s'obtient de la co-extension ponctuelle [Ei]B en enracinant Ki au point

de co-extension ai LPour 1<j<t, i={ [E;.K%]B s'obtient de

[Ej][1=1 i KEIB] en enracinant K3 au point de co-extension a3 . Alors

A= [E‘ K 1B est 1'agrandissement de C . On dit que C est le coeur de A .
' est une sous catégorie pleine et convexe de A .

La conjecture générale est que toute algébre pré-inclinée ou equivalente pour
les inclinaisons et les co-inclinaisons & une algébre tubulaire canonique est un
agrandissement par branches de certaines algébres plus &lémentaires.

2.2 Dans cette section, nous nous limiterons au cas suivant. Soit C une

algdbre docile dérobée, de famille tubulaire (T.) . Nous noterons r le
A 1€P1(k) b

rang du tube (stable) LN (» € Pl(k)} . Soient E1szv---'Et des C-modules simples

réguliers deux & deux non-isomorphes, Kl'Kz""'K des branches d'extension et

t
Ki Ké ...Kt des branches de co-extension. On définit le type tubulaire
= (n, ]\ P {k) de 1'agrandissement A = 1{E1.K ] C [E K 5., par:
n,=r, + L (1K1 # 1K: 1)
] A Ei€(~. 1 1
On conviendra d'eécrire, au lieu de (n ) , la suite finie ayant au moins

A '\ipl{k)
deux ny et comprenant tous ceux qui sont plus grands que 1, ordonnés suivant un
ordre non-décroissant. Un agrandissement A d'une algébre docile dérobée C en
des modules simples réguliers est dit domestique (respectivement, tubulaire) si son
type tubulaire est une des suites suivantes: (p,q), (2.2,r), (2,3,3), (2.3,4) ou
(2,3,5) (respectivement, (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6) ou (2,2,2,2)).

2.3 Ces concepts généralisent ceux de [Rl]: une branche tronquée en 2
(branche dans la terminologie de [R1])est un sous-carquois 1ié plein, fini et

connexe, contenant a , de 1'arbre infini suivant, 1i& par toutes les relations de
la forme a8 =0 -




£n d'autres termes, une branche tronquée est une branche telle que le but d'une
a-fléche n'est pas la source d'une «-fléche. Si C est une algébre docile derobée,
El""’Et des C-modules simples réguliers deux & deux non-isomorphes et Kl""’Kt
des branches tronquées, 1'extension par branches B = C[Ei,Ki]lg‘:1 est une extension
tubulaire au sens de [R1](4.7). Ringel a demontréque,si A est une extension
(respectivement, co-extension) domestique d'une algébre docile dérobee en des modules
simples réguliers par des branches tronguées, alors A est une algébre inclinge de
type Euclidien ayant une tranche compléte dans sa composante pré-injective (respec-
tivement, pré-projective) et aucun projectif (respectivement, injectif) dans cette
composante. Réciproquement, toute algébre inclinge de représentation infinie de type

Euclidien est d'une de ces formes [R1]1(4.9).

2.4  THEOREME [AS3]

(respectivement, 2quivalente pour les inclinaisons et les co-inclinaisons & une

Une algébre A est pré-inclinge de type Euciidien

algébre tubulaire canonique) et de représentation infinie si et seulement si A est

isomorphe d un agrandissement domestique (respectivement, tubulaire) d'une algébre

docile dérobée en des modules simples réguliers. En outre, dans ce cas, N égale le

type tubulaire de 1'algébre héeréditaire (respectivement, tubulaire canonique)
carrespondante.

Démonstration. lLa nkcessité suivra de (3.1) si A est pré-inclinée de type ﬁm
at de (5.3) dans les autres cas. Hous démontrons ifci la suffisaence. Soit A un

agqrandissement demesticoue (respectivement, tubulaire) de |'algébre docil2 darable C
! I

an des modulas simples caquiiers. {1 suffit Cd'aprés o1 3}, de prouver que A est
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que Ny = Mg - En effet, soit K' une droite de co-extension de B et i son puits.
pour réfléchir en i , on remarque que, d'aprés (2.1), le support de la restriction
de 1(i)g i K' egale K' ., le support de sa restriction & C est un ¢-module
simple régulier £ et, s'il existe aussi une droite d'extension K correspondant

i E,alorsla restriction de I(i) & K est K . Enfin, ce support ne coupe pas
les autres droites d'extension et de co-extension. Ainsi, dans 1'algébre 5:8 . 18
puits 1 de B est remplacé par une source, qui est point d'extension de B/<eg>

et le module d'extension est dans le tube de B/<e;> contenant E . Par conséquent,
ng = nSTB . Si on applique successivement ce processus aux points de K' , on obtient
une alg;bre de la mBme classe d'inclinaison que B , de méme type tubulaire, mais
dans laquelle K' est remplacke par une droite dirigée d'extension. On obtient D
en appliquant ce processus successivement & toutes les droites de co-extension.

Supposons que A est domestique. Comme les droites dirigées sont des branches
tronquées, il résulte de (2.3) que D est une algébre inclinée de type Euclidien
ayant une tranche compléte dans sa composante pré—injective. par contre, si A est
tubulaire, D est, par définition [R11(5), une algébre tubulaire. Mais alors i1 suit
de [HR2](1) qu'elle est gquivalente , pour les inclinaisons et les co-inclinaisons,

& une algébre tubulaire canonique. Dans les deux cas, le type tubulaire est préserve.
Cela achéve l1a démonstration.

Exemple: Soit C 1'algébre docile derobee de type E. donnée par le carquois:
6
Y7

1ié par v vp = Y374 - ona n.=(2,3,3). Soit £. le module simple régulier de

0 C C
vecteur-dimension 0 léo _ On enracine en E 12 branche d'extension de longueur
0

un, et 1a branche de co-extension de longueur deux formee d'une g-fléche. Cela donne
1'algébre A du carquois:




1ie par Y1z * Y3v4 o Y4 = 0 28 =0, UY7YpYg = 0 . C'est un agrandissement de

C de type tubulaire n, = (2,3,6) . Donc A est dans la classe d'inclinaison de
]1'algébre tubulaire canonique de ce type. Afin de voir ceci, on commence par appliquer
un module inclinant d'APR correspondant au but de @ . Cela donne une algébre B ,
de méme carquois que A , 1ié seulement par vyyv, = Y37g » g ® 0 et

HY7YpYg = 0 . On applique ensuite successivement des réflexions correspondant aux

buts de g et 1 . On obtient 1'algébre D du carquois:

A

]P

1ié par Y1¥2 * Y374 et wuyyYyvg = 0 . C'est bien une algébre tubulaire de type

3. Algébres pré-inclinges de type :in :

1.1 Dans cette section, nous exposons la classification des algébres pré-
{

inclinkes de type dm m>1) [AS1] :

THEOREME. Une algébre A est pré-inclinke de type i; 5i et seulement s'il

existe une présentation A + kQ/1 de A par un carquois 1i¢ (Q,1) de m+l points

tel que:
(R1) Le nombre di

(R2) Pour chague
y telles que aB et

(R3) I est enge
deux.

(R4) Pour chaqué
n telles que af et

(R5) Q contient

(R6) Le nombre ¢
montre &gale le nombre

En d'autres terme

ments par branches des
1ié par des relations-
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tel que: #30 r_r"?_f\ﬂf-""‘ﬂiﬁ
(R1) Le nombre de fléches de source ou de but donné est au plus égal d deux. - SRERUESER R A
(R2)  Pour chaque fléche « , i1 existe au plus une fléche g et une fléche J § fw ngﬂé' 4
y telles que a8 et ~vyo n'appartiennent pas a I . ! [ a; i
| e -
% Tt
(R3) 1 est engendré par un ensemble de chemins (relations-zéro) de longueur ‘ bt il ﬁ~vﬂih
deux. | ' : :
(R4)  Pour chague fléche «, i1 existe au plus une fléche & et une fléche 1 ke ‘1 ; i

n telles que a& et na appartiennent & 1
(R5) Q contient un cycle unique (non-oriente) C .

(R6) Le nombre de relations-zéro de C dans le sens des aiguilles d'une

montre &gale le nombre de relations-zéro dans le sens inverse.

En d'autres termes, les algébres pré-inclinges de type ﬂ% sont des agrandisse-
ments par branches des algébres dont le carquois ordinaire est un cycle non-orienté,
! 1ié par des relations-zéro de longueur deux et satisfaisant la condition (R6).

Exemple: On considére 1'algébre A du carquois:

N v
[ 3 12

ke kU o

o A

1ig par 1 = YV Ty WYy s Vg Ve s Mg By ty By, By o 0y Bo> o On voit de suite que A
satisfait les conditions (Rl) & (R6) et donc est une algébre pré-inclinege de type

A16 . Observons que A est de représentation finie.

3.2 11 suit immédiatement de 1'enoncé du theoréme que les algébres pré-
inclinges de type 4§5 sont bisérielles. Rappelons qu'une k-catégorie localement
bornée A est dite bisérielle si le radical de tout A-module projectif indécomposable
{d droite ou 4 jauche) qui n’est pas unisériel est la scmme de deux sous-modules
unisériels dont 1'intersection est simple ou nulle. & est dite bisérielle spéciale
! (SW] si elle admet une présentation A ¥ kQ/I telle que (Q,I) satisfait les
conditions (R1) et (22). Toute algébre bisérielle spéciale est bisérielle, et toute
algébre bisarielle de représentation finie est bisérielle spéciale [SW] . Rappelons
dussi que A est dite satisfaire a'(h) <2 si, pour tout x € (r,), , il existe

A z i N
U plus deux s-orbites de fléches ayant x pour source ou pour but {H1}(5). On sait

qu'une a]gébre A est A_s A : . .
e 4 est pre-inclinge de type %n si et seulement si elle est simple-
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ment connexe de représentation finie, bisérielle spéciale et satisfait a'(A) <2 .
On en déduit:

LEMME. Une catégorie localement bornée A est bisérielle spéciale avec
a'(A) <2 siet seulement si elle admet une présentation A - T kQ/1 ou (Q,1) satisfait
les conditions (R1) (R2) (R3) et (R4).

pemonstration: Si A est bisérielle spéciale et a'(r) < 2, alors, par défini-
tion, A = kQ/I , o0 (Q,1) satisfait (Rl) et (R2). Comme il est clair que tout
indécomposable projectif-injectif est unisériel, alors I est engendré par un
ensemble de chemins. On considére un revétement galoisien F:%+A avec le groupe
fondamental libre de Q [G2]. Le carquois § de A est un arbre 1i& par 1'ensemble
T des chemins w de 1 tels que F(w) € 1 . Comme le foncteur de rabaissement
Fx -mod % - mod A associd@ & F préserve les suites d'Auslander-Reiten, on a
a'(X) < 2 . Par conséquent (3,Y) satisfait (R3) et (R4). Il en est donc de méme de
(Q,1) . Réciproguement, si (Q,I) satisfait ces conditions, alors A est bisérielle
spéciale et toute sous-catégorie finie K du revBtement universel A de A est
pré-inclinée de type An . En particulier, a'(K) < 2 . 11 suit alors de [DS1[WW] que
a'(A) < 2.

3.3 La demonstration du théoréme (3.1) fait intervenir les notions précédentes.
Soit en effet A une algébre pré-inclinée de type Im . Alors il existe une algébre
hereditaire H de type K telle que mod AZ mod H (voir (1.3)). On démonte:

(a) Soit A une algébre telle que ggg_ﬁ = mod H pour H héréditaire de type
iﬁ . Alors A est bisérielle.

11 suit de [H2)(7.3) et [S] que A est triangulaire. On prouve:

(b) Soit A une algébre triangulaire telle que A est bisérielle. Alors A
est bisérielle spéciale avec a'(A) <2 .

Remarquons qu'il s'ensuit inmédiatement que A est en fait bisérielle spéciale.
Nous avons montré que A admet une présentation A + k0/1 ou le carquois 1ié (Q,1)
satisfait les conditions (R1) & (R4). En outre, Q n'est pas un arbre puisque sinon
A serait pré-inclinge de type An et alors A serait localement de représentation
finie [AHR], une absurdité, puisque mod A » mod H avec H de représentation
infinie. Par Lonséquent Q contient au moins un cycle non- -orienté. D'autre part,
comme o° (H) = mod H est de cycles finis, il en est de méme de nb{n) On démontre:

(c) Soit A une algébre triangulaire telle que D {A} est de cycles finis.
Alors toute sous-catBgorie pleine K de A qui est bisérielle spéeciale et telle
' (K) < 2

que contient au plus un cycle.

En particulier, contient exactement un cycle non-orienté C . Il résulte

Q

alors de [S] que Ta conc
de type iﬁ , Q a m+l
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alors de [S] que la condition (R6) est satisfaite. Enfin, comme A est pré-inclineée
de type Rﬁ » Q a mtl points., Cela achéve la démonstration de la nécessité. La
suffisance se démontre directement, en construisant une suite de modules inclinants

séparants aboutissant d une algébre héréditaire de type ﬁa .

3.4 Nous caractérisons également les algébres pré-inclinées de type ﬁh de
représentation finie. Un chemin Yixp>. .. Xy de Ty est dit sectionnel [B](2.1).
si X; ¥ TX;5  pour 1 <i < t-2 . Un chemin sectionnel «y est dit maximal s'il
n'est pas un sous-chemin d'un chemin sectionnel ' % vy . Nous pouvons &noncer:

THEOREME [AS1] . Soit A une algébre. Les conditions suivantes sont aquivalen-
tes:
(i) A est pré-inclinege de type ﬂ% de représentation finie
(i1) A satisfait les conditions (Rl) & (R6) et:
(R7) Le cycle C est 1ié par au moins une relation-zéro
(iii) A satisfait les conditions suivantes:
(a) mod A est dirigée avec m+l projectifs
(b) a'(A) <2
(c) Le groupe d'homotopie wl(rA) de Ty (voir [BoGl (1.2)) est iso-
morphe & Z .

{d) Pour chaque représentant w d'un générateur de nl(FA) » 1e nombre

* de chemins sectionnels maximaux de w dans le sens des aiguilles d'une montre &gale

le nombre de chemins sectionnels maximaux dans le sens inverse.

3.5 Soit A une algébre telle que mod A est dirigée. Alors A admet une

~ présentation A5 kQ/I telle que le carquois 1ié (Q,I) satisfait les conditions

: (R1) & (R5) si et seulement si a'(A) <2 et w(r,) Y Z . En effet, supposons que
,’5 : kQ/T o0 (Q,I) satisfait (R1) & (R5) . Comme mod A est dirigée, A est de

. représentation finie. Il suit du Temme (3.2) que A est bisériélle spéciale avec
’iuf(A) < 2 . Enfin, (R5) et (BrG1(1.2) [MP](4.3) entrainent que m1(Tp) ¥z . Recipro-
~cquement si a'(A) <2 et nl(TA) 5Z , i1 suit encore de [BrG1(1.2) [MP](4.3) que le

féarqﬁois Q@ de A a exactement un cycle non-orientéd. Cela donne (R5). Comme

’ m9d’A ‘est dirigée, A est de représentation finie. I1 résulte de [SWI(1.2) que A
- #st biskrielle speciale. D'aprés le lemme (3.2), i1 existe une présentation

AT KO/ de A telle que (Q,1) satisfait (R1) 4 (Rd).

Soient A une algébre satisfaisant les conditions equivalentes précédentes et

W une alige de Py . On notera yu_(w) (respectivement, u,(w)) le nombre de chemins

sectionnels maximaux de w dans le sens des aiguilles d'une montre (respectivement,
fanele Sens inverse). On prouve qu'alors, si w est un représentant d'un générateur
da droupe cyclique infini wl(rA) » la différence entre le nombre de relations-zero

ur e cycle unique de (RS) dans le sens des aiguilles d'une montre et dans le sens
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inverse &gale, en valeur absolue, fu, (W) - (Wi -

Le theoréme suit directement de ces remargues. 11 est évident que (1) implique
(i), et il resulte de [SW] que (i1) implique {i). Soit A une algébre pré-inclinke
de type Em de représentation finie. 11 suit alors de [H2](7.6) que mod A est
dirigée. Le theoréme (3.1) et le Temme (3.2) entrainent a'(A) <2 . Les conditions
(c) et (d) suivent algrs des remarques pracédentes. Donc (i) implique (i11). Enfin,
(iii) implique (ii) résulte aussi des remarques précédentes.

4, Algébres simglement connexes:

4.1 Dans [BeG}, Bongartz et Gabriel deéfinissent une notion de connexité simple
pour les algébres de représentation finie. Dans cette section, nous introduisons une
genéralisation naturelle de cette notion pour les algébres triangulaires qui ne sont
pas necessairement de représentation finie. Rappelons d'abord la notion de groupe
fondamental d'un carquois 1ie [6¥}IMP].Soit (Q,1) un carquois 1i& connexe. Une

m
relation p = I *j“j € I(x,y) est dite minimale si m >2 et si, pour tout sous-
J:

5 a.w: § 1 . Notons m(I) 1'ensemble des

relations minimales de 1'ideal I , et “I(Q’Xo) le groupe fondamental du carquois

Q au point X, . Soit N(Q,m(I),xo) le sous-groupe distingué de “1(Q’Xo) engendré
par tous les glements de la forme [yvu" Y ] od ¥ est une a]]éﬁ de x, a x et
u,v sont des chemins de x & ¥ tels qu'il existe un glement I AjW4 € m(1)

ensemble propre J de (1,2,...,m} »

avec U =W, et v =w; pour 1<jlcm. Le groupe fondamental nl(Q,I) de
(q,1) est le groupe quotient:

“1(Q,I) = “I(Q’XO)/N(Q’m(I)’XO) .
Une algébre triangulaire A est dite simplement connexe [AS2} si, pour toute

présentation A ¥ kg/1 de A, le groupe fondamental nl(Q,I) du carquois lié
(Q,1) est trivial.

11 suit directement de [Br&1(1.2) [MP1(4.3) que, si A est triangulaire et de
représentation finie, alors, pour toute présentation AS kg/1 , ona

74(Q,1) z wl(rA) . Par conséquent une algébre de représentation finie est simplement J

connexe si et seulement si elle 1'est au sens de [BoG}.

Exemple : L'algébre A du carquois:

1ie par ofy = as n'est |
présentation AT kQ/T de
1 = <ad'> et ﬂl(Q,I) 31

Z

148 par oB = aBY €6 =

4.2 Un critére pra
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A-module indécomposable p
deux facteurs jndécomposa
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Rappelons qu'une al
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w2 1.

b LEMME. Si A estu
elle satisfait 1a condit

 Demonstration. £n e
Ldé'{BrGl(2.3) que le pre
A est sans A, i1 suit
‘séparation.

’ 11 existe des algst
_séparation. C'est le ca:

118 par oB = yu , ak
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148 par aBy = «é n'est pas simplement connexe. En effet, on obtient une nouvelle
présentation A ¥ kQ/I de A en remplagant & par &' = & - 8y . Alors
I = <ad'> et nl(Q,I) % Z . Par contre, 1'algébre B du carquois:

1ié par o8 = aBy , 6 = 0 est simplement connexe.

4.2 Un critére pratique de connexité simple pour les algébres de représentation
finie est la condition de séparation de Bautista, Larridon et Salmerdn [BLS] . Un
A-module indécomposable projectif P(i) est dit de radical séparé si les supports de
deux facteurs indécomposables non-isomorphes quelcongues de rad P(i) sont contenus
dans deux composantes connexes distinctes du sous-carquois plein de QA obtenu en
omettant tous les points j tels qu'il existe un chemin de j a 1 . Si chague
jndécomposable projectif est de radical séparé, A est dite satisfaire la condition
de séparation. Une algébre triangulaire de représentation finie satisfait la condition

de separation si et seulement si elle est simplement connexe [BLSI.

Rappelons qu'une algébre A est dite Schurienne si, pour toute paire x,y € Ao’

X dimA(x,y) <1 . Une algébre Schurienne A est dite sans A si A ne contient pas

de sous-catégorie pleine B ¥ kQ , od le graphe sous-jacent de Q est ﬁm (pour un
m>1).

LEMME. Si A est une algébre Schurienne, sans R et simplement connexe, alors
elle satisfait la condition de séparation.

Démonstration. En effet, A &tant Schurienne et simplement connexe, il résulte
de [BrG1(2.3) que le premier groupe d'homologie de A s'annule. Mais alors, puisque

;A est sans A , il suit de (Bol11(2.3) [BrG1(2.9) que A satisfait la condition de

séparation.
IT existe des algébres simplement connexes qui ne satisfont pas la condition de

séparation. C'est le cas par exemple de 1'algébre du carquois:
8

5
1ig ; . . .
fé PAY o8 = yu , aX = y§. Cet exemple montre aussi qu'il n'est pas toujours vrai

B o s it o e
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qu'une sous-catégorie pleine et convexe d'une algébre simplement connexe est simple-
ment connexe (contrairement au cas de représentation finie [BrG1(2.8)).

4.3 Nous donnons un critére de connexité simple pour les algébres dont la

catégorie derivée est de cycles finis:

THEOREME [AS2]. Soit A une algébre telle que Db(A) est de cycles finis.
Alors A est simplement connexe si et seulement si A n'est pas pré-inclinge de

type im (m>1).

Rappelons gue toute algébre pré-inclinge de type Dynkin est simplement connexe
de représentation finie [A11(3.5). Une conséquence immédiate du théoréme précédent
(n>4) ou E (p = 6,

est que toute algébre pré-inclinge de type Euclidien Dn 0

7 ou 8) est simplement connexe. De méme, toute algébre équivalente pour les inclinai- =
sons et les co-inclinaisons & une algébre tubulaire canonique est simplement connexe.

La demonstration utilise essentiellement le theoréme (3.1). En effet, il suit
jmmédiatement de ce theoréme que, si A est pré-inclinge de type ﬁm , alors il
existe une présentation A 3 kQ/1 telle que nl(Q,I) 3z .
que A n'est pas simplement connexe. Comme Db(A) est de cycles finis, A est
triangulaire (voir (5.1)). $oit A S kQ/I une présentation de A telle que
nl(Q,I) £ 0 . Alors (Q,I) contient une allee fermée w de longueur minimale qui
n'est pas contractile. soit C la sous-catégorie de A formee par les objets et
les morphismes de w . Au moyen de calculs combinatoires longs et fastidieux, on
prouve que C est une sous~catégorie pleine de A, liee par des relations-zéro de
Jongueur deux. On montre ensuite que le nombre de relations-zéro dans le sens des
aiguilles d'une montre ggale le nombre de relations-zéro dans le sens inverse. On
prouve alors que C est convexe dans A et enfin que A est un agrandissement de
¢ par des branches, ce qui achéve la demonstration.

Notre theéoréme montre que la classification des algébres dont la catégorie
derivee est de cycles finis se scinde en deux cas: celui ou 1'algébre est pré-
inclinée de type Am , d&jd résolu, celui od 1'algébre est simplement connexe, qui

sera résolu dans les deux sections suivantes.

Catégories dérivees de cycles finis:

5.1 Notre objectif est maintenant de caractériser les algebres A dont la
categorie dériveée Db(A) est de cycles finis (voir (1.6)).

LEMME. Soit A une algébre telle que Db(A) est de cycles finis. Alors A est :

triangulaire et mod A est de cycles finis.

pemonstration. Si A n'est pas triangulaire, elle contient un cycle orient@

Réciproquement, Supposons

VNO -+ N1 > ...

. = d
ao-aal-c.. —»at ao

Mi 1e module unisériel de
S(ai) .

La longueur d'un comp
nition la cardinalite de 1
j>1 et 0<ix<t tels
Xi— de longueur j-1 de 1

. »0-

od My est en degré zéro.
clair que 1'on a une suite
complexe indécomposable de
M - My d'image S(ao) ir
j>1, 1 existe un morpl
Co;ﬁe £ se trouve sur

nulle definis par les modt
1'hypothése que Db(A) e

Par conséquent A e
finie. Donc DP(R) 5 mod
~ Ny = Ny
un cycle correspondant N

i sg‘trouve dans un tube du
" original se trouve dans u

- 5.2 Notre résultat

,i THEOREME [AS31. Soit

‘aAfiest‘soit pré-inclinee

~¢linaisons et les co-inc’

" Avant de donner une
_quences:

COROLLAIRE (a): Soi

(1) DX(A) estde
(if) Il existe une
tubulaire canonique tell
(114) A est pre-ir
inclinaisons et les co-
(1v) - mod R est di
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ay > Ap > . 3y Ay dans son carquois ordinaire. Pour chaque 1 <i<t, soit

Mi Te module unisériel de longueur deux dont la coiffe est S(ai—l) et le socle
S(ai) .

£ L
La Tongueur d'un complexe indécomposable borng X° = (X ,d )ZEZ est par défi-

nition la cardinalité de 1'ensemble fini (£ €Z | dt 4 0} . Soient maintenant
J>1 et O<i<t telsque j =i (modulo t). I1 existe un complexe indécomposable
Xj de longueur j-1 de la forme:

'_’O_’M‘i_’M‘i-la"'*Ml*o_’"'

od M1 est en degré zéro, et les différentielles sont les morphismes évidents. I1 est
clair que 1'on a une suite de monomorphismes g : Xj - Xj+1 . Notons aussi X° le
complexe indécomposable de longueur nulle ayant Mt en deqré zéro. L'homomorphisme
Ml > Mt d'image S(ao) induit un morphisme f° : Xi - X° . D'autre part, pour tout
J>1, 11 existe un morphisme hj : Xj - X° tel que T'ona f = hj+1gj...gi .
Comme f* se trouve sur le cycle orienté de complexes indécomposables de longueur
nulle définis par les modules Mi (1 <i<t), onendéduit une contradiction a

1'hypothése que Db(A) est de cycles finis.

Par conséquent A est triangulaire et en particulier de dimension globale
finie, Donc Db(A) 3 TQQ.ﬁ (1.4) et mod R est de cycles finis. Soit maintenant
N0 SN NS = NO un cycle de mod R .1 osuit de [R2]1(3), Lemme, qu'il existe
un cycle correspondant No‘*Ni »N1-+Né»»N2-» - N; - NS s NO de mod R . ce cycle
se trouve dans un tube du carquois d'Ausiander-Reiten stable de R . Donc le cycle
original se trouve dans un tube de 'R

5.2 Notre résultat principal est le suivant:

THEOREME [AS3]. Soit A une algébre telle que Db(A) est de cycles finis. Alors
A est soit pré-inclinge de type Dynkin ou Euclidien, soit equivalente pour les in-
clinaisons et les co-inclinaisons d une algébre tubulaire canonique.

Avant de donner une esquisse de la démonstration, indiquons quelques consé-
quences:

COROLLATRE (a): Soit A une algébre. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) 0°(A) est de cycles finis

(11) 11 existe une algébre C héréditaire de type Dynkin ou Euclidien, ou
tubulaire canonique telle que Db(A) 3 Db(C) , en tant que catégoriestrianqgulees.

{(ii1)

A est pré~inclinée de type Dynkin ou Euclidien, ou équivalente pour les
inclinaison

s et Tes co-inclinaisons d une algébre tubulaire canonique.
(iv) mod R est de cycles finis.

T

[ Y 4T S -t - d e
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pemonstration: (i) = (iv) suit de (5.1), alors que (iv) = (i) est immédiat.
D'autre part, (i) = (i) est le théoréme, alors que (iii) = (ii) = (i) suivent de
(1.3).

COROLLAIRE (b): Soit C une algébre tubulaire canonique. ATors oAy 5 0°(¢),
en tant que catégoriestriangulées, si et seulement si A est équivalente & C pour

les inclinaisons et les co-inciinaisons.

" Damonstration: On utilise 1'équivalence (ii) « (iii) du corollaire (a) et le
thaoréme de Happel, Rickard et Schofield (voir (1.3)).

COROLLAIRE (c): Soient A une algébre pré-inclinée de type Dynkin (respective-
mentm pré-inclinée de type fuclidien, equivalente pour les inclinaisons et les co-
inclinaisons & une algébre tubulaire canonique) et B une algébre telle que
ggg_ﬁ e @gg_ﬁ _ Alors B est aussi une algébre pré-inclinge de type Dynkin (respec-
tivement, pré-inclinée de type Euclidien, gquivalente pour les inclinaisons et les

co-inclinaisons 4 une algébre tubulaire canonigue).

A
pemonstration: En effet, il suit de 1'hypothése faite sur A que mod A est
de cycles finis et de 1'&quivalence stable que mod 8 est aussi de cycles finis.

5.3 Passons maintenant & la démonstration du theoreéme. Soit A une algébre
telle que Db(A) est de cycles finis. I1 résulte de (5.1) que A est triangulaire

et mod A est de cycles finis. S A n'est pas simplement connexe, alors il résulte

du theoréme (4.3) que A est pré-inclinge de type Km . On peut donc supposer que

A est simplement connexe. Si A est pré-inclinge de type Dynkin, il n'y a rien d

damontrer. Sinon, il existe une suite d'algébres A = Ao’Al”"’Am+1 =B et une
i : _ i
(0 <i<m) telles que Ai+1 = End TA,

suite de modules inclinants d'APR, TA
i i

et B est de représentation infinie (voir [A2] ou [TW2] et [AHR]). Comme

Db(A) 3 Db(B) , mod B est de cycles finis. D'autre part, B n'est pas pré-inclinge &

~

de typf‘ Am puisque sinon on aurait gggAﬁ e mgg'g Z~ggg.ﬂ pour H héréditai:g de
type Am et cecientraftnerait,d'aprés (3.3), que A est pré-inclinée de type Am 5
une contradiction. Donc B est simplement connexe. On peut donc supposer dés le
depart que A est simplement connexe de représentation infinie. Compte tenu du
theoréme (2.4), i1 suffira de montrer que A est un agrandissement par branches
d'une algébre docile derobée C en des modules simples réguliers, et que le type

A de A est domestique ou tubulaire mais pas de la forme (p,q)

Cela donnera en méme temps la réciproque du theoréme (2.4). Nous indiquons les

tubulaire n

gtapes du travail.

On commence par prouver que A contient une sous-categorie pleine et convexe
C qui est une algébre docile dérobée. On considére ensuite les extensions ponctuel~

les de C. On démontre succt

1) Soit B = C[M} un
pleine de ﬁ. Alors M est

2) Soit B = C[M] wun
régulier. Alors BIM] n'es
3) Soient B = CiM]
regulier M, avec point d'e
avec point d'extension D.
N est un facteur direct in
~

Alors N3 P(a)g ou N=

On prouve ensuite gue

4) A ne contient pas

ol les aretes peuvent &tre

formee par les points ay»

5) A ne contient pa

od les ardtes peuvent etre
tatif.

6) Soient a et b
reliés 4 C par (au moins
b doit couper C.

Les deux derniéresass
Il s*ensuit facilement qu
modules simples réquliers.
on prouve que, si cen'e
forme mod K, pour K he

- est de cycles finis.
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les de C. On demontre successivement:

1) Soit B = C[M] une extension ponctuelle de C qui est une sous-catégorie
A
pleine de A. Alors M est un C-module simple régulier.

N, 2} Soit B = C[M] une extension ponctuelle de par un C-module simple t
ir régulier. Alors BIM] n'est pas une sous-catégorie pleine de A. !

3) Soient B = C[M) une extension ponctuelle de ¢ par un C-module simple
regulier M, avec point d'extension a, et D = BIX] une extension ponctuelle de B,
avec point d'extension b. Supposons gue D est une sous-catégorie pleine de A et
N est un facteur direct indécamposable de X contenant S(a) dans sa coiffe.

Alors N3 P(a)y ou N3 S(a)B.

[ a—
-
o
-~ s

.

On prouve ensuite que trois sortes de configurations ne peuvent apparaitre:

4) A ne contient pas de sous-catégorie pleine de la forme:

ob

e (e —g———~o

[}

Y]

[xe]

T
/”\

ol les aretes peuvent atre orientées arbitrairerent, et la sous-catkgorie pleine

formée par les points aps b, ¢, d est heréditaire.

5) A ne contient pas de sous-categorie pleine de la forme:

c 5 4 5 r i
a E ‘
I 2 |
!
: od les arétes peuvent atre orientpes arbitrairement, et © est un cycle non-commu-
Fatif,
6} Soient a et b deux objets de A n'appartenant pas 4 C, tous deux ;t
relids 4 ¢ par (ay moins) une arete. Alors toute allde de A passant par a et |
( ol o a6 ;
it coyper €,
i Les

“Eux dernidresassertions se démontrent au moyen de techniques de revetement.
s ansuit facilepent que A
nodyles simples pa

[
Lo

est un agrandissement de C  par branches en des

quliers. Enfin, gour nontrer aue Ny est domestique ou tubulaire,
M orouve que,

forme

53

ce n'est pas e cas, mod A contient une sous-catégorie de la
Pod K, pour K haréditaire say

vage, et cela contredit le fait que mod R
23t de cyeles fings.
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6. Formes quadratiques:

6.1. Nous avons obtenu une descriptioncompléte des algébres pré-inclinees
de type Euclidien de représentation infinie (thiéoréme (2.4)) ainsi qu'une classifi-
cation des algébres pré-inclinées de type i;, (theorémes (3.1) et (3.4)).
I1 reste donc & caractériser les algébres pré-inclinges de représentation
finie, de type Dynkin ou Euclidien + K. On sait dejd d'aprés le theoréme (4.3)
qu'elles sont simpiement connexes. Nous donnons maintenant un critére pratique per-
mettant d'identifier ces algébres au moyen de leurs formes quadratigues. Rappelons
1a définition. Soient A une algébre de dimension globale finie et 5(1),.-. 5(n)
un ensemble complet de représentants des classes d'isomorphisme des A-modules
simples. La forme quadratique {(homologique) dp de A est la forme sur le groupe
de Grothendieck KO(A) de A dont la matrice «p = [Kijllsi,jfn est donnée par:

k5= E (-1)° dim Exta(S(i),5(1))-
>0

Cette somme est finie puisque 1'on a supposé dim.gl. A < &, 11 résulte de [HR1]
{3.2) que, si {B,T,A} estun triplet inc]inant, alors les formes g, et qg
ou, ce qui revient au méme, leurs matrices «p et xp sopt Z-congruentes, c'est -
i dire qu'il existe une matrice x € GLn(Z) telle que «p = xt KpX - En particulier,
si A est pré-inclinke de type Dynkin {respectivement, Fuclidien) alors qp est
definie positive {respectivement, semi-définie positive de corang un).

6.2, THEOREME [AS4]. Soit A une algébre de représentation finie. |
(i) A est pre-inclinge de type Dynkin si et seulement si A est simplement connexe
et qy est definie positive.

(i1} A est pre-inclinge de type Euclidien fﬁn ou iEp si et seulement si A
est simplement connexe et Qp est semi-definie positive de corang un.

La premidre partie du théoréme‘a ggalement &té obtenue par Happel (communica=
tion privée). Nous en obtenons une demonstration simple, qui découle d'ailleurs de
la demonstration de la seconde partie. Cette derniére utilise le théoréme (2.4);
En effet, la nécessité &tant évidente, nous devons. demontrer la suffisance. Si A
est simplement connexe avec Qp semi-définie positive, A ne peut &tre une algébre
pre-inclinge de type Dynkin. On démontre que cela entraine 1'existence d'une suite
de réflexions de A telle que B = Sgt...S$IA est de représentation infinie mais
que, pour tout j<t, Szj...s¥lA est de représentation finie [ANS] (3.4). I
faut ensuite prouver que B est un agrandissement par branches d'une algébre dociles

dérobée en des modules simples réguliers. Les atapes sont semblables & celles de la =
demonstration du théoréme (5.3). On d&duit du theoréme la proposition: '

PROPOSITIQE, Soit A
fuclidien) et B une sous-
algébre pré-inclinee de tyr

7. Algébres pre-inclingesd
T T .

7.1. Dans cette sect

. B, par leurs carquois 1i

en termes de Jeurs carquoi
yiale est de représentatic
[AHR], des algébres pré~ir
de type H%x ont &te clas!
gradués de [BoG]. Neus a
sont dés agrandissements

menté; nous utiliserons 1

LEMME (a) Soit A
n'est pas un arbre, il cc

Ici, et dans toute
quent que la somme des ¢
peut stre orientée arbit

LEMME (b) Soit A
donnéepar 12 carquois 1
puits 1 n'ayant qu'un
Ay ou D .

Nous definissons u
pré-inclinée A de tyr
l!te*> gst pré-incliné
inclinge de type IDn
pour un m < n.
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PROPOSITION. Soit A wune algébre pré-inclinge de type Dynkin (respectivement,

Euclidien) et B wune sous-catégorie pleine et convexe de A. Alors B est une
algébre pré-inclinge de type Dynkin (respectivement, Dynkin ou Euclidien).

7. Algébres pré-inclinéesde type IDp*

7.1. Dans cette section, nous classifions les algébres pré-inclinges de type
D, par leurs carquois 1iés. Dans [Y], Yamagata avait donné une caractérisation,
en termes de leurs carquois d'Auslander-Reiten, des algébres dont 1'extension tri-
viale est de représentation finie et de classe de Cartan D, (c'est d dire, par
[AHR], des algébres pré-inclinges de type DDn] . D'autre part, les algébres inclinBes
de type ID  ont &té classifiges par Conti [C] au moyen de 1a théorie des arbres
gradués de [BoG]. Nous allons montrer que les algébres pré-inclinges de type H%
sont des agrandissements par branches. Afin de définir les coeurs de ces agrandisse-
ments, nous utiliserons les deux lemmes suivants de D. Happel [H1] (6).

LEMME (a) Soit A une algébre pré-inclinge de type D, - Si le carquois de A
n'est pas un arbre, il contient un sous-carquois 1ig plein de la forme:

Ot—g— .., ﬂr—J

Ici, et dans toute cette section, des lignes en pointillé dans un carquois indi-
quent que la somme des chemins de la source au but est nulle. Une aréte non-orientée
peut etre orientée arbitrairement.

LEMME (b) Soit A une algébre pré-inclinée de type D,. Si A n'est pas
dennge par le carquois 1i@ du lemme (a), son carquois contient une source ou un

Pults i n'ayant qu'un seul voisin et tel que A/<e;> est pré-inclinge de type

%" 1 ou mn- |

Nous definissons un I -cadre comme &tant le carquois 1ié (Q,I) d'une algébre
pré-inclinge A de type D, tel que, pour toute source ou tout puits i € Q,,
IIIl"i’ @St pré-inclinée de type ‘n—l' I1 est &vident que toute algébre pré-

inclinke de type EM contient un sous-carquois 1i2 plein qui est un Dq“-cadre
pour un m<n,
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PROPOSITION. Les IDn—cadres sont les carquois liés

FD

(F3)

(Dans (F1) et (F2), on suppose que 1ton a au moins & points).

pémonstration: Comme i1 est evident que les carquois liés de 1'énoncé sont des

IDn—cadres, i1 faut prouver que ce sont les seuls. Soit donc (Q,1) wun IDn—cadre

arbitraire.

Si (Q,I) n'est pas un arbre, il contient un sous-carquois Tié plein (Q',1")
de la forme (F1). Mais alors Q = Q'. En effet, si ce n'est pas le cas, et si on
enléve une source ou un puits de Q qui n'appartient pas aqQ', le carquois 1ié
resultant n'est évidemment pas celui d'une algébre pré-inclinée de type LR
Supposons que (Q,1) estun arbre et aussi que (Q,1) n'est pas de 1a forme (F2).
En particulier, I est engendré par des relations-zéro de longueur deux. Nous
montrerons que (Q,1) est nacessairement d'une des formes (F3)(F4) ou (F5). I
est facile de voir que tout point de Q a au plus 5 voisins et que, si c'est le
cas, (0,1)est decrit localement par le carquois ligé:

ou son opposé [H1] (6). Ainsi (q,1) contient deux sous-carquois liés pleins des
formes (F3) et (F4) (dualement, (F3) et (F5)). Cela entraine, comme plus haut,
que (Q,I) esten fait egal d1'unde ces cadres. Si tous les points de (Q,1) ont

au plus 4 voisins, i1 est tout aussi facile de voir que (Q,1) est decrit locale-

ment par un des carquois ligs:

e et
tepis . - i S~ .'”"‘"““-----—

ou des carquois opposés. LE
cadre d'une des formes (F3)t

plus 3 voisins, (Q,1) &%

ou des carquois opposés. [
Enfin, si chaque point 3 @
tenir des relations-zéro de

démonstrati on.

Remarque: Observons
qui est un ID4—cadre.

7.2. Soit (Q,1) u
yn point de Q ayant au
1ig plein de Q formé pa
agrandissement de (Q',1'
posante connexe de (0~Q'
Nous pouvons énoncer:

Iﬂﬁgﬁﬁﬂg. Une algé
A kQ/1, o0 (Q,1) est
un cadre, d'un agrandiss
par des astérisques:
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ou des carquois opposés. Le méme raisonnement entraine que (Q,I) est égal & un
cadre d'une des formes (F3)(F4) ou (F5). De méme, si chaque point de (Q,I) a au
plus 3 voisins, (Q,I) est décrit localement par un des carquois liés:

ou des carquois opposés. Donc (Q,I) est d'une des formes (F3)(F4) ou (F5).
Enfin, si chaque point a au plus deux voisins, (Q,I) &tant un D -cadre doit con-
tenir des relations-zéro de longueur au moins trois, une contradiction qui achéve la
demonstration.

Remarque: Observons que chaque mn-cadre contient une sous-catégorie pleine
aqui est un lD4-cadre.

7.2. Soit (Q,I) un carquois 1ié, (Q',I') un sous-carquois lig plein et i
un point de Q ayant au plus deux voisins dans Q'. Notons Qi le sous-carquois
1ie plein de Q formé par i et ses voisins dans Q'. On dit que (Q,I) est un
agrandissement de (Q',I') en i si le sous-carquois 1ié plein formé par la com-
posante connexe de ((~Q') U Q; contenant i est une branche (voir (2.1)).
Nous pouvons @noncer:

THEOREME. Une algébre A est pré-inclinge de type ID',I si et seulement si
AZ kQ/I, o0 (Q,1) est un sous-carquois 1i@ plein et connexe, contenant au moins
un cadre, d'un agrandissement d'un des carquois liés suivants aux points marqués
par des astérisques:



-
-~ ™~ -
(p3) ﬂ’—ta——..‘__ ..... _.-_.-.L-o
(D4) o e __1 o S
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(D5)

z
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Dans (D1) (respectivement, (D3)), la relation de commutativité (respective-

ment, la relation-zéro) est supposée comprendre au moins 4 points. Remarquons que
les carquois liés (D1) & (D5) sont auto-duals, ce qui facilite la vérification.
Celle-ci se fait de la maniére suivante. Si (0Q,I)

D -cadresqu'il contient, puis on essaie de

est un carquois 1ié donné, on
commence par identifier le ou les
faire coincider ces cadres avec des cadres isomorphes apparaissant dans un des

(D1) & (D5). Il ne reste plus qu' & vérifier que le reste du
(Q,I) est une union disjointe de branches. On voit, par exemple, que
1'on obtient toutes les algébres héréditaires de type ID (D1) et
(02) (D4)).

carquois liés
carquois lié

d partir de
(et aussi de

1.3,
kQ/1

Démonstration de 1a nécessité: Dans tout ce qui suit, on supposera que
D, . ;

A= est une algébre pré-inclinée de type

LEMME (a). Si contient deux cadres, ces deux cadres ont au moins deux

fléches en commun.

(Q,I)

Demonstration: (i) Supposons que ces deux cadres C' et C" n'ont aucune

fléche en commun. Remplagant A par une sous-catégorie pleine convenable, on peut

A formée des deux cadres C', C" et d'une allée de radical carré nul

et C"

supposer
joignant C'

$i on appligue des réfle
on trouve une algébre co
une sous-catégorie pleim

\

4

avec la meme allge 1 —
Appliguant, si nécessair
ntt&sdes cadres, on trou
souSéjacent que B ett
représentation finie et
Dynkin.

(i1) Supposons mair
ReupIapiﬁt eventuellemer
formée par la réeunion de
1ités suivantes:

Dans le premier cas, A
Sk e
Sg51A 55250,

- Ment sont des algédbres
démonstration.
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Si on applique des réflexions convenables aux puits et aux sources de C' et C",
A

on trouve une algébre contenant une sous-catégorie pleine B (telle que B est

une sous-catégorie pleine de i} dont le carquois 1ié est de la forme:

avec 1a méme allee 1 -2 - ..~ m-1 —m que A et deux cadres de type (F3).
Appliquant, si nécessaire, des modules inclinants d'APR correspondant aux extré-
mités des cadres, on trouve uneé algébre C de radical carré nul, de meme graphe
sous-jacent que B et telle que mge‘:'. mod 8. Mais € n'est pas localement de
représentation finie et cela contredit 1'hypothése que A est pré-inclinge de type
Dynkin.

(ii) Supposons maintenant que C' et C" ont exactement une fléche en commun.
Remplagant gventuellement A par une sous-catégorie pleine, on peut supposer A
formée par la réunion de deux ma-cadres. On a alors, d dualité preés,les possibi-

lités suivantes:

2
= I

- -~
~ - - - ey - -
= - - ' S T
L C -
y—

- d- - -
! i AP e

N L= L

_‘ 3 | 5 '
PR e NV
= 14— u--u-—,l—u 1 4=0 W i
‘1\ N i N

& L) : 6 3 )
’ -

Ty N B N I N
I?l.:’t 1t=a ! : 1e—s 73—
"Ll 2"\ - N / N\
3 & 3= & ) . ) -

D:I'l: le premier cas, A est pré-inclinée de type IE.. Dans les autres, S;S;S;A'

- . et ., = 2

SESth SgSasiA, S}A, SISIA. 1AL SESgSiSiA SSiS}A, SgS]A et A respective-
Ment sont des algébres héréditaires de type lﬁs. Cette contradiction achéve 1a
démonstration.
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Le lemme suivant donne une description compléte des algébres pré-inclinges de (iv) 11 existe une

type DD, dont le carquois 1ié contient un cadre (F2) ayant au moins 5 points. m-1. Dans ce €3S, le carg
inclinée de type IE6:

LEMME (b). Si (Q.I) contient un cadre C

(F2) 13— 2+—3+— ... +— m-l—Tm

(v) 1 existe une f
avec m> 5, alors (Q,I) estun agrandissement du cadre C aux points 2,...,m-1. de longueur 1 < m-1 dar
+ + . arad
Sm-l"'slB qui est here

Demonstration: Soit m+l un voisin dans Q d'un point de C et B 1'algébre R ..
e le carquois 1i8:

du sous-carquois 1i& plein de (Q,1) formé des points 1,2...m,m1. On considérera,
i dualite prés,toutes les fajons possibles de joindre m+l au cadre.

(i) 11 existe une arete m — m+l qui n'est pas contenue dans une relation
de B. Alors le carquois 1ié de S;B contient un sous-carquois plein héréditaire
de type [EG:

1

|

R © (vi) I existe une
SC‘I‘l.‘II‘"Ce‘ ml et de longue

le c;rquois heraéditaire ¢

Cela contredit le fait que le carquois de rno;da est isomorphe d .‘lan.

(ii) 11 existe une fléche m-1 + m#l qui n'est pas contenue dans une relation
de B. Alors le carquois lia de S;S{B contient le sous-carquois 1ig plein:

ce qui contredit le fait
S

_Enfin, supposons qu
M2 e 1+ i+l et i-1«
sous-c'amuai‘s lie plein
Ie carquois 1ié de S

qui est celui d'une algébre inclinge de type IEG , une contradiction.

(i1i) 11 existe une fléche i + mel (1 < i <m-1) qui n'est pas contenue

dans une relation de B. Alors S;B contient une sous-catégorie pleine qui est in- 3

clinke de type IErj ot donnée par un des carquois liés:

»

te qui contredit le fai

On en daduit encore une contradiction. précidents mﬁtpent aus
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(iv) 11 existe une fléche m « m+l contenue dans une relation-zéro de longueur
m-1. Dans ce cas, le carquois lié de 5;5;5;3 contient le carquois 1ié de |'algébre
inclinee de type Esz

1 +—24—'—3

e |

-
o= | +——m——m+1

(v) 11 existe une fléche m+ m+l et m+l est la source d'une relation-zéro
de longueur t <m-1 dans B. Dans ce cas, il existe une sous-catégorie pleine de
s;-l"'S;B qui est heréditaire de type IE6 ou bien inclinée de ce type donnée par
le carquois lié:

(vi) 1I1 existe une fléche i « m#l, i <m-2 et une relation-zéro dans B de
source m+1 et de longueur au moins trois. Alors le carquois 1ié de S;B contient
le carqueis héréditaire de type IDp;

ce qui contredit le fait que ﬁ est localement de représentation finie. De meme si
i=ml.

Enfin, supposons que (Q,I) contient trois relations-zéro m+2 « i + mel,
M2+ i+i+l et i-1«i+«ml (pour 2 <i ¢<m-1) et soit D 1'algébre du
Sous-carquois 1i@ plein de (Q,I) formé par les points 1,2...m, m+1, m2. Alors
le carquofs 1ia de S;QSID contient le carquois héréditaire:

ce
Q¥ contredit le fait que & est localement de représentation finie. Les calculs
précidents montrent aussi qu'un cadre de type (F2) (ayant au moins 5 points) ne




partage aucune fléche avec un cadre de type (F1). Le résultat suit alors du
lemme (a).

COROLLAIRE. Deux cadres de (Q,I) ayant une fléche en commun ont exactement
deux fléches en commun.

LEMME (c). Si contient le cadre C:

(Q,1)

g

-

- ™~
-
n,

l:'--'Zi-—}o———ﬁ

alors (Q,I) est soit un agrandissement de C en 2 et 3, soit un sous-carquois
1ie d'un agrandissement de (D4):

T I
”~ - ~ \‘
I+— 24— 34— f+—5

-

en 1,5 et 6.

Demonstration: Supposons d'abord que (Q,I) contient un cadre C' # C. I suitf

du corollaire précédent que C et C'
c' (F1)
sous-carquois 1ié plein d'une des formes:

y’z\- 3‘)5. B": 5/5\

\

n'est pas de la forme car sinon

(Q,1) contient, & dualité prés, un

4 #
:f’// /
/ i

- - == ’!

et ST%: (respectivement, SEB“) contient un sous-carquois plein héréditaire de
type 1,. g (F2)
(F3).
Supposons gue

Le lemme (b) entraine que est d'une des formes (avec 4 poin ]

ou
D de la forme: Xz

(Q.1)

contient un sous-carquois 1ié plein

- = T e e

- $

- - - " -
]a 1; - -, - .
Ramany o G

Alors 53555;9 est inclinge de type E& donnée par le carquois 11é:

ont exactement deux fléches en commun. “

ce qui contredit le fai
(,1) ne contient pas

| En effet, pour toute or

de type IE6 , encore ur
(Q,1) est un agrandis:
ment de (D4). 11 est -
et (D4) en 1,5 et

Nous avons prouveé

Dans les autres cas, e

LEMME (d). Si (
est un sous-carquois 1
(D1)(D2) ou (D5) au

Démonstration: ¢
au noinsfs points. Alc
entrainent que Te carc
ment de (D1) (si ce
qui est incline de t
cadre (F1). Nous mon’
agrandissement de (D
Comme (0,1) ne cont
ou incling de type I
148 pleins suivants:

o Ory s cunt'lent’gn

h.‘ﬁuire de type Dy

; .J;:r-c y
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ce qui contredit le fait que le carquois de rrn;da est isomorphe & Zan. En outre,
(q,1) ne contient pas de sous-carquois 1ig plein E de la forme:
1— 2e— 3oy
5 6
uois En effet, pour toute orientation des deux aretes libres, E est une algébre inclinée
de type IEG, encore une contradiction. Par conséquent, il suit du lemme (a) que
(Q,I) est un agrandissement de C, ou un sous-carquois 1ié plein d'un agrandisse-
ment de (D4). I1 est facile de voir que 1'on ne peut agrandir C qu'en 2 et 3
et (D4) en 1,5 et 6.
Nous avons prouvé la nécessité dans le cas od (Q,I) contient un cadre (F2).
Dans les autres cas, elle résulte du lemme suivant:
LEMME (d). Si (Q,I) ne contient pas de cadre de type (F2), alors (Q,I)
! est un sous-carquois 1ig, contenant au moins un cadre, d'un agrandissement de
Psuit (D1)(D2) ou (D5) aux points marqués d'un astérisque (voir (7.2)).
Démonstration: On suppose d'abord que (Q,I) contient un cadre (Fl) ayant
au mjns 5 points. Alors les lemmes (b) et (c) et le corollaire du lemme (b)
entrainent que le carquois 1i@ (Q,l) est un sous-carquois 1ié plein d'un agrandisse-
ment de (D1) (si ce n'est pas le cas, (Q,I) contient un sous-carquois li2 plein
qui est incling de type [Eg). Supposons maintenant que (Q,I) contient un D, -
cadre (F1). Nous montreronsque (Q,I) est un sous-carquois 1i2 plein d'un i
: agrandissement de (D1) ou (D2). En effet, supposons que ce n'est pas le cas. 1id
) Comme (0Q,1) ne contient pas de sous-carquois 1i@ plein héréditaire de type I'ﬁ4 i
7 ou incling de type [Eg, alors (Q,I) contient, 4 dualité prés, un des sous-carquois
3 i 1igs pleins suivants:
oints)

5 6
\ / /]{*-., /

£ .
= :- 5;"—' tontientgn sous-carquois héréditaire de type ﬁa et S;SESIC est héré-
taire de type Dg, ce qui contredit le fait que R est localement de représen-



tation finie. Ainsi (Q,I) est un sous-carquois 1ié plein d'un agrandissement de
(D1) ou (D2). On montre facilement que 1'agrandissement ne peut avoir lieu qu'aux
points marqués d'un astérisque. Enfin, une analyse semblable & partir du cadre
(F3) (respectivement, (F4), (F5)) donne un agrandissement de (D1)(D2) ou (D4)
(respectivement, (D2) ou (05) dans les deux cas) aux points marqués d'un
astérisque. Cela achéve la démonstration.

7.4. Démonstration de la suffisance: Soit ¢ la classe des algébres données
par un carquois lié satisfaisant les conditions du theoréme. On doit montrer que,
si A appartient & C, alors A est pré-inclinée de type D, . 11 suffit de
prouver que C est fermée sous 1'action des modules inclinants d'APR. En effet,
si A dans C n'est pas haréditaire, il existe une suite d'algébres :
A= Ao' Al.... At et une suite de modules inclinants d'APR 711 (o<ci< t) telles
que A,y = End 711 et n(Ay) > n(A) (ou n(C) désigne le nombre de classes
d' isomorphisme de C-modules indécomposables) [A2]1(TW2]. Or,aprds un certain nombre
de telles &tapes, on aboutit d une algébre heréditaire de la classe C (sinon i1
existerait un nombre infini d'algébres de C, en particulier simplement connexes de
représentation finie, deux i deux non-isomorphes et ayant le méme nombre de modules
simples, une absurdité). Et i1 est évident qu'une algébre de C est héréditaire si
et seulement si elle est 1'algébre des chemins d'un carquois de graphe sous-jacent Eh{

Pour montrer que C est fermée sous 1'action des modules inclinants d'APR, on
remarque qu'il suffit d'@tudier ceux qui correspondent aux puits qui sont les buts
d'au moins une relation (sinon 1'action du module consiste simplement 4 inverser
1'orientation des fléches passant par ce puits, sans affecter les relations).
L'assertion (et donc le théoréme) suivent du lemme suivant dont 1a démonstration est
simple et peut etre laissée au lecteur.

LEMME. Soient A une algébre de C, a un puits de QA qui est le but d'au
moins une relation, Tga} le module inclinant d'APR correspondant et B = End Tia).
Notons b* ipour b + a) le point de Qg correspondant au facteur indacomposable
P(b), de T 3), et a* le point correspondant d « 1p(a). Alors B3 kQg/1g o0
(QB’IB] est obtenue comme suit:

(i) A chaque fléche b > a de Q, correspond une fléche a* -+ b*.

(i1) A chaque relation de c vers 2a correspond une fléche c* +a'.

(1i1) A chaque fléche b+ ¢ (c # a) telle qu'il n'existe pas de relation
b+ c+a correspond une fléche b* + c*. Si une telle relation existe, on a deS g

fléches b* = a* = c*.

(iv) Toute fléche de QB est d'une des formes précédentes.

(v) Toute relation de I, de but distinct de a induit, de fagon évidente,

une relation de IB‘

(vi) Soit w un ct
avec a +b et HnnA(P(¢
5i a=c, alors W est
yoisin & de a se trol
Homa (P(1) 5 P(b)) = 0.

(vii) Si W et
Jongueur au moins deux,

, et W,-

{viii) Les relatic

Ig-
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:nt de (vi) Soit w un chemin de Qy de b* vers c* de longueur au moins deux,
woqutaux § avec a+b et Homn(P{c]. P(b)) = 0. S a « c, alors w est une relation-zéro.

zadre : si a=c, alors w est une relation-zéro si et seulement s'il existe un unique
1 (D4) 4§ voisin ¢ de a se trouvant sur un chemin de b vers a et en outre
HomAlP(‘)- P(b)) = 0.

(vii) Si w, et w, sont deux chemins de Q; de memes extrémités et de

fonnées longueur au moins deux, alors il existe une relation de commutativité liant w

' que, et Nz-
de (viii) Les relations précédentes donnent un systéme minimal de générateurs de
fet, I

2

.} telles
es '
nombre ;
on il

exes de

modules

aire si ]

jacent E%' 1

PR, on

s buts

rser

tion est.
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