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ALCFBERES HERFDITAIRES ET TUBULAIRES
PAR MOBCEALTE

Ibrahim Assem ot Andrze j Skowronski

Padsentd pan V. Dfab, F.R.5.C.

RESLME: Bous caractérisons les algébres dont la catéporie diérivée est
équivalente i la catégorie dérivée d'une algébre héraditaire de type Pwnkin ou
Exclidien, ou d'une algébre tubulaire camonicgue.

1. Soit k i corps alpgébriqememt clos. Toutes nos algébres soot associatives,
uni féres ef de k-dimension finie. Sans perte de pénéralité, on peut amsi les
supposer sobres el comexes. Tous nos mocdules somt & droite of de k-dimension
finie. Solt A wne alpébre, et P fa catdgorle dirivie des complexes bormes
sur la eatégorie mod A deés A-modules [V]. Pour un grapbe (ind et conmese o
on dit cue A est hérdditai re par morceasc de Lype & [H1] si -u_.._..u."_ o5t o va-
lente, en tant que catégorie triangulée,d n._u__“ﬁu , 1 C est une alpébre hoérdd]-
taire dont le carquoks ordinalre |G| admet 4 comme graphe soms- jacent. On soe
limitera dans cette note § considérer Lo cas ol b eat un graphe de Dynkdn ououn
graphe Euclidien, oo qui correspond au cas o0 O est de type de représentat ion
classifiable. De méme, on dit que A est butulaire par morceaux si :_,:h.._. esl

Gruivalente, en tant que catégorie Crianguleée, & DVIC), ob © est une algébre
tudmilaire canonicue [R]. L'objectif de cotte note est de présenter quel qes
rismultats obtenus dans la classification de ces algdbres.

2. Un rappelle qu'un mxhile .H.u_ est dit inclipant (respectivement, co-inclinant)

(] sl EM:...-_ 0 |respect iverent , E_.”m.,__J_H._ om, Eﬁ“___,_.,,__v b, ot le

nombre de facteurs directs indécomposables non-lsomorphes de T, est dgal au
rang du groupe de Grothendieck _nc_.___.“_. Dewux algébres A et B sont dites éguivalen-
tes pour les inclinaisons et les co-inclinaisons &'l existe une suite d'alge-
bres Ap = ke Ayyiens __.#:H B et une suibe de modules inclinants ou co-incli-
nant & b._“. IE =0, 1, «.. m tels gue Ajq - End ._...h_ - 8i B est hérdditaire ayant

i
A conme m._.mﬂﬁ sous- jacent de som cargquois, et si b0 outre chagque .H.p est un
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A -moxchile inclinant tel que, pour tout module indécomposable M, , on a soit
Hom, (T M} = 0, soit Exty (T',M) = 0, on dit que A est e n_wﬁm
peéinclinde de typen [AH]! Enfin, s mel, A est dite inclinde [HR]. [1 suit
de [HL|[HZ] que les conditions suivantes sont équivalentes pour une algébre A
el im graphe 4, Dvokin ou Eoclidien:

1L} A est héréditaire par morceau de Eype A,

YiL) A est équivalente pour les inclinaisons ef les co=inclimlisons
d wne algdbre héréditaire de typef .

[HEL) & est pré-inclinde de type & .

La caractérisation des algibres héréditaires par morceaux di Cype
Bynkin ou Esclidien se raméne donc & celle des algébres pré-inclindes.

L Soit A uw alpébre trismgulalire, c'est 4 dive dont le carquois ordinaire
n'a pas de cycles orlentés. Fn particulier, la dimension globale de A est finde
€€ par conséquent, la catégorie dérivée D°(A) s'identifie & la catdgorie
d'homotopie des complexes bomnés de A-nodkiles projectifs KP(proj A) [V]. Soit
P* un complexe indécanposable de K(proj Al. Si P} . 0 pour §°p et i'q, alors
qe Py 0, 1.0, o dit qu la largeur de P* est g-psl. La dimension
globale forte de A est le suprémm des largeurs des compleses indécomposables
de K'ipraj a). Il est clair gue la dimension globale de A est plus petite o
égale 4 sa dimension globale forte. On dira aussl que uv;u est de cycles finis
Si, pour toute suite de morphizsmes monemuls et mon-inversibles entre

complexes indécomposables de ﬁr;u de la forme Myt zm Yoses M ow Mo
les complexes Ih = 0,1, ... 1) se trowvent dans im tube lau sens di
[R]) du carquots de DP(A) [H1]. on a:

THEDREME (A): les conditions suivantes sont equivalentes pour une

alpibre A:

(i) st_hérdlitaire
tubulaire par morceaw.

(ii} A est pré-inclinde de Cype Dynkdn ou Buclidien ou deguivalente
pour les inclinaisons et les co-inclinaisons 3 une algibre tubulaire cononique.

iii) A est triangulaire, sa dimension globale forte st finie, et
_uw_;f est de cycles finis.

r_morcesux de type Dynkin ou Euclidien
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fn én dédudt quee A est tubulaire par morceawe si et seulement si
elle est érplvalente pour les inclinaisons et les co-inclimaisons & ume
alpitbee tululaire canonioque.

4o Unosait que toute alpdbre A s'éerit sous la forme & - KQF1, of ki) ost
'algébre des chemins du carquois Q de A et | un idéal de K} comtemn dans
j..__u:a IG]. Un tel isomorphisme est (me présentation de A, Le groupe
_;.a_"___.E:nnH:HE.: de la palre (Q,1) est définl dans [MP]. Une alpéhre A sera
dite simplement comnexe si, pour Loute présentation Az kQ/I de A, D n'a pas

de cycles orientéds et le groupe fondamental de (0,10 est trivial.

THECREME (B): Solt A une algibre satisfaisant les conditicos
cquivalentes du théordse (A). Alors A n'est pas simplement commexs si et
seulement =i elle est pré-inclinde de type A

5. La classification se scinde donc en dewx parties: le cas o0 A est
pri-inclinge de type A et le cas simplement connewe, Dans le premier cas,

L0 3

THEOREME (C): Une alpébre A est pré-imnclinée de type AL si et
seulement si on peut Crowver une présentation A~ KT telle que (0,1) a
exactement nel sommets ot satisfalt les conditions suiventos:

(1) Le nonbre de fléches de source ou de but dormé est au plus
cgal & dewc.

(ii) L est engendrd par un ensamble de chemins de Longueor deux
(appelis relations).

(iii) Pour chaque Flache . ,
une fléche y telles que qp et y, n'appartierment pas a I.

Iiw] Pour chaque Fléche , il existe au plus wne fléche | et g
fléche | telles gque ol et wappartierment & T.

w) Q contient un cycle unigqee (moneorientd) C sur lequel le rombre
de relations dans le sens des aigullles d'une montre dgale le nombre de
relations dans le sens contraire.

il existe au plus une fléche p et

On voit de suite que le groupe fondsmental de (Q,1) est isomorphe
A 3. En outre, A est de représentation finie si et seulement si le cyele Cest
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lié¢. Dans ce cas, nous obtenons anssi e varactirisation de A par les
propridtés de son carguods oM Lander- el ton,

sl A est de
représentation infinle, on obtient e theseript bon congilete (par carqels

6. Dans le cas simplement comexe, on considire desd os:

iida) de 1'alpébre A. S50 A est de reprosentation Finie, on wtilise sa forme
mecdrat ique: solt .f....ﬂ. 5y «as .,f.d w ensemble complet des classes d' {somorphi sme
des A-modules simples. La forme cquadrat i e g, de A est la forme sur _nn__r_;
dont la matrice [q .t est domde par:

% - m -1 dim_ st} (s, 5;)
Happel a dimontré que A est préi-inclinde de Eype Dyikin si et sealement si A
est simplement conmese ot G positive définie. Nos méthodes permettent de
domer une dimonstration simple de ce résultat. Nous démootrons aussi § T

THEOREME (D) : e alpébre A de représentation finie est pré-incli-

née de Cype Buclidien « A si et seulement si A est simplement cormexe et
g, Posirive semidéfinie de corang un.

Rappelons que la conmexité simple d'une algébre de représentation
finie s'exprime au moven d"um critére combinatoire simple (la comdition (5)
de RBaut [ sta-larrioo-S4lmercn] .

7. les résultats précédents s'appliguent & 1'étude des extensions triviales
domestiques. L'extension triviale T(A) de A par son cogénérateur njectif
mi i ma 1 hm._f. _._u..._r;rh.r. est 1'algébre dont la structure additive est celle
du groupe abélien A DA et domt la multiplication est définle par:
ta,f} (h,gl = (ab, ag:fh)

pour a,b A et [,g DAL TIA} est une algébre auto-in ject ive of méme symétri-
que. On rappelle aussl qu'une algébre B est dite domestique s'l] existe un
nombre [ini de foncteurs (de paramétrisation) Fy: mod k[X] <mod B, ofi i = 1,
2y +va € Eels qua:

ta) Pour chague i, Fy = |tw::n_ ob G est un k[X]-B-bimodule,
libre et de type Finf en tant que kX |-module.

Ib} Pour chague dimension d, toutes les classes d*'Esomorphi sme die
Bmodules indéeomposables, sauf au plus wn nombre find, sont de la Forme L
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e 1ot un k[ X]-modul e indécomposable M.

Enfin, B est dite t-paramétrique si le nombre minimal de ces
lTemwLoeurs o8t o

On a le résultat suivant, obtemu avec J. Nehring |comparer avec
| AHR |12

THEOREME [El: Soit & une algébre simplement conmexe. Les conditions
sulvantes st équivalentes: =
. (i) T(A) est domestioque de représentation infinie.

1ii} T{A) est Z-paramétrigque.

(111} A est pré-inclinée de type Fuclidien « A

tiv) L1 existe wune algébre inclinde B de représentation [nfinie et

* w.:_ telle que TIA} - TiBI.

whe Fypar

Hote: Ces vésultats ont ¢té obtems alors que les auteurs
visitalent 1'Université de Bielefeld en tant que boursiers Alexandre von
Phanbolde. [ls voudraient remercler C. M. Ringel pour son hospitalieé,

141 BLIOGRAPHIE:

1AH] Assem, 1. et Happel, D.: Generalized tilted algebras of type A, Comm.
Algobra 9 (1981) {20, 2101-2125.

[AHR] Assem, 1.5 Happel, D. et Roldin, O.: Representation-finite triwvial
extension algebras, J. Pure Appl. Algebra 33 (1984), 235-242.

[G] Gabriel, P.: Auslander-Riiten sequences and representation-finite algebras,
Proc. ICRA 11 (Ottasa 1979), Springer lecture Notes No. 831 (19805, 1-71.

[M1] Happel, D.: On the derived category of a Elaite-dimonsiomal alpebra,

i paraltre dang Comment. Math. Helu.

[1E2 ] Happel, D.: Teerated tilced algebras of affine type, 4 paraltre dans
Ciwmm. Alpebra.

[HR| Happel, D. et Rirgel, €. M.: Tilted alpebras, Trans. Amer. Mach. Soc. 774
CIO82], Moo 2, J99-447,

|MP] Martfnez-Villa, R. et de la Pefia, J. A The wniversal cover of a odiver
with relations, J. Pure Appl. Alpebea 30 (1983), 277-102,

[#] Ringel, C. M.: Tame algebras ared inte ril quadvatic forms, Springer
livbnre Motes Mo, 1099 (10841,



I. Assem et A, Skowronski

(V] Verdier, J.-L.: Catégories dérivées, état 0, dans SGA 4, Springer
Lecture Notes No. 569 (1977), 262-311.

Ibrahim Assem

Faculté de HMathématiques
Iniversicé de Rielefeld

4800 Bielefeld 1

Reépubl ique Féadérale Allemarde

Arnfrze | Skowronski

Institur de Mathémat i ques
Université Nicolas Copernic
#7-100, Torud, Chopina 12/18
Fologne

Heceived January 6, 1987



